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Solution de la premiére composition
de I'agrégation interne 1996

sk xk ok kkxx Partie T s % % % % % %

Si A est valeur propre de A, il existe un vecteur non nul X dans C™ tel que AX = AX. Une
récurrence montre que A*X = A\*X pour tout entier naturel k. En particulier, si A? = I, on trouve
X =APX = NP X soit A’ =1, et A est bien une racine p-iéme de I'unité.

Soient A1 et Ao les valeurs propres de A. Le polynéme caractéristique de A s’écrit
xAX)=X?2—(trAd) X +det A= (X —A\) (X = X)) =X2— (M + X)X+ M\
A1 et A9 sont de module 1 puisque racines p-iémes de I'unité, et donc
[t Al = [\ + Ao < [Ar] +[Ao =2

Par suite tr A € {—2,—1,0,1,2}. D’autre part A? = I entraine (det A)’ = 1, et donc det A = +1
puisque det A est un entier relatif.

Sitr A =2¢, x4 (X)=X?-2cX+det A. Le discriminant est A = 4 (1 — det A). Sidet A = —1,

les racines A1 et Ay de x4 sont &22\/5 = ¢+ /2, ce qui est absurde car ce ne sont pas des racines
de 'unité. Par conséquent det A = 1 et A = 0. Cela prouve que \;y = Ay = . La matrice A
sera semblable a eI (A est toujours diagonalisable dans C, puisque, étant cyclique, elle annule un
polynome du type X? — 1 scindé sur C et dont toutes les racines sont simples), et par conséquent il
existe P inversible telle que A= P~ (eI) P =¢l.
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On a alors clairement h (I) =1 et h (—I) = 2, ce que I'on peut traduire par h (A) = 5 (3 —¢).

Les valeurs propres de A sont réelles et distinctes, et ne peuvent valoir que +1, donc A\; = ¢
et Ao = —e. A posséde deux valeurs propres distinctes donc sera diagonalisable et semblable a la
matrice diagonale diag (¢, —¢). On aura donc h (A) = 2. Il existe une infinité de matrice A de ce

type. Il suffit de choisir une matrice P = < > avec det P = ad — By = %1 pour que P soit

a
eI
inversible avec P~ € My (Z), et que

e (00 = (0 () (5 )

convienne. Bezout nous offre d’ailleurs une infinté de solutions entiéres & ad — By = 1. Prenons
par exemple § = 3 et v = 5. On sait résoudre 3o — 53 = 1 en nombres entiers. On trouve
(o, 8) = (bu+2,3u+1) ot u € Z avec

A_<3 —5)(1 0)(04 5)_(3&4—55 30 )
-\ -8« 0 -1 B 3 ) —2af —(3a+5p)
A:< 30u + 11 30

30— 22u—4 — (30u+11) ) ouu ez
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Deuxiéme solution : Si A = < Z ; ) € My (Z) vérifie \y =1, \g = —1 et h(A) =2, alors
trA=a+d=0 o d=—a
det A=ad —bc=—1 ' a’>+bc=1

et donc A = Z _Ca avec a,b,c € Zet a®> +bc=1 (%).

Réciproquement, si A vérifie (), ses valeurs propres vérifieront A\; + Ao = 0 et \Ay = —1, d'on

(A1, A2) = (1,—1). A sera semblable a diag (1, —1) donc d’ordre h(A) = 2. On remarque pour finir
qu’il existe bien une infinité de matrices du type (x) (prendre b =1 et ¢ = 1 — a? par exemple).

On suppose que A1 et Ag ne sont pas réelles. Alors tr A £ +2 d’apreés 1.2.a et ’on va envisager
les trois cas restants. On rappelle que

Xa(X)=X? - (trA) X +det A= X% — (A + X2) X + A\ \o

e Sitrd=—1, x4(X)=X?+ X +det A. Le discriminant A = 1 — 4det A doit étre strictement
négatif pour que A1, A2 soient complexes non réelles, donc det A = 1 et A = —3. Par suite {1, A2} =

{%@} = { 7, j2}. A est semblable a < J ](,)2 > et donc A% = T si, et seulement si, k est multiple

0
de 3. Dans ce cas h(A) = 3.
e SitrAd =0, x4(X) = X?+ detA admet des racines complexes non réelles si, et seulement si,

det A =1, et alors {A1, A2} = {£i}. Dans ce cas A est semblable a < é i)z > et h(A) =4.

eSitrA=1,x4(X)=X?2—-X+detAet A=1-—4detA sera strictement négatif pour det A = 1.
Par suite A = —3 et {\, A2} = {Lﬁ} = {a,—j} ott a = €'5. A est semblable a < (S Oj ) donc

AF =T si, et seulement si, k est multiple de 6. Ici h (A) = 6.

e Montrons qu’il existe une infinité de matrice A € My (Z) telles que tr A = —1, les autre cas se
traitant de la méme fagon. Si
a c
A pu—
(00

trA =a+d=-1 be =—-a?2—a—1
detA =ad—bc=1 d =-a-1

T e
b —a-—1
Réciproquement, cette matrice est a coefficients entiers dés que b | (a2 +a+ 1) et vérifie tr A = —1.
Un calcul montre que A3 = I, de sorte que A soit cyclique.

On vient de voir que h(A4) € {1,2,3,4,6} pour tout A € C3(Z) donc A2 = I pour tout
Ael (Z)

Cette propriété est évidemment fausse dans Ca (R). Pour le voir, il suffit de considérer la
matrice d’une rotation d’angle 27“ C’est une matrice cyclique d’ordre n, et ceci quelque soit ’entier
n.

est solution, alors



m Si A € Cy(Z) est d’ordre p, alors AP = I donc AAP~! = AP71A = I et A est inversible d’inverse
= A1 ¢ ./\/12( ). De plus (A71)” =1 donc A~! € C3(Z). Enfin h (A1) = h(A) car

A —Te (A )=1

A la fin de la question I.2.c, on a exhibé une matrice de C3 (Z) non triviale en fonction de a et
b. Prenons (a,b) = (1,3). On obtient
1 -1
A= < 3 _9 > ECQ(Z)

) est aussi cyclique et

pa=(5 )0 o)=(5 )

est une matrice de trace 3, donc non cyclique d’apres 1.1.b.

1

La matrice D = < 0 —1

x ok kok ok x ok x ok Partie IT o % x % % * %

(Z[j],+) est un sous-groupe de (C, +) puisque c’est une partie non vide de C (O € Z[j]) et
puisque si m + qj et m’' + ¢'j sont deux éléments de Z [j], alors

(m+qj)— (M +d5)=(m-m')+(¢—¢)jeZ]j].
La loi x est interne dans Z [j] car j2 + j + 1 = 0 entraine
(m+qj) (M +4q'j) =mm' —qd + (mqg' +qm’ —qq') j € Z|j].

Finalement Z [j] est un sous-anneau de C.
a3 = —1 entraine o® + 1 =0, et comme a # —1, a®> — a+ 1 = 0. Par suite

j=a’=—-1+acZa] et a=—j>=1+5€Z]j

prouve que Z [j] = Z[«].

IL1b|e On a

V3

|m+Qj|2=‘mg+q—i 4

23
:(m——) +Zq2:m2+q2—mq

2 2 2

de sorte que
(x) 0<|m+qj|<1l ©0<m?+¢>-mqg<1
em?+q¢>—mg=1 puisque m,q € Z

L’équation m? — gm 4+ ¢> — 1 = 0 en m est de discriminant A = 4 — 3¢?, et admettra des racines
réelles si, et seulement si, A >0, i.e. ¢ € {—1,0,1}. Pour chacune de ces valeurs de ¢, on obtient les
valeurs correspondantes de m. On trouve

(m7q) € {(07 _1) 9 (_17 _1) ) (170) 9 (_17 0) ) (17 1) ) (07 1)}

4



et ensemble des solutions de () est
A= {1ajaj2a 717 7].’ 7]2} .
C’est I’ensemble des affixes des sommets d’un hexagone régulier.

Autre solution : (%) entraine (m — %)2 + %q2 < 1 puis !m — %‘ <let ‘@q‘ < 1. On doit donc avoir

P <1+1et 2 <2

—1—-—=<m< — ——<q¢< —.

V3 V3 V3 V3

Comme (m, q) € Z?, on déduit m,q € {—1,0,1}. Réciproquement, on constate que (0,0), (—1,1),
(1,—1) sont a rejeter mais que tous les autres couples vérifient ().

e Dire que m + qj € Uy, équivaut a dire lexistence de m’, ¢ € Z tels que (m+ qj) (m’ +¢'j) = 1,
ce qui entraine |m + ¢j|? |m’ + ¢'j|> = 1. L'entier |m + ¢j|? est donc un diviseur de 1, et I'on peut
écrire |m + qj\2 = 1. D’apres ce qui précede, cela équivaut a (m,q) € A et U'on aura Ug C A. La
réciproque est triviale, donc Ug = A.

P = {eik% /k=0,.., 5}. P est clairement invariant par la rotation r et la réflexion s définie
par .
r(z)=¢e'3zet s(z) =Z.

On constate facilement que 7 = Id = s2, et 7® # Id. r est donc d’ordre 6.
Si p est une rotation conservant P, p est affine donc transforme 'isobarycentre O de P en l'isobarycentre
de p(P) = P,i.e. O. Cela montre que p (O) = O et donc que O est le centre de la rotation p. Comme

p (e%) € P, il existe k € {0, ..., 5} tel que p (e%) = 5. p sexprime par p(z) = (z on ¢ € C*, de

i(k—1)% k—1

sorte qu’ici ( = e . Cela entraine p =1 et prouve que si I (P) désigne le sous-groupe des

déplacements laissant P globalement invariant,
It (P)c<r>= {Id, r,r2, ...,T5}
L’inclusion inverse ayant été déja signalée, on déduit
It (P)= {Id, T2, ...,7’5}
Soit I~ (P) =1I(P) \I"(P). On vérifie sans peine que I'application

v: IT(P) — I-(P)
p— sop

est bijective, donc I (P) = IT (P)U (so I (P)) est bien engendré par r et s.

e =—1

{ru): =14y et{s(l)z

eZ
r(j) =efel s

donc les matrices de r et s dans la base (1, j) sont respectivement

1 -1 1 -1
re(t ) as= (1 L),

)



I1.3.b | L’application qui & un automorphisme du R-espace vectoriel C associe sa matrice (inversible)
dans la base (1, 7) est un isomorphisme de groupe, et par restriction on obtient le monomorphisme

o: I(P) —»  Msy(R)
[ = Mat(f;(1,7))

L’image de ® est un sous-groupe G de GLs (R) formeé d’éléments de Ca (Z), et

o: [(P) — G
f—= Mat(f;(1,5))

sera un isomorphisme. On aura encore RS =1 = 5% R> # [ et RS = SR™!.
mi1 Mgy

q2

en particulier tout nombre m + ¢j € Z[j], s’écrit de fagon unique dans cette base :

= —1 # 0 donc (21, 22) est une base du R-espace vectoriel C. Tout complexe, et

m+qj =m'z +q 2.

Les formules de changement de base sont

qui s’inversent dans Z en

et ’on constate que m/, ¢’ € Z.

I1.4.b | L’application
U: (G,x) — (GL2(R),x)
A — BAB

est un monomorphisme de groupes car B2 = I. En effet BAB = I entraine A =1 et :
U (AA") = BAA'B = BABBA'B =¥ (A) ¥ (4)

Par suite, 'image G = {BAB/ A € G} de ¥ sera un sous-groupe de G Ly (R) isomorphe & G. On a
GgCC (Z)

L’application
A: (G,x) — (GL2(R), x)
A — Q1AQ

. mi Mg
ouQ =
Q < a  q2
II.4.a, est bien définie puisque @ et Q' sont & coefficients dans Z. A est un monomorphisme de
groupes car

) resprésente la matrice de passage de la base (1, 7) ala base (21, 22) de la question

A (AA) = Q1AAQ = (QflAQ) (Q*IA’Q) =A(A)A (4)



et @ 'AQ = I entraine A = I. On pose Go = ImA = {Q 'AQ /A€ G}. Gg est un groupe de
Ca (Z) isomorphe a G par A et aussi a I (P) via I'isomorphisme

1(P)2 a2 g,

Pour montrer que ’on obtient ainsi une infinité de groupes Gg, on utilisera le lemme :

Lemme : Q # £Q' = Gg # Go

Preuve : Si Gg = G¢ alors pour tout 4 € G il existe A’ € G telle que Q1AQ = Q1A'Q’, soit
A= (Q Qil)fl A" (Q'Q) et A est semblable & A’. Cela entraine que A et A’ représentent la méme
application linéaire de I (P) dans la base (1,7), i.e. A= A’. En posant W = Q'Q~", on aura donc

VAe G WA=AW.
Comme R et S engendrent GG, cette derniére condition équivaut &

WR=RW et WS =SW

soit en notant W = <

a)o) =0 Ga) = (Ga) (o)

soit encore

S Q
ST
N——

1 -1 a c
0 —1 b d
a+c —a\ _ [(a—-b c—d ¢ (@ a2 a—b c—d
b+d b )"\ a ¢ ) \b b-a)7\ b -d

cela équivaut & a = d et b = ¢ = 0. Compte tenu de

ad —be = det W = det (Q' Q1) = (—-1)* =11

on trouve a? =1 donca==+1. Ainsi W=+l et Q=4+Q. m

Ce lemme prouve qu’il y a une infinité de groupes Gg quand @) décrit ’ensemble des matrices

< Tgl ZLQ ) a coefficients entiers telles que migs — mogr = —1. Pour le voir, il suffit de fixer
1 2
deux entiers q; et g2 premiers entre eux puis de résoudre 1’égalité de Bezout migo — mags = —1. On

trouve (my, ma) = (m1 + uqi, M2 + ugz) ou u décrit Z, d’ott une infinité de matrices @ avec mj > 0
(et donc ne pouvant pas étre opposées ou égales les unes des autres).

sk xx ok x ok kx  Partie IIT % % % * x * %

A annule le polynome X?—1 dont toutes les racines sont simples (en effet, (X? — 1) = pXP~!
ne s’annule que pour X = 0 qui n’est pas racine de X? — 1), donc est diagonalisable. Il existe une
matrice inversible P telle que D = P~'AP = Diag (A1, ..., A\n). De DP = I, on tire )\f =1 et \; sera
une racine p-iéme de l'unité.



I11.1.b | Avec les notations précédentes, h (A) = h (D) puisque D* = I équivaut & P~1A*P =1 i.e.
AR =T, ¢; est Pordre de \; dans C* et l'on sait que

No=1sqlk

En effet, si k = qu, )\f = (A#)" = 1. Réciproquement, si )\f = 1, la division euclidienne de k par g;
permet d’écrire k = ag; +7 on 0 <7 < ¢, et A" A7 =1 entraine ] = 1, soit 7 = 0 par définition de
qi-
On a
DF = Diag (\},..,\i) =1 Vi \N=1
&SViog |k
< k est multiple de ppem (Mg, ..., Ap)

ce qui prouve que h (A) = h (D) = ppem (A1, ..., A\p).

1IL1.c|On a

tr Al = A 4ot Al S H et Dl =00 (5)

Lemme : Soient Ay, ..., A, des complexes tels que
|)\1 + ...+ )\n| = ‘)\1| + ...+ |)\n‘

On suppose A1 A~0. Il existe alors un réel 6 tel que \; = |\ e? pour tout i.

Preuve : Si n = 2, il s’agit du cas d’égalité dans l'inégalité de Minkowski. On peut le montrer
directement en élevant au carré :

A1+ Ao = M|+ || <& QRe)\_l)\g = 2|_)\1| | A2|
<:>Re>\1>\2 = P\l)\g‘
S Ao €R+
<=>X1)\2=7“ €R+

@AQZﬁ)\l@HMGR_F )\Qzu)\l

Au rang n,

~

AL+ An| <A+ N+ ‘S\I‘ o+ N

+ oo Al < M H A
entraine, si les extrémités de ces inégalités sont identiques
A1+ A| = ‘)\1| + ‘)\z‘

et d’apres ce que 1'on vient de voir, A; = p; A1 avec p; € Ry. Cela implique A; = |\ e ou 6 = arg \1,
et pout tout 7. ®

Revenons a notre probléme. Si [tr A| = |\ + ... + \,| = n, (%) entraine
|)\1 + ...+ )\n| = ‘)\1| + ...+ |)\n‘

et le lemme prouve que \; = |\;| € = € pour tout i. Donc D = Diag (A1, ..., \n) = €I, et A =T
est la matrice d’'une homothétie. Elle est réelle, donc A = £1I. Si tr A = n, on aura nécessairement

A=1.



I11.2.a| M,, (C) est un C-espace vectoriel de dimension finie n?, donc tous ses sous-espaces vectoriels
seront de dimension finie.

II1.2.b| T (A) = T (B) équivaut a tr AX; = tr BX; pour tout 4, soit tr ((A — B) X;) = 0 puisque

k
lapplication trace est linéaire. Tout élément X de < G > s’exprime X = > A\ X; ou \; € C, et la
i=1
linéarité de tr permet d’écrire
k
VXe<G> tr((A-B)X)=> A(tr(A-B)X;) =0
i=1

L’application X +— B~1X est une bijection de G dans G, donc
VX e<G> tr((A-B)B'X)=0
ce qui s’écrit tr ((AB_1 — I) X) = 0 comme demandé.

(A) = T (B) entraine tr ((AB~* — 1) X) = 0 en particulier pour X = I, d'ou tr AB~! =
trI = n, et IIL.1.c implique AB~! = I, soit A = B. L’injectivité de T est démontrée. On a vu en
II.1.c que |tr AX;| < n pour tout A € G, de sorte que ImT C [—n, n]k soit un ensemble fini. Comme
T est injective, @ sera aussi un ensemble fini de cardinal < (2n + 1)~

I1.3.a| Soit P (X) = X" +a,—1 X" 1 +...4+ap un polynoéme de Z [X] n’admettant que des racines de
module 1. Si Aq, ..., A, désignent ces racines, les relations entre coefficients d’un polynéme et racines
permettent d’écrire

O — Z )‘11)‘% = (*1)]g Ay —k

1<i1 <...<ix<n
pour tous k € N,,. D’ou |a, x| < CE. Les coefficients de P étant entiers et dans des intervalles

bornés, seront en nombre fini, et les polynémes P seront aussi.

Les racines des polynomes caractéristiques x 4 des matrices A € C, (Z) sont, on 'a vu, des
racines de I'unité. Ces polyndmes sont & coefficients entiers et la question précédente montre qu’il y
en a un nombre fini. Soit P ’ensemble de tous ces polynomes et £ celui de toutes les racines de ces
polyndémes. Le ppcm N, des ordres de toutes ces racines vérifie

Vel MN=1
Si A€ Cy,(Z), A est semblable & une matrice

A1 0
D= ou\ €L
0 An

et donc DM» = . On déduit
VAeC,(z) AN =1

xkxkkkkx % Partie IV s %% % % % % %



Un entier m est premier avec p¥ si, et seulement si, p ne divise pas m. Les entiers m, compris
entre 1 et pF, et qui ne sont pas premiers avec p* sont donc les multiples de p. Il vérifient

1§m:up§pk etdonclﬁuﬁpk_l

k—1

Il v en a p*~1. Par suite, il y aura exactement p* — entiers m inférieurs ou égaux a p* et premiers
y p , LY p —Dp p p

avec pF. Soit ¢ (pk) =pF —pFL

IV.1.b| Les ensembles F; sont disjoints deux & deux puisqu’aucun complexe ne peut avoir deux
ordres multiplicatifs différents. L’énoncé a rappelé le résultat : si A € E; est valeur propre de A,
toutes les racines primitives d-iémes de I'unité sont valeurs propres de A, donc racines du polynome

caractéristique de A, qui est de degré n. On en déduit, en notant Sp A 'ensemble des valeurs propres
de A (le spectre de A) :

U Eq4, C SpA (réunion disjointe)
1<i<m

@ (d;) puisque ¢ (d;) = #Eq,.

s

d’oul n >

=1

q
h(A) = ppem (dy, ..., d) = Hp;?j
7j=1
Si j € Ny, il existe s € Ny, tel que ds admette pfj comme diviseur. On déduit
m
n>Y o) >e(ds) > ¢ <p;?a'> :p;?j 7p§j—1
i=1

e Si n = 2, on cherche p premier et k tels que p¥ — pF=1 < 2.

1 sik=1
N k_ ok—1 _
Sip=2 2"-2 {2 sik=2
. _ 1 impossible car multiple de 2
_ k_ k-1 _
Sip=3, 3 -3 {2 sik=1

1

Sip>3, p*"—p"1estp—1oumultiple de p

Conclusion : h(A) =223% ou a € {0,1,2} et 8 € {0,1}, de sorte que
h(A) €{1,2,3,4,6,12}

11 s’agit de la liste des valeurs possibles de h (A). On a vu, en I, que 12 n’était jamais atteinte. Ici
Ny = 12 convient.
e Si n =3, on résout pF — pF~—1 < 3.
sik=1
sik=2
impossible car multiple de 2
impossible car multiple de 2
sik=1

3 impossible car multiple de 2
Sip>3, pF—p est p — 1 ou multiple de p

Sip=2, 2F-2F1=

N = W N =

Sip=3, 3F-3F1=
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Conclusion : On trouve la méme liste que dans le cas n = 2, soit
h(A) €{1,2,3,4,6,12}

et bien stir N3 = Ny = 12.
e Sin =4, on résout pF — pF~—1 < 4.

( sik=1
. b ookl sik=2
Sip=2, 2°-2""" = impossible car multiple de 2
L sik=3
( impossible
sik=1

— k_ ak—1 _
Sip=3, 3"-3 impossible car multiple de 2

impossible car multiple de 3
impossible car multiple de 4
impossible car multiple de 4
impossible car multiple de 4
4 sik=1

Sip>7, p*—pF1estp—1oumultiple de p

W N B WNRF R WD

Sip=5, 5F—5F1=

Conclusion : h (A) = 22357 ou a € {0, 1,2,3}, B € {0,1}, v € {0,1}. On trouve les diviseurs de 120
h(A) € {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}

et Ny = 120.

fk kxkxkkk  Partie Vo ok ok ok kx % %k %

Toute isométrie f de I (V3) conserve l'ensemble des sommets de V3, donc laisse invariant
l'isobarycentre O de ces sommets (En effet, une application affine conserve les barycentres, donc
f transformera l'isobarycentre O des sommets en f (O) isobarycentre de ces mémes sommets, soit
f(0) =0). Le groupe I'" (V3) est donc formé de rotations d’axes passant par O, et I~ (V3) est formé
de réflexions par rapport a des plans contenant O. La réflexion s par rapport au plan (OAB) laisse
V3 invariant, donc I~ (V3) # ) et 'on peut affirmer que I~ (V3) = sI™ (V3). On vérifie en effet que
I’application
e It (V) — 17 (Va)
r —  sor
est une bijection. Ainsi

#I7 (V) = 1 (V) = TL)

Toute isométrie f de I(V3) transforme la face ABC en 'une des 8 faces SS’S” de 'octaedre.
L’application

®: I(V3) — F = ensemble des faces de V3
[ = face f(A) f(B) f(C)

est surjective et

VSS'S" e Fo#P7! (S5'S") =31 =6.

11



En effet, ® (f) = SS'S” équivaut a {f (A), f (B), f(C)} ={S,5",5"}, et cette égalité se réalise de
3! = 6 facons possibles correspondant aux listes (f (A), f (B), f (C)) dont les éléments sont distincts
et dans {S, 5", 5”}. Pour chaque liste (S, 5’,5") fixée, il existe une et une seule isométrie f telle que

(f(0),f(A),f(B),f(C)) =(0.8,5,8")

(car (O, A, B, C) est un repére affine de l’espace, voir [1], Théoréme 206).

De plus cette isométrie f conserve V3 car les sommets de V3 sont toujours placés aux mémes distances
des sommets de I'une quelconque de ses faces ou de O (symétrie de l'octaédre) et car un point M
de l'espace est parfaitement déterminé par ses distances a chacun des points d’un repére affine (ici,
il s’agira de (0, A, B,C) et de (0O,S,5’,5”) ; pour bien comprendre ce passage, on pourra lire la
Remarque =).

En conclusion, le principe du berger donne
#I(V3) =6 x #F =6 x 8 =148.

Deuxiéme solution : Comme les isométries f de I (V3) laissent toutes O invariant, il existe un
isomorphisme de groupe entre I (V3) et les matrices carrées orthogonales de taille 3 transformant les

- = - = . .
vecteurs de bases ¢, j, k en des vecteurs de ’ensemble {i 1,+75,tk } Ces matrices sont faciles

& dénombrer : elles sont de la forme

£1 0 O
0 0 =1
0 =£1 0

ot les coefficents sont tous des 0 ou des 1, ot 'on ne trouve jamais deux £1 sur une méme ligne
ou une méme colonne, et ot aucune ligne ou colonne n’est nulle. Il y a 3! fagons de choisir les places
des +1, puis une fois ces places choisies, 23 facons de placer les signes +1 ou —1. En tout, il y aura
donc 3! x 23 = 48 matrices possibles, et #1 (V3) = 48.

z

C

Remarque = : Revenons ici sur le passage délicat rencontré a la fin de la premiére solution. Il
s’agissait de comprendre qu'une isométrie f telle que

(f(0),f(A).f(B).f(C))=(0,S5.5")
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conserve nécessairement les sommets de V5. Si X désigne un sommet quelconque de I'octagédre, on
sait (en utilisant les symétries de I'octaédre, et en remarquant que toutes les faces de ’octaédre jouent
le méme role) qu’il existe un sommet Y tel que

OX=0Y, AX=8Y, BX=S5Y, CX=49"Y.
Puisque f conserve les distances,
OX =0f(X), AX=Sf(X), BX=5f(X), CX=8"f(X),
et 'on déduit
OY =0f(X), SYy=5f(X), Sy=5f(X), S"Y=858"f(X).

Puisqu’un point de ’espace est parfaitement repéré par les distances entre lui et chacun des quatre
points du repere affine (O, S,5’,5”) ([1], Théoréme 212), on obtient f (X) =Y, et 'on a prouvé que
I'image f (X) du sommet X était encore égale & un sommet.

On constate que les rotations suivantes laissent V3 globalement invariant :
- La rotation r; d’axe (CC') = Rk et d’angle 7/2,
- La rotation r d’axe R (1,1,1) et d’angle 27/3,
- La rotation r3 d’axe (BB') = Rj et d’angle .

ol les axes sont orientés par les vecteurs directeurs exhibés. Clairement r1 est d’ordre 4, ro est
d’ordre 3 et r3 est d’ordre 2. On vérifie ensuite que ’ensemble

H= {r?rg/a € {0,1,2,3} et 5 € {0, 1,2}}

est de cardinal 4 x 3 = 12. En effet, si r‘f‘rg = ’I“?ITQ, pour certains exposants «, o’ € {0,1,2,3}
et 8,8 € {0,1,2}, alors &% = 1"5/75 avec |a — /| < 3 et |f'— B < 2. Comme les axes des
rotations 7™ et rg "~ sont différents (dés que ces rotations sont distinctes de I'identité), on aura
nécessairement @ — o’ = 0 et 3 — 8 = 0 (voici autre facon de le voir : d’aprés le Théoréme de

Lagrange, 'ordre de Tf‘_o‘l = 1"5/_6 est un diviseur des ordres 4 et 3 respectifs des sous-groupes
engendrés par r1 et r9, c’est donc 1 et r?_a, = rg b =1d ).

On constate enfin que r3 ¢ H en cherchant toutes les images possibles du triangle ABC'. En effet, si
l'on avait r3 = Tf‘rg , on aurait

C' =13 (C) = {7l (C) e ¢ ({A, B,C})  {A, A", B,B,C},

ce qui est absurde. Pour conclure, on note que le sous-groupe T' engendré par ry, 73, T3 contient
I'ensemble H' = H U {rs} de cardinal 13. Comme l'ordre de T est un diviseur de 24, et comme les
diviseurs de 24 sont 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, 'ordre de T sera 24 et T = I (V3).

Remarques : 1) Pour vérifier que r9 conserve V3, le plus simple est d’écrire 'expression analytique
de ro. Cette expression s’obtient facilement puisque A > B % C' +3 A. On obtient :

x! 0 01 T
Yy |=110 0 y |,
2 010 z
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et il est alors trés simple de vérifier que 79 transforme un sommet en un sommet en utilisant les
coordonnées.

2) On constate que 7173 # 371 en calculant
ABC % A'BC" % B'A'CY
ABC +% BA'C 25 BAC,

et cela prouve que le groupe I (V3) n’est pas commutatif.

Notons GL (3,R) le groupe des matrices carrées inversibles d’ordre 3 a coefficients réels.
Notons Ip (R3) le groupe des isométries de R? qui laissent le point O fixe. L’application

L:Io (R*) — GL(3,R)

qui & une isométrie f de Ip (R3) associe la matrice de la partie linéaire de f dans la base (7, ?, ?),
est clairement un monomorphisme de groupes, et G (V3) = L (I (V3)) est un sous-groupe d’ordre 48
de GL (3,R) comme 'image du groupe I (V3) par un morphisme de groupes injectif. Les matrices
de G (V3) sont toutes cycliques (puisque d’ordre fini, un diviseur de 48). Les matrices de G (V3)
sont exhibées dans la deuxiéme solution de la question A.1, et 'on constate qu’elles sont toutes &
coefficients entiers.

V.A.3.b| Notons M; la matrice de r; dans la base cononique. On trouve

-1

0 0 0 0 1
0 1 010

La matrice de la réflexion de base le plan Oxy est
1 00
S=1010
0 0 -1
Puisque G (V3) = L (I (V3)) et puisque r1, 72, 73 et s engendrent I (V3), on déduit que les matrices Mj,
Ma, Ms et S engendrent G (V3).

Remarque : Puisque les matrices M; et S sont a coefficients entiers et engendrent G (V3), toutes
les matrices de G (V3) seront & coefficients entiers, et ’on redémontre ce résultat sans passer, comme
dans la questions précédente, par I’énumération effective des 48 matrices de G (V3).

Ms est d’ordre 3, donc son opposée —M5 sera d’ordre 6. On notera que —Ms est la matrice
d’un antidéplacement qui posséde O comme point invariant mais qui n’est pas une réflexion (elle
n’est pas d’ordre 2). Il s’agit donc de la composée de trois réflexions par rapport a des plans qui
contiennent O.

V.A.3.d| e A priori, ordre d’un élément est un diviseur de I'ordre 48 = 2% x 3 du groupe. Il n’y a
pas d’élément d’ordre 48 car le groupe n’est pas commutatif. Les ordres possibles sont donc :

1;2;2%;2%; 2%, 3,23, 223; 233,
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On a déja trouvé des éléments d’ordre 1, 2, 3, 4, 6 (soulignés ci-dessus).

e S’il existait une rotation r de I (V3) d’ordre 8, 12, 16 ou 24, cette rotation serait d’axe une
droite D et il existerait 8, 12, 16 ou 24 sommets distincts de 'octaédre situés dans un méme plan
perpendiculaire & D. C’est impossible.

Le raisonnement précédent montre en fait qu’il n’existe pas de rotation de I (V3) d’ordre > 4, et 1'on
va utiliser cette information pour déterminer les ordres possibles des antidéplacements de I (V3).

e Un antidéplacement f de I (V3) qui n’est pas d’ordre 2 est la composée rp o s;p d’une rotation
rp d’axe D et d’une réflexion par rapport & un plan II de direction =Dt Le cours montre
que cette écriture canonique de f est commutative ([1], Théoréme 111 et 222), de sorte que f? =
(rpo 31-[)2 = 72 soit une rotation de I (V3). On vient de voir que l'ordre de 7% est nécessairement
< 4, et 'on peut donc affirmer que lordre de f est < 8 (en effet, si w désigne l'ordre de 7%, alors
w<4det f0= (r%)w = Id nous assure que 'ordre de f est < 8).

e Nous allons montrer maintenant qu'’il n’existe aucun antidéplacement f de I (V3) d’ordre 8.
Supposons, par 'absurde, que f = rp o s soit un antidéplacement de I (V3) d’ordre 8. Dans ce cas

Id= 8 = (rDosH)S =18 osh =13,
et 7% est une rotation d’ordre 4 de I (V3). 1l existe donc quatre sommets de 'octaédre situés dans un
méme plan perpendiculaire & D. Ce plan ne peut étre que 'un des trois plans de coordonnées xQOy,
yOz ou zOz. Par suite (et puisque D et IT contiennent O), 'axe D de rp ne peut étre que 'un des
trois axes de coordonnées Ox, Oy ou Oz. Supposons par exemple que D = Oz = (CC’) et II = zOy.
La rotation rp est alors la rotation d’axe D = (CC") et d’angle 27/8 = 7/4. On constate alors que
I'image de A par f = rp o sip n’est pas un sommet du tétraedre, ce qui est absurde.

En conclusion les seuls ordres possibles sont 1;2; 3; 4; 6.

U I1(V5) — SH{A,B,...D'})
Foe < A B D’ )
fA) f(B)  f(D)
est un monomorphisme de groupes de I (V3) sur le groupe des permutations de {A, B, ..., D'}. C’est

clairement un morphisme, et il est injectif car il existe une seule isométrie de R? dont les images des
points O, A, B, C, D formant un repére affine, sont les points donnés O, f (A), f(B), f(C), f (D).

z
C
une face du polytope
B
y
A
D t
X autre direction
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V.B.1.b|Les faces du polytope Vj sont ABC'D (de dimension 3) et les itérés des symétriques de
ABCD par rapport & des hyperplans de coordonnées de R%. On trouve (puisque les plans de coor-
données s’écrivent OBCD = OB'CD ...) :

ABCD

A'BCD ; AB'CD; ABC'D ; ABCD'

A'B'CD ; AABC'D ; ABCD'; AB'C'D ; AB'CD'; ABC'D’

AB'C'D' ; ABC'D" ; AAB'CD’; A'B'C'D

A'B'C'D’.
Il y a donc 16 faces.

Toute isométrie f de I (Vy) transforme la face ABCD en 'une des 16 faces SS’S”S" du polytope.
L’application
®: I(V3) — F = ensemble des faces de V4
[ = face f(A) f(B) f(C) f(D)
est surjective et

VSS'S"S" e Foo#® (S5'878") =4l
En effet, ® (f) = S5'S"S"” équivaut a

{f(A).F(B).f(C),f(D)} ={S. 55", 5"}

et se réalise de 4! = 24 facons possibles correspondant aux listes

(f(A), f(B),f(C), (D))

dont les éléments sont distincts et dans {5,5’,5”,5”}. Pour chaque liste (S,5,5",5") fixée, il
existe une et une seule isométrie f telle que

(f(0), f(A), f(B),f(C),f(D))=(0,5,5,8"5")

(toujours parce que (O, A, B,C, D) est un repére affine de 'espace).

De plus cette isométrie f conserve Vy car les sommets de V4 sont toujours placés aux mémes distances
des sommets de I'une quelconque de ses faces ou de O (symeétrie de I'octaedre) et car un point M de
lespace est parfaitement déterminé par ses distances a chacun des points d’un repére affine (ici, il
s’agira de (O, A, B,C, D) et de (0, S,5",5”,5")). Le principe du berger donne encore

H#1 (V4) = 16 x #F = 16 x 24 = 384.

Deuxiéme solution : Comme les isométries f de I (Vy) laissent toutes O invariant, il y aura
isomorphisme de groupe entre I (V3) et les matrices carrées orthogonales de taille 4 transformant les
vecteurs de base €7, e, €3, €4 en des vecteurs de ’ensemble {:I:e_f, +es, tes, :I:Ef}. Elles sont de la
forme

£ 0 0 O
0 £1 0 O
0 0 0 =1
0 0 £1 O

ol les coefficents sont des 0 ou des £1, ot 'on ne trouve jamais deux +1 sur une méme ligne ou une
méme colonne, et ou aucune ligne ou colonne n’est nulle. Il y a 4! fagons de choisir les places des
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+1, puis une fois ces places choisies, 2% facons de placer les signes +1 ou —1. On dénombre donc
4! x 2% = 384 matrices possibles, soit #1 (V3) = 384.

V.B.2 et 3| Il suffit de définir f sur les vecteurs de base. La permutation

- =
i j
— —
J =k
— —
k— 1
- =
Il — 1

définit une application linéaire d’ordre 4. Pour passer i une @plicatg)n d’ordre 8, l'idée est de
perturber ce cycle en remplacant la premiére ligne ¢ — j par ¢ — — j pour obtenir

1111
.| e~ |
bl

et la matrice correspondante

0 0 0 1
-1 0 0 0
M = 0 1 00
0 010
d’ordre 8.
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THAT’S ALL FOLKS !
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