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Corrigé du devoir N° 8
(Agrégation 1998 - 2éme épreuve de mathématiques)

PARTIE 1

A. Suites presque convergentes et moyennes de Cesaro

P
1. Le nombre de carrés de nombres entiers dans [1,n] est /n, donc ‘—n’ — 0.
n

2. a) La suite (a,) coincide en dehors de I’ensemble négligeable P, avec la suite (1/n) qui converge vers 0.
b) La suite (a,2) extraite de la suite a,, tend vers +o00; elle n’est pas presque convergente.
3. a) Sia, =0 pour tout n on peut prendre u, = 1/nl.

Sinon, b, ne s’annule pas. Posons v, = sup by, et u, = /v, ; alors (u,) est une suite décroissante de limite

k>n
b
nulle. Comme b,, < v,, la suite <—n) tend vers 0 aussi.
Un
Tn| _ by 4
b) On a nb, > E ap = g ug = |Tp|un, donc —— < — et T est négligeable.
n Un

keTy, keT,
¢) Posons a), = inf(ay, uy,). La suite (a),) tend vers 0. La suite (a,) coincide avec (al,) en dehors de I’ensemble
négligeable T', donc a, 2 0.

1
d) Posons a, = (—1)". On a |a,| = 1. On trouve by, = 0 et byy+1 = CReY donc (b,) — 0.
n
B. Sur la fonction I'

On démontre directement la question 2 : la question 1 est le cas particulier 5 = 0.
Pour 0 < u < v < 1, faisant le changement de variable y = —Inr, donc r = e Y et dr = —e Ydy, on trouve

v —Ilnu
/ |Inr|* trPdr = / y@Le ¥+ gy On effectue alors le changement de variable z = (8 + 1)y. 1l
u

—Inv

—(B+1) Inu +00
2 1e™® dz. Comme l'intégrale / 2 et dt converge,
0

vient / |Inr|*trfdr = (B + 1)0‘/

—(B+1)Inv

1
en faisant tendre u vers 0 et v vers 1, on en déduit que l'intégrale / ‘ lnr‘aflrﬁ dr est convergente et que
0

1
l'on a 1'égalité / |Inr[*rPdr = (B +1)"T(a).
0

C. Encadrement d’une fonction définie par une intégrale

+00
1. Puisque |r" cos(nt)| < r" et que 0 < r < 1, la série Zr” cos(nt) est normalement convergente. Elle est donc

n=1
convergente et sa somme P, est une fonction continue sur R. Elle est clairement périodique de période 27.

Comme la convergence est normale, on peut intervertir la somme et 'intégrale. On a donc

2mey(Pr) = /7r e M P, (t)dt = /7r

—T —T

“+oo T
ikt 4 Zrn/ (iRt 4 i-n—R)t)gy.
n=1 -

™
Or, pour £ € Z on a / e "dt = 27 si £ = 0 et 0 sinon; il vient ck(P) = rlkl,
—T
+oo it 1— 7“2

. Te
2. On a P(r,t) =1+ 2R M —14+92R _ = .
a) On a P(r,t) + enz::l(re ) + el—relt TS R w—

t
Or 1+47% —2rcost = (1 —7)% +2r(1 — cost) = (1 —r)? +4rsin2(§).



b)

t 4 t?
Pour |t| < 7 et r € [0,1], on a t* < 4sin? 3 < —2t2 <3 donc
™

1—7)2+rt? t
A=+t s drsin’(5) < (L—7)* + 1%

Deplusl —7r<1—r2=(1-r)1+7r)<2(1—-7).
1—r 6(1—r)

5 <SPt < ——
A—meve SPCS g e

I1 vient
1—r?

(1 —r)2+4rsin?(%)

ainsi définie est continue sur 2. Pour ¢t ¢ 27Z fixé, la fonction r — P(r,t) est continue donc bornée sur

Pour (r,t) € Q = (R4 x R) \ ({1} x 27xZ), posons encore P(r,t) = . La fonction P

1
[0,1]. D’apres 1.B.1, 'intégrale / P(r,t)|In7|*"1 dr est convergente.
0

Si J est un segment conenu dans R\ 27Z, la fonction P étant (positive et) continue sur le compact [0, 1] x J
elle est majorée. Notons M un majorant. On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée
puisque P(r, )| In7|*"! est continue sur |0, 1[x.J et dominée par r — M|Inr|*~t,

La dérivée de ¢ : u +— In(1 — u) + 2u est positive sur [0,1/2] et ¢(0) = 0, donc In(1 — u) > —2u, donc
|In(1—u)| < 2uet |In(1—u)|* ! > (2u)* . Effectuant le changement le variable u = 1 —7r, on a (d’aprés
2.b)

1 -1 i a—1 i L a

ulIn(1 — w)|® /2 u(2u) 1/ r 1/2 r
t) > du > —5———du = 2%" dr > - ———d
Vi) /0 u? + 12 Y2 et e o rZ+t? 2 J, r2+e2?

1 a—ld
On a |In(1 — u)| > u pour u €]0,1[; donc ¥(t) < /0 M
1

1
2 6u*d 2 e
et on obtient 'inégalité / ’ zu—u < 12 / ’ ——5dr. Enfin
o u?+(1—wu)t? 0o T241t2

Z
1 1 1
6u*d
u_du < 6u°‘ 2du < 6u"2 du < 12.
1 w2+ (1 —u)t2 (1 —u)t? 1
2

2

120t o g
7(17‘ = |t|°‘_1/ LUQ On a donc
0 1 +’U1

a1 121 o gy, SR oot [T° u¥du
1t| 5 < | 5 opdr<|t T2
0 1 +u o T +t 0 1 +u

1 Y27 we du OOy du
-1 —1 _ _ l—a 1o
On a donc alt|*™ < () < blt|*™ " avec a = 2/0 T et b= 12/O 52 + 1277 7% d’apres 4.b)

(on remarque que [¢|*71 > 77! puisque |t| < 7 et a < 1).
Puisque P(r,2m —t) = P(r,t), il vient (27 — t) = 1(¢). On peut donc se restreindre a |0, 7]. Or, sur cet
intevalle, (t) < bt*~1 qui est intégrable puisque a — 1 > —1.

.Sur J1,1/2[ on a (1 —u) > 1/2

u? +t2

donc u? + (1 — u)t?

2
Posant r = ult|, on a /
0

On applique le théoreme de Fubini-Tonnelli & la fonction positive et continue (r,t) +— |In7|*"1P(rt)
définie sur [0,1]x]0,27[. On a

2
// |Inr|* "t P(r, t) drdt = Y(t)dt < +oo.
10,1[x]0,27[ 0

D’apres a), la fonction t +— e **i(t) est absolument convergente, donc convergente. D’aprés (b), la
fonction (r,t) — e~ ™*|Inr|* "1 P(r,t) est intégrable sur [0, 1]x]0, 27|, donc on a

1 27 ) 1 1 2w .
— [ ey = / el (o= [ Pt at)dr
0 0 21 Jo

2
1
= / [ =orlkl dr
0

= (k| +1)°T(a).



Partie 11

Sommes partielles de séries de Fourier

s
1. a) Pour k,/eNon a / gpersinktsinft dt = gék,g, donc
0

s N 1 s
Ona/ 6nsmnt’ / dt\ 3 /
> A
a 1 1 - 2
Or/é 7?2:5_; 56'6/6 Zensmnt) dt < /0 ‘nzz:lansmnt‘ dt.

. N . N
sinnt sinnt
c) Pour ¢t € R, comme |sins| < |s|, on a ‘ng_lsnt) < g_ enT‘ < ng_ln < N2 Donc, pour tout

smnt} dt = / Z grcpsin ktsin ft dt = N—
0 1<k <N

N 1
2 =
Z Ep Sin nt’ dt) ? (inégalité de Cauchy-Schwarz).

d €10,7[,on a

N N .
T sinnt sinnt T sinnt 9 Nt
/ nzzfn‘\\/\zfn + /ﬂnzzfnt\““ 2

s
Prenant 6 = 1/N, comme \/g < 2, il vient /
0

Zansnzn ’dt <3N
n=1
N
< H Zenkn

d) Posons k,(t) =2
t
g €n sinn )dt 3N et, puisque [|ry|l1 < [|7n oo < 2, il vient H g enD

N 9 ~ N
5 €nkn = -
n=1 ! TJo n=1

2. Soit h € E. Pour tout n € [[1, N]], il existe &, tel que |S,(h, o) — h(zo)| = en(Sn(h, zo) — h( 0)). Donc

an (h,xp) h(azo)):217T/7r (g —1) (Zen )dt——Zan (x0).

. 1 ' D t
1l vient Ty (h) < 27'['/_7r ||h||oo‘nz::1€n n

1
3. a) Soit F une primitive de f. Alors F est de classe C! ainsi que l'application z +— F (a: + —). Donc
n

sin nt

N
.Ona D, =k, +r,, donc H anD |rn|]1 Or, par parité,

\

< 6[|P oo

1
Iapplication f, : x — n(F <m + —) - F(:c)) est de classe C.
n
b) L’application continue et périodique f est uniformément continue. Donc, pour tout € > 0, il existe N € N

1
tel que pour tous z,t € R satisfaisant |t| < ~§ on ait |f(z+1t) — f(z)] <e. Alors, pour n > N et z € R,

on a |fu(x) — f(z)| = n‘ /On flx+t)— f(x) dt‘ < e. Cela prouve que || fn — flloo — 0.

4. Une fonction g € F de classe C! est, d’apres le théoreme de Dirichlet, limite de sa série de Fourier. En d’autres
termes, la suite (|Sn(g,x0) — g(zo)|) — 0. Donc la moyenne de Cesaro (T (g)) de cette suite tend aussi vers 0.

5. a) Parla question 2., il vient Tn(f — ¢) < 6||f — g|lco- Or on a immédiatement Tn(f) < Tn(f —g) + Tn(9g)-

b) Soient f € E et ¢ > 0. Il existe n € N* tel que ||f — fullo < €/7. La fonction f, € E étant de
classe C1, il existe Ny € N tel que, pour N > Ny, on ait Tn(f,) < &/7. Alors, pour N > N, on a

N
Tn(f) = %Z‘Sk(f — 9,%0) + Sk(g,%0) — (f — 9)(z0) — g(z0)| < TN (fn) +6[f — fallo < €. Donc
Ty(f) ~0.

En d’autres termes, la suite positive (]S, (f, o) — f(x )|) tend vers 0 en moyenne de Cesaro. D’apres LA,
elle est presque convergente vers 0, donc (S, (f,z0)) 2> f(xo).



PARrTIE II1

Sous-suites de la suite des sommes partielles
1. On peut reprendre la fin du II :
% Soit g € R. Pour f € E, posons Tx\(f) = N Z |Sx, (f, o) — f(z0)|- De méme qu’en I1.2, on démontre

n=1
que, si la condition (**) est satisfaite, on a Ty x(f) < (¢ + 1) f]loo-
Or Sy, (fn;x0) — fn(xo) (c’est une suite extraite d’une suite convergente), donc Ty x(fn) — 0.
On a Tna(f) STNA(f — fn) + Tna(fn) et comme ci-dessus on en déduit que Ty \(f) — 0.
Enfin, (|Sy, (f,20) — f(x0)|) tend vers 0 en moyenne de Cesaro, donc, d’apres LA, (S, (f,z0)) 2> f (o).

* %

*
N 2
2. a) Cette intégrale est bien sir convergente, puisque ) Z enetl < N? et que lintégrale de 1 converge. On
n=1
2
aly=5- ) 535k/ A () dt = Neo() + Y gjgRen,—x; (1)
T IGRaN 1<j£k<N
Pour k # j, on a [A\x — Aj| = Ajx—j| (condition (ii)) donc ey, —x, = I'(a)(|Ax — Aj| +1)7* < T'(a ))\“Caﬂ

Pour n € [[1,N]] il y a 2(N — n) couples (4, k) tels que |k — j| = n. Donc on a

In < T(a)(N+2) (N-

n=1
N
< +2) A
n=1
N
< 3F(a)NZ AL puisque A\; = 1;
n=1
< 3T(a)ANZAY condition (iii).

b) Pour ¢t € R, posons F(t Z £n cOS Apt et G(t Z ensin \,t. Les fonctions F, G et 1 sont périodiques

n=1 n=1

2T
de période 27, les fonctions F et 1) sont paires et G est impaire, donc / F(t)G(t)y(t)dt = 0 (en effet
0

/ " F()G(t)y(t)dt = ’ FGt)p(t)dt = — / ' F()G(t)y(t)dt). T vient
g 0

—T

1 2w

— t)dt.
21 )

2
Iy = En COS Apt| (L )dt—i—f

Z &n Sin )\nt

2¢(t)dt)1/2(/;7%>1/2 < M([mﬁl)m
EN:E sin A, t

<90 Z An < SN

Moo )\t X
ona/ Zgnm e<(f 3 cus
é —

ou a est la constante définie en I1.C.4.c). Donc /

< B§~%/2\/Ty ol B est une constante

4
sin A t
strictement positive. De plus / ‘ Z -
0 "n=1

sin At

™ N
2
3. Prenant § = /\1_\71 dans 2.c), il vient / dt < N donc H ZanD,\n . < <—C + 2)N d’apres la
0 n=1

relation (*).



