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Introduction et notations

Ce texte d'analyse fonctionnelle a pour objet I'étude de quelques propriétés des séries trigonométriques; il
se conclut par une application a la résolution d’'un probléme RedPILET par une approche variationnelle,

(partielll ).
Dans tout ce qui suit on note :
— %([0,7],R) le R-espace vectoriel des applications continues du segment fansR ;
— E le R-espace vectoriel des applicatiohsde [0, 7] dansR, continues, de classé' par morceaux et
vérifiant f (0) = f (7)) =0;
Pour f appartenant & on convient de désigner pdf la fonction définie sur [0z] par
— sienxde [0 ] f estdérivable, alor$’(x) est le nombre dérivé dé en ce point;
— sienx de [0] f n'est pas dérivable, alo'(x) = 0;

o0
— (% le R-espace vectoriel des suites]n>1de nombres réels telles que la séEeaﬁ converge;
n=1

On rappelle que, st = (an)n>1 €tf = (Bn)n>1 SONt deux éléments d&é2 la série de terme général
o

(anPn)n>1 est absolument convergente. De plus l'applicatianf) —< a,f >= Y anfn est un
n=1

produit scalaire sud% ew% est complet pour la norme associée a ce produit scalaire ;
— pour tout entien > 1, pare, I'élément deE défini pare,(x) = sinnx.

Partie | : Questions préliminaires. Exemples

A. Un lemme de CANTOR

Soient @n)n>1 et (On)n>1 deux suites de nombres réels. Pour todeR et pour tout entien > 1 on pose
fa(X) = a, cosnx+bp sinnx, et on suppose que pour toutéel la suite ,(x)) converge vers 0. On se propose

de montrer que les suitea,] et (bn) ont pour limite 0 ent-oo.

1. Montrer que a, —_ 0. En déduire que, pour toutdeR, b, sinnx — 0.

n—oo

2. Dans cette question, on propose deux méthodes pour montrer que ldguégéur limite 0 ent-co

(a) Raisonnement par I'absurde
On suppose que la suitby) ne converge pas vers 0.
i. Montrer qu’il existe un réel strictement positifet une sous suitdy, ) de la suite ) tels que
ny > 0 et que I'on ait, pour tout entids; |by, | > & etngg > 3ng.

ii. Construire pour tout entide un intervalle by, by] de la formeay = %+ pwr, by = 3 + T,

. 1 . , _
avecpx € Z, tel que siJk = n_[ak’ bx] I'on ait, pour tout entiek, Jx.1 C Jk. Vérifier que
k

. 1
| sinngx| > > pour toutx de Jk.

iii. Etablir que lintersection(") Jx n'est pas vide, et conclure & une contradiction.
k>1



(b) Intervention du calcul intégral

21
. Calculer/ (bn sinnx)2d x.
0

ii. Conclure dans le cas ou la suita,) est bornée.
iii. Dans le cas général, on pose = inf(1, |by|). Vérifier que, pour toux deR, by, sinnx — 0.

nN—oo

Conclure.

B. L'espaceH

1. (a) Soienix = (an)n>1 un élément dd% et x un élément de [Or]. Montrer que la série de terme
generalﬂen(x) converge absolument (on pourra utiliser 'inégadté < é(a2 + b?) pour deux
nombres réela eth).

o
(b) On pose) (a)(x) = Y. %en(x). Montrer que I'on définit ainsi une applicaticmdeﬁé

n=1

dans% ([0, 7], R).
(c) Etablir qued est linéaire et injective.
Dans toute la suite on notekh I'image ded, et|| - ||y la norme définie suH, pourf = 6 («), par

o0
Iflly =,/ arz,. Vérifier queH est complet pour cette norme.
n=1

2. Etablir linclusionE C H. (On pourra montrer que tout elémeite E est la restriction a [Or] d’'une
unique fonctionf 27-périodique et impaire, de clas§* par morceaux, et développéren série de

FOURIER).
3. Montrer que I'application qui a un couplé () d'éléments deéE associe le nombre

(t9 =2 [ rwgma

est un produit scalaire silit. Vérifier que la norme associée a ce produit scalaire coincide avec la restric-
tionaEdel - |y.
Montrer queE est dense danid pour la topologie associée a la northe|| 4

4. Pourf dansH, on pose|f |, = sup |f(X)].

xe[0,7]

(a) Prouver I'existence d’'une constakteelle que I'on ait I'inégalité, valable pour todtde H :

(b) Pour tout éIérQera de 10 [, on désigne paln, I'élément deE défini en toutx par
si x<a
. En appliquant I'inégalité de &UCHY-SCHWARZ au produit sca-

ha(X) = ¢ 7 2 x .
SI X>a

T —a
laire (f |ha), pour f dansE, montrer que la plus petite valeur Heelle que I'on ait ¢) estz/v/8.
5. On se propose de démontrer qué& st une application de clas$¥ deR dansR telle queF (0) = 0,
et sif estun élément del, alorsF o f appartient &H.
Soientf un élément deH et (f,) une suite d’éléments dE convergeant vers au sens de la norme
Il - ln-On poseagy = F o fp.



(a) Vérifier que la suite||(f, || .,) est bornée.

On noteA un réel vérifiant| f,|| ., < A pour toutn, puisM; = sup |F'(t)| etM = sup |F"(t)|.
[tI<A tI<A

(b) Etablir que, pour toup, qdansN, on a l'inégalité :
JU

Igp — dally < (@lelfplm + Ml) 1o = Tally

(c) Conclure.

(d) En déduire queH est une algébra,e. que le produitf g de deux élément$ etg de H est un
élément deH . (On pourra utiliser la relationfg = (f + g)% — (f — g)?).

Partie Il : Pseudo-dérivée seconde au sens dec8WARZ

Si f est une application continue de R dans R, on dit fjuEmet au poink une dérivée seconde au sens de

SCHWARZ si, et seulement si, _lim Fx+h) + f(x—h) —2f(x)

existe ; dans ce cas la limite est notée
h—0, h£0 h?2
£ (x).

1. Montrer que sif est deux fois dérivable s, f () (x) existe en touk deR, et en donner la valeur.
2. Soit f une application d&k dansR possédant en towt de R une pseudo-dérivée seconde au sens de
ScHwWARZ nulle.
(a) Soienta etb des réels tels que < b, € un réel strictement positif. On pose

f(b)— f(a
709 =100~ 1@ - "0 B x g e(x—a)b-
Vérifier que la fonctionp est continue et que(a) = ¢(b) = 0. Calculer(p(”).
Montrer quep ne peut avoir de maximum strictement positif say k).

(b) En déduire qud est dfine.

3. Soient én)n>1 et (bn)n>1 deux suites de réels tels que la série de fonctions de terme général
(an cosnx+ by sinnx)n>1 converge simplement s& vers une fonctiorf continue suR. On pose alors

& ancosnx+ b, sinnx

" (X) T nzz:l n?

(a) Justifier I'existence dE surR et prouver sa continuité.

(b) Pourx dansR eth > 0 on pose

F(x+h)+ F(x—h) — 2F(x)
h2 '

u@ =1, u(x = %sinz ()—2() Six£0 et A(x,h) =

Vérifier la relation o
A(x,h) = ) (ancosnx+ by sinnx)u(nh).

n=1

n
(c) Sil'on poseSy(x) = 0etSy(x) = ) ax coskx+ by sinkx pourn > 1, justifier 'égalité
k=1

A, h) = f(x) = i[sn(x) — £09] [u(nh) —u((n + h)].

3



(n+1)h
(d) i. Enremarquant que((n + 1)h) — u(nh) = / u’(x) d x, déduire de ce qui précéde que,
nh
pour tout réek, F()(x) existe et vauff (x).

X
ii. Montrer que I'application qui au rée associe/ (x —t) f (t) dt est de class&? et calculer
0

sa dérivée seconde.
ii. Prouver finalement I'existence de réeist S tels que pour tout réed I'on ait

F(X) =ax+/a’+/x(x—t)f(t)dt.
0

(e) En utilisant ce qui précéde, établir que les suitg$ €t (b,) sont les cofficients de BURIER de
f,i.e.que pour tout :

T

JT
an=1/ f(x) cosnxdx et bn=1/ f (x) sinnxdx.
T J_5 T

—J
Partie Il : Application a un probléme variationnel

On désigne paEg le sous-espace vectoriel @edes applications de [0, 7] dansR, de class&* et vérifiant
v(0) =v(r) =0.
On considére une application continfiele [0, 7] dansR telle que, pour touk de [0 7],

f(X) = ) bysinnx
n=1

ou (bn)n>1 est une suite de nombres réels.

1. Montrer que, pour tout deR, la série de terme genérdiy(sinnx)n>1 est convergente, et que sa somme
coincide avec l'unique applicatiohdeR dansR, impaire, 2r-périodique et prolongearit.
Justifier que, pour tout entier> 1 :

bnzg/ f (x) sinnxdx.
T Jo

2. Le probleme variationnel
On désigne pad : Eg — R la fonctionnelle définie par :

Y e Eg, J(V) = %/On[(v’(x))2 + (v(x))?]dx — /Oﬂ f (X)v(x) dx,

et on s'intéresse au probléme de minimisation suivant :
(P) Trouveru € Eg tel que, pour tout € Eg, J(u) < J(V).

Etablir, pour tout deR et tousu, vde Eg, l'identité suivante :
J((1—-t)u+tv) + t(lT_t) /Oﬂ[(v’(x) — U ()% + (vV(X) —u(x))?]dx = (1 —t)I(u) +tI(V)).

3. Unicité de la solution du probléme (P)
Déduire de la question précédente que;sttu, sont solutions deR), alors :

/O "I 00 = B0 + () — ()T dx = 0

et, par suitey; = up.



4. Caractérisation des solutions de (P)

(a) Montrer que pour tous, vde Egp, I'on a, pour tout réef :

JU+tv) =J(u) +t /oﬂ (U (X)V' (X) + u(x)v(x) — f (X)v(x)) dx + ; /oﬂ (V'2(x) + v2(x)) d x.
(b) En déduire que, powr dansEy, u est solution deR) si, et seulement siu vérifie :

(P YV € Eo, /On W' (X)V(X) + u(x)v(x)) dx = /On f (X)v(x) d x.

5. Existence d’une solution de (P)

(a) Soitu une solution de ). Déduire de la question précédente que nécessairement, pour tout entier

n>1:
2 [T _ bn
— u(x) sinnxdx = ——-
T /0 ) n2+1
~ X by . .
(b) Pour toutx deR, on posei(x) = > > sinnx. En écrivant
n—1 N+ 1
u(x) = § B sinnx %O: T sinnx
a2 = n2(n? + 1)

montrer quel est de class&? surR, 2z-périodique et vérifie :

{ 0 +0=f
0(0) = i(r) =0

(c) En déduire que la restrictiom de U a [0, 7] est de class&? sur [0,] et est solution, sur cet
intervalle, du probléme de IRICHLET :

—u"+u=f
(D) {M@:u@):O

(d) Montrer queu est solution deR’), et donc de P).




