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Corrigé du devoir N° 2
(Agrégation 2007 - 2eéme épreuve de mathématiques)

I. La fonction racine cubique

A. Dérivées au sens généralisé.

1. L’application ¢~ ! est continue et strictement croissante comme réciproque d’une application continue
strictement croissante. Soit a € J. Posons b = g~ '(a). Notons h : I\ {a} — R* D’application définie
—g(b

par h(y) = g(y)g() (puisque g est strictement croissante, on a h(y) € R pour tout y € I distinct

1 —1 1
de b). Notons ¢ : R} — R’ l'application t . Pour x € J distinct de a, on a g (@) -9 (a) =

. T —a
-1
. g_1 est continue en a;
e h(y) admet la limite ¢'(b) quand y — b;
e ¢ est continue et que 'on a lim ¢(t) =0 et lim p(t) = +oo
t——+o0 t—0

T P " . . 1 ' . g_l(x)_g_l(a)
on trouve, a I'aide du théoreme de composition des limites, lim hog™ (z) = ¢'(b), puis =
T—a r—a

1
@ohog l(x) tend vers D) si ¢'(b) € RY, vers 0 si ¢g'(b) = +o00 et vers +o0 si ¢g'(b) = 0.
g
2. (a) Soit ¢ € I. On suppose que g dérivable au sens généralisé en ¢ et admet un maximum local en c.
Pour tout = € I, on a g(z) — g(¢) > 0. Donc, pour x < ¢, on a M > 0 et pour x > ¢, on a
x—c
9@) =99 <4 ona-:
N () ~ 90
/ o . g\xr)—g\c / .
© g(o)=_ lim =——"=, doncg'(c) € Ry U{+oo};
/ o . g(x) B g(c) / _
e g'(c) = m—>1c1,Hglc>c e donc ¢'(¢) € R_ U {—o0}.
Il vient ¢'(c) = 0.
g9(b) —g(a)

(b) Posons u = et, pour x € I, h(z) = g(x) — ux. Alors h est dérivable au sens généralisé, on

b—a
a h'(x) = ¢'(x) — u (avec la convention 0o —u = +00) et I'on a h(a) = h(b). Nous devons démontrer
qu’il existe ¢ € [a, b] tel que h'(c) = 0.

La fonction continue h est bornée sur le segment [a, b] et atteint ses bornes. Posons m = inf{h(z); = €
[a,b]} et M = sup{h(z); = € [a,b]}. Si m = M, alors h est constante sur [a,b], et on trouve h'(c) =0
pour tout ¢ € [a,b]. Sinon, m et M ne peuvent étre tous deux égaux & h(a) ; quitte a changer g en —g,
on peut supposer que M # h(a). Comme le «sup) est atteint, il existe ¢ € [a,b] tel que h(c) = M ;
comme h(b) = h(a) < M, il vient ¢ € ]a, b[. Alors h atteint son maximum en ¢, donc h'(c) = 0 d’apres

(a).
g(z) — g(a)

3. (a) D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € J, tel que ¢'(¢) = —~“—2>—=. Donc

r—a
W € {J'(y); y € J.} et en particulier inf{¢'(y), y € J.} < W

Jz}. Ces extremums sont pris dans R U {#o00}

< sup{g'(y), y €

(b) Par hypothese, lorsque x tend vers a, inf{¢'(y), vy € J.} et sup{¢'(y), v € J.} tendent vers ¢ (dans
R). D’aprés (a) et en utilisant le théoréme des «encadrements), on trouve lim 9@) = gla) _ l.
z—a T —a
Autrement dit g est dérivable au sens généralisé en a et ¢'(a) = /.
Remarquons que, si £ = +oo (resp. £ = —o0), alors pour tout x € I\ {a}, on a sup{g'(y), y € J.} =

+o0 (resp. inf{g'(y), y € Jo} = —00).



B. La fonction racine cubique

1. (a)

(b)

Posons g(z) = 3. La fonction g est strictement croissante et dérivable de R sur R. D’aprés 1.(a),
sa fonction réciproque f est dérivable au sens généralisé. En particulier, comme ¢'(0) = 0, on a

F'(0) = +oc.

1 1
Pour s € R*, on a f'(s) =

1 /

S done P9 <10 = o < o 116> 1700
Or |f(s)| = f(|s]) et |f(t)] = f(|t]). Comme f est strictement croissante, on a f'(s) < f'(t) <
FUsDE = f(1t) == ls| = [t].

Soit a € RY. La fonction g :  — f(x +a) — f(x — a) est dérivable en tout point = distinct de *a,
et 'on a ¢'(z) = f'(x +a) — f'(x — a), de sorte que ¢’ admet la limite +0c0 en —a et —co en a. Pour
r <0,ona|r+al <|z—aldonc f'(z+a) > f'(z—a); donc g est (strictement) croissante sur les
intervalles |—oo, —a[ et | — a, 0] et, puisqu’elle est continue, elle est croissante sur R_ ; pour =z > 0,
on a |z +al > |v —a| donc f'(z +a) < f'(x —a); donc g est (strictement) décroissante sur R . La
fonction g atteint donc son maximum en 0.

Comme f est impaire, on peut, quitte a échanger les roles de x et y, supposer que y < . Si x =y il

, 1 . -y T +y
n’y a rien a démontrer ; sinon, posons a = 5 et z = 5 de sorte que x =z +a ety =2z —a;

puisque f est croissante, on a alors |f(z + a) — f(z — a)| = f(z +a) — f(z — a) et d’apres (c)
f(z+a) — f(z — ) < f(a) — f(~a). On trouve donc |f(x) — f(y)| < 2f(a).
Soit € > 0; comme f est continue en 0, il existe a tel que pour tout z € R tel que |z] < « on ait

|f(2)] < e. D’apres (d), on trouve que si |z —y| < 2a, |f(z) — f(y)| < 2e. Donc f est uniformément
continue sur R.

»Mw

1 2
Pour tout z,y € R?, on a Z:c2+xy+y2 = <y+g) > 0, donc 2% + zy + 2
Soient xg, z € R tels que xg # 0 et x # xp. Posons y = f(z) et yo = f(xp). On a

f@)=fl@o) _ y—wo _ 1 ,
T — g Y-y vty +y?
- 4
D’apres (a), on a on a g + yoy +y° > 293 > 0, done 0 < W < 52 Or f'(zo) = 3y3’
donc 0 < f(@) = Jzo) < 4f'(wo).

r — X0

C. Construction d’une suite dense.

1. (a)

La fonction g est dérivable sur R et ¢/(t) = cost — tsint. Puisque f est dérivable sur R*, la fonction
go f est dérivable sur R* et pour t # 0, on a (go f)'(t) = f'(t)g'(f(t)). Or }ir% f'(t) = +o0 et, comme
ﬁ

g’ est continue, 7yr% g (f#) =4 (f(0)) =1, donc %in%(g o f)(t) = +oo. D’apres A.3.(b), cela implique
— —

que g o f est dérivable au sens généralisé en 0 et (go f)'(0) = +oo0.

Remarquons que pour z # 0, f'(z) = de sorte que (g o f)'(x) = h(f(z)), ot 'on a posé

3f( )?

/ .
9352) = C;Zt st Comme xll)rfoo f(z) = +ooet tii?oo h(t) = 0, il vient xli)TOo(gof)’(:v) =
Pour k € N, on a g(kr) = (—=1)*k7 et g((k + )mr) = (=1 (k4 1)7. Si z € R satisfait kr > |z|,
alors = est dans l'intervalle d’extrémités g(km) et g((k+ 1)m). Puisque g est continue, par le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe un nombre y(k, z) € [k, (k + 1)7] tel que g(y(k,x)) = 2. Comme
g((k+ 1)) # 7, on a y(k,) € [k, (k + 1)

Notons ny la partie entiere de y(k,z)>. On a an, —x = (go f)(n1)) — (g9 o f)(y(k,x)®) de sorte
qu’il existe zx € [nk,y(k,a;) ] tel que ap, — 2 = (ng — (k z)*)(g o f)'(zx). Lorsque k — oo, puisque
y(k,x) > ket z, > y(k,z)® — 1, il vient zj, — oo, donc (go f)(zx) — 0. Or |ng — y(k, z)3| < 1, donc

lim a,, —z=0.
k—o0

h(t) =



. Soit = € R. D’apres la question 2., il existe une suite strictement croissante (nj) de nombres entiers telle
que lim a,, = z. En particulier = est adhérent & {a,; n € N}. Cela étant vrai pour tout x, I'adhérence

(o9}
de {an; n € N} est R, autrement dit {a,; n € N} est dense dans R.

. Rappelons que pour o € R, & > 1 la série de terme général n~* converge.
Puisque 0 < A\, < n~ 2 la série de terme général ()\,) converge.
On a |a,| < n'/3, donc | f(an)| < n'/?; il vient |\, f(an)| < n™* avec a@ = 2 — 1/9. On en déduit que la
série de terme général (A, f(a,)) est absolument convergente donc convergente.

II. Construction de la fonction F

. Construction.

(a) Remarquons d’abord que la série de terme général A, f(—an,) = —A,f(a,) converge par hypothese.
Soit M € Ry. Pour |z| < M, on a |f(x — a,) — f(—an)| < 2|f(z/2)] d’apres la question B.1.(d).
Donc [ A (f(x — an) — f(—an))| < 223 M/3),. 11 s’ensuit que la série de fonctions de terme général
An(f(x —an) — f(—ay)) converge normalement sur Uintervalle [—M, M]. Il en résulte que, pour tout
M la série de fonctions de terme général  — A, f(x — ay,) converge uniformément sur [—M, M]. Si K
est un compact de R, il est borné donc contenu dans un intervalle de la forme [—M, M]. Il en résulte
que la série de fonctions de terme général x — A, f(x — a,) converge uniformément sur les compacts
de R.

(b) Puisque F' est somme de fonctions strictement croissantes (vu que les A, sont strictement positifs),
elle est strictement croissante. Sa restriction a chaque compact de R est continue comme somme d’une

série uniformément convergente de fonctions continues. Donc F' est continue.
+oo
(c) Posons G(z) = g Anf(z — an). Remarquons que G est strictement croissante. Pour = > ag, on a

G(z) > G(ap), (ilonc F(z) — F(ag) = Aof(x — ap) + G(z) — G(ag) > Xof(x — ag); pour x < ap, on
trouve de méme F(x) — F(ag) = Ao f(x — ap) + G(x) — G(ap) < Ao f(x — ao).

(d) On a liril f(x—ap) =400 et lim f(x—ay) = —o0. Comme pour z > ag on a F(z) > F(ag) +
T—>+00 T——00
Mo f(xz —ap), on en déduit que lim F(x) = 400. De méme hm F(z) = -0
T——+00 —o0

(e) L’application F' est strictement croissante donc injective ; comme elle est continue, son image est un
intervalle ; par (d) elle n’est ni majorée ni minorée donc son image est R. En d’autres termes elle est
surjective, donc bijective.

Dérivabilite.
. Pour z,zo € R tels que = # g, on a F(x) Zx\k (x —ag) — f(zo — ag)), donc
F(z) - Z)‘ (x —ag) f(xo—ak)‘
T — I T —To

Or, comme f est croissante, cette série est a termes positifs, donc sa somme majore ses sommes partielles.
Autrement dit, pour n € N on a

Z 3 S = @) = flan - @) _ F) - Fla),

~
T — X0 T — X9

. Comme f'(0) = 400, on a lim
T—ran Tr — anp

)\n \Z)‘ (x —ay) f(mo—ak)gF(x)—F(l’o)_
T — ap xr — X0 T — Zo

Donc lim M

s . s 2 . s /
= +o00. Donc F' est dérivable au sens généralisé en a,, et F'(a,) = +00.
T—>an T — T



n
4. (a) Soit n € N. La fonction g : x Z A f(x—ay) est dérivable en x( et sa dérivée vaut Z e f (zo — ag).

k=0 k=0
11 existe alors £ > 0 tel que, pour tout x € R, si 0 < |z — z¢| < ¢, alors ‘M — g’(:co)‘ <1let
T—
~ fle—a) - 0
- —
en particulier 1 A A —a
P + k§_0 k pr— E kf'(xo — ay)

(b) Soit M € Ry. Comme la série de terme général (pos1t1f) (M f'(z0 — ay)) est divergente, il existe n tel
n

que Z)\kf’(ac —ay) = M + 1. Par (a), il existe € > 0 tel que pour tout x € R, si 0 < |z — z¢| < ¢,
k=0

ona1+Z)\

n
f(zo — a)

g Mief'(x — ay) ; dans ce cas, on a
Tr — X

=0
F(z) —ag) — f(zo — ag) - /
_ )\ > —1 Mef'(xg —ap) = M.
r — X Z r — X +kz—0 kf(O k>
F(x)—-F
Cela montre que lim M = +o00, autrement dit que F' est dérivable au sens généralisé en
T—XTQ T — X

xg et F'(zg) = +o0.
5. (a) Pour tout n € N et tout € R tel que x # g, on a d’apres 1.B.2.(b)

flx — ax) — f(xo — ar) = g
Z Ak <4 Y NS0 — ap),

r — X
k=n+1 k=n+1

soit
n

Fle) = Pla) gy T —a) =S —a) |y S5 5 v g,

r — X T — X
0 k=0 0 k=n+1

(b) Soit € > 0. Comme la série de terme général \,f (r¢o — a,) est convergente, il existe n € N tel

o] +0o0
Z Mef'(xg — ag) < €/4. Posons 3 = Z Mif'(xo — ag) et notons g l'application x
k=n+1 k=n+1

Z A, f(x —ag). Lapplication g est dérivable en z et q (x0) Z Akf xo —ayg). Il existe donc o > 0
k=0 k=0

g(@) —g(wo) _ g'(zo)

tel que pour x € R satisfaisant 0 < |x — 29| < « on ait ’g < ¢/4. Alors d’apres
r — X

les questions 2. et 5.(a) on a

g(x) — g(wo) < F(x) — F(xo) < g(x) — g(wo)

T — X T — X9 T — X
+00
Posons £ = Z)\kf’(azo—ak) =¢'(zp) + 8. On a
k=0
T — T
et
‘W+4B<g'($o)+e/4+4ﬁzé+e/4+3ﬁ<€+5.
— 40
Ilvient€—€/2<M§€+€.
T — X

6. La fonction F' est dérivable au sens généralisé en tout point de R. D’apres la question I.A.1. la fonction
réciproque F~! de F est dérivable au sens généralisé en tout point de R. Comme f’ prend des valeurs
dans R*. U {400}, il vient du calcul de F’ ci-dessus que F’ ne s’annule pas. Donc (F ') est partout fini.
En d’autres termes F ! est dérivable en tout point de R.



ITI. Parties denses de R

A. Intersections d’ouverts denses.

1. (a)

Démontrons l'existence de u, et v, par récurrence sur n. Comme Vj est ouvert et dense et I est
ouvert et non vide, Vo N I est ouvert et non vide, donc contient un segment [ug, vp] non réduit & un
point.

Supposons u, et v, construits. Comme V11 est ouvert et dense et |uy,,v,[ est ouvert et non vide,
Vo1 N Jun, vy | est ouvert et non vide, donc contient un segment [y, 41, Vp4+1] non réduit & un point.

La suite u,, est croissante et la suite v, est décroissante. Comme u, < v, < vg la suite u,, est majorée
donc convergente. Soit u sa limite. De méme la suite v,, est décroissante et minorée donc convergente.
Soit v sa limite. Comme pour tout n on a u, < v,, il vient © < v. Comme u,, est croissante et v,
décroissante, on a u, < u < v < v,. Donc pour tout n, on a u € [uy,,v,]. En particulier u € [ug, vg]
donc u € I et u € [up,v,] C V,. Donc u € I'N B # (.

2. Comme I’ensemble B rencontre tout ouvert non vide de R, il est dense dans R.

3. L’ensemble V;, = V,, N (R \ {x,}) est ouvert et dense donc B’ = ﬂ V' est dense dans R. Or B’ =

neN

B\ {zn, n €N}

B. Parties contenant des « gros compacts)

1. (a)

Comme by, € I, les ouverts I, recouvrent C. Comme C' est compact, un nombre fini de I recouvrent
n

C, donc il existe un nombre n € N tel que C C U 1.

k=0
n

Pour k € N, notons hy : x — max(0, ap — |x — bg|) et posons h = Z hi. La fonction h est continue
k=0

n
et positive et ’ensemble des points en lesquels elle n’est pas nulle est U I. En particulier, elle ne

k=0
s’annule pas sur C. Posons m = inf{h(x); x € C'}. Comme C' est compact, cet «inf) de la fonction h

h(z)

est atteint, donc m > 0. Posons alors g(x) = min(1, ). La fonction g est continue et

e pour tout z € C, on a h(x) = m, donc g(z) = 1;

e pour tout z ¢ U Ii, on a h(z) =0, donc g(xz) =0 .

k=0
n

Notons yj la fonction qui vaut 1 sur I et 0 ailleurs et ¢ = Z Xk- La fonction ¢ est en escalier;

k=0
n

pour x & U I on a g(x) = p(x) =0; pour x € Iy; on a g(z) < 1= xr(x) < ¢(x). Donc g < ¢. Or
k=0

b 400
/ Xk (t)dt < / Xk (t)dt = 2ay. On trouve

—0o0

n

b b n b
/ g(t)dt </ o(t)dt = Z/ xe(t)dt <) 2ap < e.
a a k=0 k

=0

Soient a, b € R tels que a < b. Par hypothese, il existe un compact C C AN|a, b] et € > 0 tels que pour

b
toute fonction continue ¢ : [a,b] — [0, 1] satisfaisant g(x) = 1 pour tout x € C on ait / g(t)dt > e.
a
D’apres 1., C' n’est pas dénombrable, donc A N [a, b] non plus.

Soit D une partie dénombrable de A. Soit U un ouvert non vide de R; il contient un segment [a, b]
avec a < b. Comme [a,b] N A n’est pas dénombrable, l'intersection [a,b] N A n’est pas contenue dans
D, donc (A\ D) NU # (. Cela démontre que 'ensemble A \ D est encore dense dans R.



IV. Les points de pente infinie

A. Densité des points de pente infinie.

1.

(a) Pour tout z € R et tout n € N, on a 0 < A\pgr(x — ap) < A,T. Comme la série de terme général A\, T’
est convergente, la série de fonctions de terme général x — A\, g7(z—a,) est normalement convergente.
En particulier la série de terme général \,gr(x — a,) converge. Comme de plus la fonction gr est
continue la fonction Gr : x +— Z Angr (T — ay) est somme d’une série normalement convergente de

neN

fonctions continues : elle est continue.

(b) On a vu que, pour tout z € R, on a F'(z) = Z A f'(x — ay,), au sens que si un des termes de la

neN

série vaut +00 ou si cette série a termes positifs diverge, on écrit Z Mnf'(x — ap) = +oo.

neN
Pourz e R,n € Net T € R’ ,onagr(z—ay) < f(x—ay). Donc Z Angr(T—ay,) < Z Mf (x—ay),
neN neN

soit Gr(x) < F'(z). Comme cela a lieu pour tout T, on trouve sup{Gr(z); T € Ry} < F'(z).

n
Soit M € R tel que M < F'(x). Alors M ne majore pas les sommes partielles Z Aef'(z — ay), donc
k=0

n
il existe n € N tel que Z)\kf'(w —ag) > M. Si x est égal & un des a; avec 0 < k < n, alors, pour

k=0
M+

T ,on a Aggr(z —ax) = M + 1, donc Gp(x) > M ; sinon, pour T = max{f'(x — ax); 0 <
n n

k < n}, on a ZgT(az —ap) = Z)\kf'(x — ag) > M. Dans tous les cas, on a trouvé T" € R, tel
k=0 k=0

que Gr(z) > M, donc sup{Gr(z); T € Ry} > M. Cela étant vrai pour tout M < F'(x), on a

sup{Gr(z); T € Ry} > F'(z).

.(a) S'il existe T' € Ry tel que Gr(z) > M, alors F'(z) > Gr(z) > M, donc z € Uy;. Si x € Uy, alors

F'(z) > M, et comme F'(x) = sup{Gr(z); T € R}, M ne majore pas {Gr(z); T € R,}, donc il
existe T € Ry tel que Gr(z) > M.
(b) Pour tout T' € R4, la fonction G est continue, donc ’ensemble {z € R; Gr(z) > M} est ouvert; la

réunion Uy; = U {z € R; Gr(x) > M} est donc ouverte. Or pour tout n € N, on a F'(a,) = +o0.
TeR L
Donc D C Uy et Ups est dense.

3. Pour tout M € N, I'ensemble Uj; est ouvert et dense. L’intersection B = ﬂ Uy est dense dans R,

MeN
et comme D est dénombrable B\ D est encore dense dans R (d’apres IIILA). Or B = {z € R; VM €

N, F'(z) > M} = {z € R; F'(z) = +o0}.

B. Densité de l’ensemble des points de pente finie.

1.

Soient a,b € R tels que a < b. Soit M € R} . Posons C' = {z € [a,b]; x & Upr}. Soit g : [a,b] — [0,1]
une fonction continue telle que g(t) = 1 pour tout = € C. Pour tout z € [a,b], on a g(z) = 1 ou
€T

F'(z) > M, donc Mg(z) + F'(z) > M. Posons alors ®(x) = M/ g(t)dt + F(x). La fonction ® est
a
continue sur [a, b] dérivable au sens généralisé en tout point de Ja, b et ®'(z) = Mg(z) + F'(z); il vient

®(b) — P(a) = M(b—a) (d’apres 1.A.2.(b)) soit /b Mg(t)dt + F(b) — F(a) > M(b— a).

. Posons A = {a € R; F'(a) # +00}. Soient a,b € R et ¢ € RY tels que € > 0 et a+ e < b. Soit M € R’

tel que M(b—a —¢) > F(b) — F(a). Posons C = {x € [a,b]; = & Uy} C AN Ja,b]. D’apres la question

précédente, pour toute fonction continue g : [a,b] — [0,1] satisfaisant g(x) = 1 pour tout x € C on a
F(b) — F

/ g(t)dt 2 b—a— ()]\4@ > e. D’apres II1.B, pour toute partie dénombrable N C R, ’ensemble

a

A\ N est dense dans R.



