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Préliminaires

1. Dans ce cas, la somme des nombres t;(1 — z;) est nulle et comme ces nombres sont tous positifs ou nuls,

ils sont tous nuls. Comme t; # 0, il vient z; = 1.
n

n
, .
2. Ecrivons Z = Ztizi et posons u; = Re EZ 11 vient Ztiui =1, et d’apres 1., tous les u; sont égaux a 1,
i=1 . i=1
comme |z;| < 1, il vient EZ =1, donc z; = Z.

Partie I

1. Ona P, <1>

= <1> donc 1 est valeur propre de P, ,,.
— Si (z,y) = (-1,
-1

1 9
—1), P, = 1, donc 'espace propre associé a la valeur propre 1 est R2.
-1

— Si(z,y) # (—1,-1), Py # 12, donc I'espace propre associé a la valeur propre 1 n’est pas de dimension
1
2:c’est R ( )
1
. . x+y
On sait que la somme des valeurs propres est la trace de P, ,. Donc la deuxieme valeur propre est -
— Lorsque = +y = —2, cette deuxieme valeur propre est 1, donc P, , admet comme unique valeur propre

1 et est diagonalisable si et seulement si P, , = 19, (c’est-a-dire si (z,y) = (-1, —1)).
— Lorsque x + y # —2, cette deuxiéme valeur propre est distincte de 1. Un calcul direct montre que ’'on
l+z\ z+y (142 , ., 1+2 )
a Py (_1 B y> = 5 (_1 B y)’ donc l'espace propre associé est R <_1 B y) La matrice P, ,
est alors diagonalisable.
T+

2. (a) Posons u = — Y Remarquons que |u| < 1. Nous avons vu dans la question 1 que P, est alors

diagonalisable et que ces valeurs propres sont 1 et u. Autrement dit, il existe une matrice inversible U

telle que P, = Ut (é 2) U.

1 0

(b) Ona P, = Ut ( > U.Or u"™ — 0; le produit des matrices étant continu, la suite (P}, ) converge

1(1 0 . . . (1 0
vers L =U 00 U, qui est une matrice semblable a 00/ Elle est de rang 1.

1 1 o 1 1 14+ I+x
n _ N _ n _.n
(c) Ona P;, (1> = (1), donc, par passage a la limite, L <1) = (1> et Py (_1 B y) =u (_1 _ y)’

1 1 1
donc, par passage a la limite, L (_ 1+_3:y> = <8> Ces deux égalités caractérisent L puisque <1> , <_1+_xy>
1
est une base de R?, et donc L = ———— Ity I+a .
24+z+y\l+y 1+z

4. Le polynome caractéristique est X? — (a + d)X + ad — be et son discriminant est (a 4 d)* — 4ad + 4bc.
5. Donc Ay = (a — d)? + 4bc > 0.

6. Le polynéme caractéristique a donc deux racines réelles distinctes. On a A\ + Ay = a +d > 0, donc

A1 > —Xg. Comme par hypothese A1 > Ao, il vient Ay > |Ag].
n
7. 11 existe une matrice inversible U telle que A = U~} <)61 /S) U, donc A" = U! <>(\)1 )?n> U et
2 2
AT 0
nyr—1 __ 1
UATU™ = (0 AL
et seulement si \; = 1; dans ce cas, le rang de la limite est 1.

). La suite A™ converge si et seulement si A\; < 1. Cette limite est non nulle si

Le plus simple pour calculer cette limite est de diagonaliser A...



AL+ A=A

1
8. Posons A = 5 <)\1 ALt A

sont A1 et Ag.

A
> =MFP,yavecr =y = —)\—2. D’apres la question 1, ses valeurs propres
1

Partie I1.A

1. (a) Comme 1,, et B sont permutables, on peut appliquer la formule du binéme. Il vient, puisque Bl =0

/-1
pour j = ¢, C¥ = Z (?),@k_ij.

j=0
. , o k . : . ek
(b) Pour tout j < ¢, Papplication k — ( . | est polynomiale et puisque |5| < 1, la suite (8% . |) tend vers
J J
0. On en déduit que C* — 0.

2.(a) i. Pourk </, onaker(A—al,)* C ker(A—al,)’. La suite des dimensions de ces espaces est croissante,
majorée par n donc convergente. Comme ces dimensions sont des entiers, elle est constante a partir
d'un rang k. Pour £ > k, on a alors ker(A — a1,)* C ker(A — al,)’ et dimker(A — al,)* =
dimker(A — a1,)* donc ker(A — al,)* = ker(A — a1,)%. On en déduit que F,, = ker(A — al,)".
C’est un espace vectoriel (c’est le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre ).

Si x € F,, alors (A — al,)* Az = A(A — al1,)*z = 0, donc Az € F,.
ii. Posons B, = A, — alf,. L’endomorphisme B, est nilpotent, puisque Bg est nul sur F,, = ker(A —
al,)¥. D’aprés la question IT1.A.1, la suite A tend vers 0.

(b) D’apres le lemme des noyaux, on sait que C" = @ F,. Si p(A) < 1, pour tout x € C", écrivant
a€eSpec A

T = Zxa, on AFx = Z A’;xa, donc A*x converge vers 0. En prenant pour x les vecteurs de la base

canonique de C", on en déduit que les vecteurs colonnes de A* tendent vers 0, c’est & dire que A* tend
vers 0.

(¢) Soit a une valeur propre de A et z un vecteur propre associé; on trouve AFz = oFz. Si AF — 0,1l
vient oz — 0, donc of — 0 (puisque z # 0), donc |a| < 1.

Partie I1.B
1. Le spectre de A/~ est {\/~; A € Spec A} donc p(A/vy) = p(A)/v. On a donc 'équivalence
(A/NF =0 <= p(A/7) <1 <= 7> p(A) < 7 €]p(A),+o0].
2. On a A"y = y + ka (par récurrence sur k). Or, pour une norme quelconque || || sur C”, on a |y + kz|| >

k||z| — ||y||, donc ||y + kx| — 4oco. La suite A¥y n’est donc pas bornée.

3. (a) Pour tout v > 1, on a (A/7)¥ =~y7¥AF 0, donc v > p(A). 1l vient p(A) < 1. Or comme A* ne tend
pas vers 0, p(A) > 1; donc p(A) = 1.

(b) Soit z un vecteur propre associé & a. Puisque Afz = o
donc a = 1.

1z converge (et z # 0), la suite o converge,

(¢) Démontrons par récurrence sur k > 2 que ker(A — 1,,)* C ker(4 — 1,,).
— Soit y € ker(A — 1,)? et © = Ay — y. On trouve Az = x et comme la suite (A*y) est bornée, il
résulte de la question 2 que z = 0, donc y € ker(4 — 1,,).
— Soit k > 2 et supposons que I’on sache que ker(A — 1,,)* C ker(A — 1,,). Soit y € ker(A — 1,,)
Alors (A—1,)" 1y € ker(A—1,)% C ker(A—1,,), donc (A —1,)Fy = 0. Il vient y € ker(A—1,)* C
ker(A —1,).

k+1

Partie I11

Pour z € C", posons ||z||ec = sup{|zi|, 7 € [n]}.

1. Ona (Aw); =1 <= Zam’ =1, donc Aw =w <= Vi€ [n], Zai,j =1 < AecS,.
j=1 j=1



n

2. Si pour tout (i,j) € [n]? on a a;; € Ry et b;; € R, alors pour tout (4,;) on a Zai,kbk,j € R} soit

k=1

AB € P,. Si de plus Aw = w et Bw = w, il vient ABw = w, donc AB € S,.

3.(a)
(b)

4. (a)

n
Siv € B, on a, pour tout i € [n], |(Av);| = ‘Zaijvj’ Zaw\vﬂ Zaw =1, donc Av € B.
=1

Puisque Aw = w, on a 1 € Spec A, donc p(A) > 1. Smt a € SpecA, et £ un vecteur propre associé.
Posons v = ||z||}z. On a v € B et ||Av||o = |a|; comme Av € B, il vient |a| < 1. On en déduit que
p(4) < 1.

Soit i € [n] tel que |v;| = ||v]|eo- On a av; = Za”vj,donca—Za” etl—‘Za” ‘Comme

7j=1
vj
par hypothese |—| < 1, d’apres les préliminaires, on trouve que tous les — sont égaux, donc égaux a
i Vi
U; . N
— =1, donc v est proportionnel & w, et a = 1.
Vi

Comme A*B c B, la suite A*v est bornée, donc p = 0 d’apres ILB.2.

D’aprés la question (a), ker(A — 1,,) = Cw. Soit v € ker(A — 1,)%; quitte & multiplier v par ||v[ 2, on
peut supposer que v € B; alors Av — v € ker(A — 1,), donc est proportionnel a w. D’apres la question
(b), il vient Av —v = 0, donc v € ker(A —1,,). Le méme raisonnement que II1.B.3.c) démontre alors que
Fy = ker(A —1,,) = Cw. L’ordre de la racine 1 du polynéme caractéristique de A est la dimension de
F1, donc 1 est racine simple de ce polynome.

Posons F' = @ F,,. D’apres le lemme des noyaux, C" = @ Fy,=F @&F.Soit U! la
a€Spec A;a#1 aESpec A
matrice de passage de la base canonique vers la base de C" formée de w et d’une base C de F'. Comme

Aw = w et F est stable par A, on a UAU ! <1 0

0 B> ou B est la matrice de I'application x — Ax

dans la base C.

Comme B est la matrice de z — Az (dans la base C de F = @ F,), le spectre de B est
a€ESpec A;a#l

Spec A\ {1}. Par 3.b) et 4.a), il vient p(B) < 1.

1 0

0 On—l

U. Comme L est semblable & 10 ,
0 On—l

Comme B* — 0, 1a suite A* converge vers L = U~! <

son rang est 1.
L’ensemble S, est fermé dans M,,(C) et Ak e s, d’apres la question 2. Donc L € §;,. On a Lw = w et

comme le rang de L est 1, tous ses vecteurs-colonnes sont proportionnels a w. Il existe donc uy, ..., u, €
R, tels que
Uy Uy ... Uy
Uy U2 ... Up
L =
uir U2 ... Up

Comme Lw = w, on a Zul =1.
n

Or LA =lim A**' = L. Donc pour tout j, on a uj = Zuiai,j = Zuiminj a;; = min; a;j > 0.

‘ i=1
Notons w'’ le vecteur de coordonnées (ug, ..., u,). On a ‘AL =L, et en regardant la premiére colonne,
il vient w' € ker(*A — 1,,).
L’application de transposition est linéaire donc continue, donc la suite (tAk) converge vers ‘L. Si
r € ker(*A —1,), alors tAR e = 2 et converge vers 'Lx. Or le rang de 'L, comme celui de L est 1, donc
x € Cuw'.

Si‘AeS,,alors w € ker(*A—1,), donc w et w’ sont proportionnels : tous les u; sont égaux, et comme
) 1 ... 1

leur somme vaut 1, u; = —, donc L = —
n

o
1 ... 1



. L )
5. (a) PosonsB:E 1 1 .Pourk:EN,lamatriceAk:k+1A+k+1BestdansP,foﬂSnet

lim Ak = A.

(b) Par la question 4., pour tout k& € N, il existe un unique vecteur propre associé a la valeur propre 1 de
b A}, dont toutes les coordonnées sont strictement positives de somme 1. Notons-le wj},. Comme toutes
les coordonnées de wj, sont dans [0, 1], la suite (w},) est bornée dans R’.. On peut en extraire une suite
(w;(k)) keN convergente vers un vecteur w’ € R’ . Par passage a la limite, la somme des coordonnées de

w' est 1, donc w’ # 0. Alors tAw(k)wfp(k) = wfp(k) converge vers w’ mais aussi vers ' Aw’, donc tAw’ = w'.
(c) On peut prendre A = 1,,.

(d) Prenons A = <(1) é) qui admet la valeur propre —1.

Partie IV.A

n n
1. Pour tout i, on a (Az); = Zai,jajj > (ij>minj a;; > 0.
=1 =1
2. Dans ce cas a € RY et A/a € P;° NS, done p(A/a) =1 (IIL3.b). Il vient p(A) = a.

n n
3. (a) Pour tout i, on a Zai,jacj < Z b j;.
=1 =

(b) On écrit A* = (a Z(IE)) et BF = (b(k)) On applique une récurrence sur k. C’est vrai par hypotheése pour

k = 1. Si c’est vrai pour k, alors a k+1 Z aM agj < Z bZ y bgﬂ kH).

(c) Soit v € RY . Sicv > p(B), alors (B/a) — 0; or pour tout 4, j, et tout k > 1,ona0 < a™* (I;) < ofkb( )
donc (A/a)® = 0; il vient a > p(A). Cela prouve que p(A) < p(B).

n

4. Pour tout ¢ € [n], on a a < Zai,k’? donc, avec le b; ; donné dans I’énoncé, on a b; ; < a; j, soit B < A. De

plus, pour tout ¢ € [n], on a Zbifj = «. Il vient o = p(B) < p(A).

j=1

Baij / " _

- , on trouve A < B, donc p(A) < p(B') = .
Zk:1 a5 k
6. (a) On a S_l = diag(xfl, R ) et (S_IAS)Z'J‘ = :E;laid'l‘j.

5. Posant b;j =

Az); =
(b) Pour tout i € [n], on a Z S7TAS); ;= _ Az) , donc v < Z(S*IAS)Z',]- < 0. D’apres les questions 4
i i=1
et 5 il vient v < p(S™ 1AS) < 6. Comme les matrices A et S™'AS sont semblables, elles ont mémes
valeurs propres donc p(A) = p(S™1AS).
(Aa)i . (Aa);
~—— =min —=

Azx);
. Appliquant 6.b & v = (Az)

(c) Soit i € [n] tel que
X Z; X

on trouve (Ax); = yx; < p(A)x;.

7. Si Ax — p(A)x # 0, les coordonnées de A(Ax — p(A)x) sont strictement positives par IV.A.1, et il existe
e >0 tel que A(Ax — p(A)z) > cAx. Posant y = Az, on a Ay > (p(A) + €)y en contradiction avec 6.c).

n n
8. (a) Pour tout ¢ € [n], on a (Azx); = Zam\vﬂ > ’ Zai,jz}j‘ = |\v;| = p(A)z; (on a noté \ la valeur propre
j=1 j=1
associée a v). D’apres la question 7, il vient Az = p(A)z.

(b) Les coordonnées de p(A)x = Ax sont strictement positives d’apres IV.A.1.

) On a Z S™YAS);; = ;7 (Azx); = p(A). Donc S71AS € P70NS,. 1l existe donc une matrice

p(A)
! 0/> V, ot p(B') <1,donc A=U""! <p(A) g) U avec

| _
p(A)S 1AS:V1(O B 0
U=VS et B=p(A)B';onap(B)=p(A)pB) < plA).

inversible V telle que

4



w

4.

Partie IV.B

. On a vu qu’il existe un vecteur propre z de A pour la valeur propre p(A) a coordonnées strictement

-1
positives. Le vecteur y = (Z xz) x convient. D’apres la question IV.A.8.c), 'espace propre associé a la
i=1
valeur propre p(A) est de dimension 1, d’olt I'unicité de 3. Appliquant ce qui précede a ‘A, et remarquant
que p(*A) = p(A) on en déduit l'existence et unicité de z & coordonnées strictement positives de somme 1
tel que "Az = p(A)z

00
qui est de rang 1 et de trace 1. Comme Ly = lim A¥y = y les vecteurs-colonne de L sont proportionnels &
y et de méme les vecteurs-colonne de 'L sont proportionnels & z. Il vient L = a(y;zj); comme la trace de

L vaut 1, il vient L = (%)
Zk:l Ykzk

. [[Ici, il y a une coquille dans ’énoncé...]] D’apres la question IV.A.8.c), A* converge vers L = U~} <1 O> U

. Posons B = p(A)_lA. D’aprés 2, B¥ converge vers la matrice L = (¢;5) de cette question. Pour k assez

(k) o, LA
2

0. .
grand, comme £; ; > 0, on a bl(-];) > %, donc a;; = % qui tend vers +o0.

Partie V

3
. Ona Tr(A) = a1, +ass +azs > 0. On a Tr(4%) = Zai,j%i = Zaii + Zam%i > ai ) + a5, + a3
i\j i=1

1#]
2im/3

Posant j =e ,ona:

322+ P+ (e +y+2)? = (-9 +y—272+(z—2)? (1)
= 2z+jy+5%) @+ 5%y +i2) (2)
Donc 3 Tr(A?) — Tr(A4)* > 3(@%71 + a%z + a%yg) — (a11 +az2 + as3)? > 0 d’aprés la formule (1).
On a (en trigonalisant A) Tr(A) = a1 + a2 + a3 et Tr(A4?) = o] + a3 + 3.
(a) D’apres la formule (2) ci-dessus, on a
3Tr(A%) —Tr(A)? = 2(1+ jos + j2a3)(1+ jPaz + jos)
= 2(14 2Re(jaz))(1+ 2Re (j2a2))
= 2(1—2rcos(t —m/3))(1 —2rcos(t+m/3)).
(b) Remarquons que (1+2Re (jaz))+(1+2Re (j2az)) = 24+2Re ((j+52)a2) = 2(1 —Re (az)) > 0. Comme
leur produit et leur somme sont strictement positifs, on a 1—2r cos(t—n/3) > 0 et 1—2r cos(t+m/3) > 0.

1 1
Enfin comme Tr(4) > 0 et 3Tr(A?) — Tr(A)? > 0, il vient rcost > st recos(t — /3) < 5 et

1
reos(t+7m/3) < 7 Cela veut dire que as est & I'intérieur du triangle de sommets 1, 7, 2.

010
La matrice proposée est circulante, i.e. de la forme A = als +bP+cP*, ot P= |0 0 1 |. Les valeurs
100

propres de P étant 1,7,7%, celles de A sont a +b+c,a+ jb+ j2cet a+ j%b+ je. Ici, a4+ b+c =1,
a+jb+jlc=rett et a+ 20+ je=re .

. L’énsemble S est I’ensemble des triplets (a1, a2, a3) € R} x C? tels que

lag| < a1; |as| < ar; a1 +as+az € RY; 3(af+ a3+ a3) — (1 +az + a3)? € RY.

En effet, on a vu que ces propriétés sont satisfaites pour les valeurs propres de A si A € P3 O, Inversement,
si (a1, g, ag) satisfont ces propriétés, on trouve as + ag € R et a% + Oz% € R, donc 2apai3 = (g + Oz3)2 —
(a3 + a3) € R; donc

— ou bien ay et ag sont réels donc il existe B € P57 de valeurs propres (1, az/ay, as/a1) (admis);

— ou bien az et az sont conjugués et il existe B € P35 de valeurs propres (1, /a1, a3/a1) (V.4).

Dans les deux cas, A = a1 B convient.



