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Agrégation interne 1993, premiére épreuve d’admissibilité
Sommes de n carrés dans un corps et dans certains anneaux
Corrigé rédigé par C.Gille (gille@math.univ-paris-diderot.fr)

Pour tout anneau A et tout entier n > 1, S,,(A) désigne I'ensemble des sommes de n carrés d’éléments de A.
Remarque préliminaire : on a Sy, (A) C Sp+1(4).

PARTIE I. OU L’ON TRAITE QUELQUES EXEMPLES.

I.1. Soit B un sous-anneau de R. Soit u et v deux éléments de So(B). Ils s’écrivent u = 22 + y? et v = 22 + 1% on
x, Yy, z et t appartiennent & B. On a :

wo = (22 +y?) (22 +82) = [z +iyP|z +it]? = [z +iy)(z +it)|> = |(wz — ty) +i(yz + tz)|? = (zz — ty)? + (yz + tz)2.
Comme B est un sous-anneau de R, on a bien que zz — ty € B et yz + tx € B donc uv € So(B).

On en déduit que S3(B) est multiplicatif.

I.2. Soit A un anneau commutatif. Pour tout (z,y,z,t) € A* on a :
(vz —ty)? + (yz +tx)? = 2222 — 2ayzt + 1222 + 4222 + 2oyzt + 1222 = 2222 + 1222 + 222 + 1222 = (22 +9?) (2% +12),
ce qui permet de montrer comme dans la question précédente que S3(A4) est multiplicatif.

I.3. Les carrés de Z sont les éléments de S1(Z) = {0,1,4,9,16,---} (ol on a écrit les éléments en ordre croissant).
Les éléments de S3(Z) sont exactement les sommes de trois éléments de S;(Z) (non nécessairement distincts).
Comme 4 + 4 4+ 4 = 12, une decomposition de 15 en somme de trois carrés doit comporter au moins un terme
égal 4 9. Or 15 — 9 = 6 et il est clair que 6 n’est pas une somme de deux carrés. Ainsi 15 ¢ S5(Z). Par ailleurs,
3=14+1+4+1et5=0+1+4 appartiennent & S3(Z) donc S3(Z) n’est pas multiplicative.

I.5. Commencons par une remarque : pour tout entier impair n, on a n? =1 [8]. On peut le montrer en utilisant
que S1(E) = {0,1,4} ou alors directement : si n = 1+ 2k avec k € Z alors n? = 1 +4k(k+ 1), or k(k+ 1) est pair,
d’oti le résultat.

Soit maintenant a, b, c et d des entiers vérifiant a® +b* +c? +d? = 0 [8]. Si a était impair, alors on aurait a® = 1 [§]
et alors b% + ¢? 4+ d? = 7 [8] ce qui est impossible car 7 ¢ S3(E). Donc a est pair et de méme b, c et d sont pairs.

I.6. Remarquons que pour tout n € Z, on a: (n € S3(Z) = 7 € S5(F)), ou 7 est la classe de n dans F = Z/8Z.
Soit maintenant n € Z tel que n = —1 [8]. Onan = —1=7, or d’aprés 1.4., 7 ¢ S3(E), donc n ¢ S3(Z).
Montrons par I'absurde que n n’appartient pas non plus & S3(Q). Supposons que n est somme de carrés de trois
rationnels : il existe des entiers p1, q1, p2, ¢2, p3 €t g3 tels que n = (1;—:)2 + (2—5)2 + (5—2)2 et on peut supposer que
les fractions sont réduites (c’est-a-dire que p; A ¢; = 1 pour i = 1,2, 3).

Posons m = ppem(q1, g2, q3). On peut écrire m = g;a; pour ¢ = 1,2,3 ol a1, as et ag sont des entiers premiers
entre eux. On a alors nm? = (p1a;)? + (p2a2)? + (p3az)? dans Z, puis m? + (pra1)? + (p2a2)? + (pzaz)? =0 [8].
On en déduit (d’aprés 1.5.) que m, pray, paas et psaz sont pairs. Pour tout ¢ € {1,2,3}, ¢;a; et p;a; sont pairs,
mais p; et ¢; ne peuvent étre simultanément pairs (car p; A ¢; = 1) donc a; est pair. C’est impossible car les a; sont
premiers entre eux. On a donc montré que n ¢ S3(Q).

Remarque : on a S3(Z) C S3(Q) (car Z est un sous-anneau de Q) donc la premiére partie de cette question peut

étre vue comme une conséquence de la deuxiéme.

I.7. On a 15 = —1 [8] donc 15 ¢ S5(Q) d’aprés la question précédente. Or on a déja vu en 1.3. que 3 et 5
appartiennent a S3(Z), donc a fortiori ils appartiennent & S3(Q). On en déduit que S3(Q) n’est pas multiplicative.

I.8. 1l est clair que tout polyndéme f appartenant a Sy(R[X]) est & valeurs positives ou nulles (c’est-a-dire qu’il
vérifie : Vo € R, f(z) > 0). Montrons la réciproque. Soit f € R[X] & valeurs positives ou nulles.

e Premier cas : f est un polyndome constant. Dans ce cas, f est de la forme f = k avec k € R et nécessairement
k> 0. On a donc f = (VE)? + 02 € So(R[X]).

e Deuzxieme cas : [ est unitaire de degré 2. Nécessairement son discriminant est négatif ou nul, et son coefficient
dominant est 1. f est donc de la forme f = X2 +bX + c avec b?> — 4c < 0. On a donc :

f= (X+g>2+ ( cli>2 € S2(R[X])

e (Cas général. On suppose f non constant et on le décompose en produit de facteurs irréductibles. Ainsi, f est
le produit d’une constante k, de facteurs de la forme (X — a)® o a € R et € N*, et de facteurs de la forme
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(X2 4+bX +¢c)f ot b,c € R, b> —4c < 0 et B € N*. D’aprés ce qui précéde, les facteurs irréductibles de degré 2
sont éléments de Sz(R[X]). De plus, k est le coefficient dominant de f donc lim,_, f(z) = signe(k)oo et comme
f est supposée a valeurs positives, on a k > 0. Ainsi k peut étre vu comme un élément de S;(R[X]). Reste a
traiter les facteurs de degré 1. Si un des coefficients « est impair, alors f change de signe au voisinage de a, ce qui
contredit ’hypothése de positivité de f, donc tous les « sont pairs. Ainsi le facteur correspondant a la racine a
est de la forme (X —a)® = (X —a)?? = ((X —a)?)? et c’est donc un élément de S3(R[X]). Finalement f est un
produit d’éléments de S3(R[X]), or Sz(R[X]) est multiplicative (d’aprés I1.1.), donc f € S2(R[X]), ce qui achéve la
démonstration.

1.9. Soit n > 3.

e On sait déja que S2(R[X]) C S, (R[X]). Montrons l'inclusion réciproque. Soit P € S, (R[X]). Alors P est a valeurs

positives ou nulles et donc d’aprés la question précédente, P € So(R[X]). On conclut que S, (R[X]) = S2(R[X]).

e On a aussi S2(R(X)) C S, (R(X)). Montrons l'inclusion réciproque. Soit F' € S,(R(X)). Alors F' se décompose
2

sous la forme F =" | <%) ou P,...,P, e R[X] et Q1,...,Q, € R[X]\ {0}.

On aalors ([, Q) F =", (R— [T, Qj)2 dans R[X], ce qui montre que ([['_, Q:)° F € Sn(R[X]).

Par ailleurs on a montré que S, (R[X]) = S2(R[X]) donc il existe deux polynomes R et S dans R[X] tels que
(T, Q:)° F = R? + $2. Finalement :

Fo (H_RQ)+ (r[_SQ) € Sy(RIX])

On conclut qu’on a I’égalité S, (R(X)) = S2(R(X)).

PARTIE II. OU L’ON ETUDIE LES PRODUITS DE SOMMES DE n CARRES DANS UN CORPS.

Ici, k est un corps commutatif de caractéristique nulle. Si M est une matrice, A(M) désigne la somme des carrés des
éléments de sa premiére ligne. Une matrice A € M, (k) est dite semi-orthogonale si l'on a : 'tAA = A'A = A(A),.

I1.1. Soit A = (a;;) € M, (k) et a € k tels que A'A = al,, (E).

IT.1.a On considére le terme en premiére ligne et premiére colonne dans ’égalité entre matrices (E) et on obtient :
a =31 a1 =Y, af; = A(A).

I1.1.b Supposons a # 0. Alors A est inversible d’inverse A~! = a=1*A. On alors ‘AA = aA™'A = al,,.
Finalement on a bien A'A ='AA = al,, = A(A)I, ce qui prouve que A est semi-orthogonale.

Remarque : dés lors qu'on a ‘AA = A'A = al,, cela prouve que A(A) = a et aussi que A est semi-orthogonale (en
revenant a la définition pour le cas a = 0).

I1.2. Soit A et B deux matrices semi-orthogonales dans M., (k) et e € k.

e On a (eA)f(ed) = e2A'A = 2A(A)I, et de méme YeA)(eA) = e2A(A)I, d'ou eA est semi-orthogonale et
Aed) = e2A(A).

e On a (*A)(*A) ='AA = A(A)I,, et de méme (*A)(*A) = A(A)I, donc A est semi-orthogonale et A(*A) = A(A).
e On a (AB){AB) = AB'B'A = A(B)A'A = A(A)A(B)I,, et de méme {AB)(AB) = A(A)A(B)I,, donc AB est
semi-orthogonale et A(AB) = A(A)A(B).

I1.3. On pose Q5 = ( (1) (1) ) et pour n > 3, Q, = ( %2 I 0 > Remarquons que €2, est symétrique.
n—2
2
On a 20y = Q2 = I, et il s’ensuit que pour n > 3, Q,Q,, = Q2 = < %2 120 ) =1,.
n—2

On en déduit que ©,, est semi-orthogonale (et A(Q,) = 1).

I1.4. Soit n > 2 et A semi-orthogonale dans M, (k).

I1.4.a La matrice obtenue a partir de A en échangeant les deux premiéres lignes est €2, A, qui est semi-orthogonale
comme produit de deux matrices semi-orthogonales (d’aprés 11.2.).

I1.4.b On considte pour toute paire {7, j} d’éléments de {1,...,n} la matrice de transposition P;; obtenue & partir
de I, en échangeant la i-éme ligne et la j-éme ligne. Rappelons que lorsqu’on multiplie une matrice & gauche
par P;;, on échange sa i-éme ligne et sa j-éme ligne. De plus P;; ‘P;; = P = I,, donc P;; est semi-orthogonale.
On sait que le groupe symétrique S,, est engendré par les transpositions. Par suite, toute matrice obtenue en
permutant les lignes de A est de la forme PA ot P est produit de matrices de transposition F;; et comme les
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P;; sont semi-orthogonales il s’ensuit que PA l'est aussi. Le raisonnement est le méme pour une permutation des
colonnes (qui revient & multiplier A & droite par des matrices de transposition P;;).

On peut donc conclure qu'une permutation quelconque des lignes ou des colonnes d’une matrice n’affecte pas la
propriété de semi-orthogonalité.

I1.5. Soit L = (I1,...,l,) € M1 (k) telle que A(L) = 0.

I1.5.a. Remarquons que ‘LL est une matrice symétrique de M, (k) et que L'L = (A(L)) = (0).

On a (*LL){'LL) =t LL!LL =' L(L'L)L = 0 -'LL = 0,, (matrice nulle de M., (k)) d’oit L L est semi-orthogonale.
De plus, sa i-iéme ligne est ;L = (I;l1, ..., L1,).

I1.5.b. Si L = (0,...,0), alors c’est la premiére ligne de la matrice nulle de M, (k), qui est semi-orthogonale.
Sinon, soit ¢ € {1,...,n} tel que I; # 0. Alors [; est inversible et la i-iéme ligne de li_“LL est L. De plus
cette matrice est encore semi-orthogonale d’aprés I1.2. Quitte & permuter ses lignes, ce qui n’affecte pas sa semi-
orthogonalité, on obtient une matrice dont la premiére ligne est L.

I1.6. Soit A et B deux matrices semi-orthogonales dans M., (k) telles que A(A) # 0 et A(A) + A(B) # 0.
Soit C'= —(A(A))~HABA. D’apres 11.2, C est semi-orthogonale et A(C) = (A(A))2A(A)A(B)A(A) = A(B).
(A B s [ AYA+ B'B Y(C'A+'A'B)
OnposeM(C tA).Onaalors.MM(CtA+tAtB clo4taa )
Par ailleurs C'C' = A(C)I,, = A(B)I,, et C'A = —(A(A))"1A'BA'A = —'A'B,
o - g — (A4 +AB), On _
dont : M'M = 0, (A(4) + AB)L, )= (A(A) + A(B))Izp.
Comme A(A)+A(B) # 0, on en déduit d’apres II.1.b. que M est semi-orthogonale (et que A(M) = A(A)+A(B)).

I1.7. Soit x4, ..., z, des éléments de k. On va montrer que dans certains cas il existe une matrice semi-orthogonale
dans M, (k) dont la premiére ligne est (z1,...,x,).

I1.7.a. Cas ou k =R.

Si Y, x? = 0, alors tous les z; sont nuls et la matrice nulle convient. Si maintenant Dy x? # 0, on pose
v1 = (21,...,2,) et on compléte v; en une base orthogonale (v1,...,v,) de R™ (pour la structure euclidienne
standard) ol on normalise chaque v; de telle sorte que [v;]|> = 3_1 | #2. Soit alors A la matrice de M,,(R) ot la
i-éme ligne est v; (pour i = 1,...,n). On a A'A =" 2?1, donc A est semi-orthogonale (d’aprés I1.1.b.) et sa
premiére ligne est v = (21,...,2p).

I1.7.b. Cas ou k est quelconque et n est une puissance de 2.

Soit pour tout entier naturel p la propriété suivante, notée (Hp):

“Pour tout (1,...,x9) € k', il existe une matrice semi-orthogonale dans M s (k) de premiére ligne (1, ..., x9s).”
On va montrer par récurrence que (H,) est vraie pour tout entier naturel p.

e (Hy) est évident (toutes les matrices de M (k) sont semi-orthogonales).

e On suppose (H,) vérifiée pour p € N. Montrons (Hpt1). Soit (x1,...,Zop+1) € k27 Remarquons que

rtl = 2.97 i ZZQZI w2 = 0 alors on applique I1.5. et il existe une matrice semi-orthogonale dans Mp+1 (k)
de premiére ligne (71, ..., zgp+1). Sinon, alors soit 212; x? # 0, soit 222:;;“ x? # 0. D’aprés Phypothése de
récurrence (H,), il existe une matrice semi-orthogonale M, (k) de premiére ligne (71, ..., 22 ) et une autre
de premiére ligne (zar41,...,Z90+1). Appelons A la premiére et B la seconde si Zil 2? # 0 (dans le cas
contraire, on intervertit A et B). Dans tous les cas on a A(A4) # 0 et A(A) + A(B) # 0. On applique alors
I1.6. ce qui nous fournit une matrice semi-orthogonale dans M,+1(k) de premiére ligne (z1,...,Z9p+1) ou
(Topg1,. -, Topt1,T1, ..., Top) suivant les cas. Quitte éventuellement & permuter les colonnes de cette matrice,
on obtient bien une matrice semi-orthogonale dans M y,11(k) de premiére ligne (1, ..., Zop+1), ce qui achéve
la récurrence.

I1.8. On suppose que n est une puissance de 2. On fixe un élément a de k.

Sl existe une matrice semi-orthogonale A dans M, (k) tel que A(A) = a, alors a est la somme des carrés des
éléements de la premiére ligne de A donc a € S, (k) (ceci est toujours vrai, méme si n n’est pas une puissance de 2).
Montrons la réciproque. Supposons a € S, (k). Alors il existe des éléments x4, ...,z, de k tels que a = Y ;- | z2.
D’aprés IL7.b. il existe donc une matrice A de M, (k) semi-orthogonale de premiére ligne (z1,...,7,), et on a
alors A(A) =>" 2?7 =a.

I1.9. On suppose que n est une puissance de 2.

Soit a,b € S, (k). Alors d’aprés IL8., il existe deux matrices semi-orthogonales A et B dans M, (k) telles que
a=A(A) et b=A(B). Alors d’aprés I1.2, AB est semi-orthogonale et ab = A(AB) donc, d’aprés I1.8. de nouveau,
ab € S, (k). On conclut que S, (k) est multiplicatif.
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PaRrTIE III. OU L’ON PRECISE LE NOMBRE DE CARRES NECESSAIRES POUR ECRIRE —1.

Ici, k est un corps commutatif de caractéristique quelconque. Le niveau s(k) est le plus petit entier n > 1 tel que
—1 € S, (k), si un tel entier existe ; sinon, on pose s(k) = +oo.

ITI.1. Dans R, —1, étant strictement négatif, ne peut pas s’écrire comme somme de carrés, d’ot s(R) = +oc.
Dans C, —1 = i? d’ou s(C) = 1.

II1.2. Si k est de caractéristique 2, alors 'égalité —1 = 1 = 12 dans k prouve que s(k) = 1.
De méme, si k est de caractéristique 5, alors on a —1 = 4 = 22 dans k, d’ou s(k) = 1.

ITI1.3. On pose F, = Z/pZ, ou p est un nombre premier > 3.

II1.3.a. Soit ¢ : F}; — F} Papplication qui & z associe 2°. Remarquons que pour tout 2 € F, #* € F} (car F}; est un
groupe pour la multiplication) donc ¢ est bien définie, et il est immédiat de vérifier que ¢ est multiplicatif, et donc
un morphisme de groupes. Maintenant pour tout x € Fy, on a l’équivalence : ?=1&(r-1)(z+1) =0 & z = +1,
car F,, est un corps. On en déduit que Ker ¢ = {+1,—1}. Remarque : comme p > 3, 1 # —1 dans F,,.

IT1.3.b. Soit £ = Im . ¢ étant un morphisme de groupes, on a |E| = [F; : Ker o] = |[Fy|/|Ker ¢| = et

(Ici, si G est un groupe, on note |G| son cardinal).

II1.3.c. On a S1(F,) = S1(F5 U{0}) = EU{0} d’ott card(S;(F,)) = 25+ +1 = EfE.

L’ensemble T' des éléments de I, de la forme —1 —y avec y € S1(F,) est en bijection avec S;(F)), donc également
de cardinal % Deux sous-ensembles de ), de cardinal L-; ont nécessairement au moins un élément en commun
(car 2- 22 = p+ 1> p = card(F,)), donc T'N S1(F,) est non vide.

ITI1.3.d. On fixe z un élément de T'NS1(F,). Il existe alors y € S1(F,) tel que =1 —y =z et on adonc -1 =x+y
avec z et y deux carrés de F,. On en déduit que s(F,) < 2.

II1.4. On suppose que k est de caractéristique non nulle. Alors sa caractéristique est un nombre premier p et k
contient un sous-corps K, isomorphe a I, (son sous-corps premier). D’apreés IIL.3, il existe z1 et x2 dans F, tels
que —1 = 2% + 23 dans F, et par isomorphisme on a le méme type d’égalité dans Ky et donc dans k. On en déduit
que s(k) < 2.

ITL.5. On suppose que k est de caractéristique nulle et de niveau fini s. Soit x1,...zs dans k tels que —1 =
2?2 + .-+ + 22, Soit n la plus grande puissance de 2 telle que n < s. On pose alors x = 22 + - - + z2. Remarquons
que 1 <n < s < 2n. On peut donc écrire —1 =z + (22, + - -+ + z2), la deuxiéme partie de la somme de droite

étant vide si n = s (c’est-a-dire si s est une puissance de 2).

e On suppose ¢ = 0. Alors dans le cas o m = s on a —1 = 0 ce qui est impossible. Sinon on a —1 =
x? .1+ +x2 ce qui contredit la définition de s. On en déduit que z est non nul.

eOna—-z=1+a2,,+- - +a2 donc —z est une somme de s —n+ 1 carrés. Or s —n+1 < n+ 1 et ceci
étant une égalité entre entiers, on a s —n+ 1 < n. On en déduit que —z € S, (k).

e Par définition on a = € S, (k), d’aprés le point précédent on a —x € S, (k) et d’aprés I1.9 S,, (k) est multiplicatif
(car k est de caractéristique nulle et n une puissance de 2) donc —x2 € S, (k).

e Enfin, (z71)? € S,,(k) donc en utilisant une nouvelle fois que S, (k) est multiplicatif on a —1 = —z%(z71)2 €
Sn(k). On en déduit que n = s (par définition du niveau s) et donc s est une puissance de 2.

ITI.6. Si k est de caractéristique non nulle alors d’aprés I11.4. s(k) vaut 1 ou 2 et donc est une puissance de 2. Si
k est de caractéristique nulle alors d’apres IIL.5, soit s(k) = 400 soit s(k) est une puissance de 2. Dans tous les
cas, le niveau de k est soit +00, soit une puissance de 2.
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PARTIE IV. OU L'ON TRAITE LE CAS D’UN ANNEAU DE POLYNOMES.

Ici, k est un corps commutatif de caractéristique nulle et on pose A = k[X] et K = k(X).

IV.1. Par définition on a S;(A) C A et comme A C K on a S1(A) C S1(K), d’ou l'inclusion S;(A4) C AN S;(K).

Montrons l'inclusion réciproque. Soit un polynéme P € AN S7(K). Alors il existe une fraction rationnelle dont on

choisit une forme irréductible % telle que P = (%)2 = g—i. Cette fraction rationnelle est encore irréductible donc

D est un polynome constant et finalement P € S1(A). On conclut que S1(A) = AN Sy (K).

IV.2. Soit aq,...,an—1, b des éléments de K tels que Z;:ll a? = —1. Alors on a (dans le corps commutatif K):
b+ 12+ 30 (@b =1))2 = 0+ 12 + X5 a2(b—1)2 = (b+ 1) = (b—1)? = 4b.
Remarquons que ce calcul est valable dans tout sous-anneau de K, en particulier dans A et dans k.

IV.3. On suppose qu’il existe n > 2 tel que —1 € S,,_1(k). Soit alors ay,...,a,—; des éléments de k tels que
—1= Z?’:_ll a?. Soit maintenant b € k. Comme k est de caractéristique nulle, 2 est non nul et donc inversible dans
k. En appliquant la formule établie en IV.2. ona: b= (271(b+1))? + E;:ll@_lai(b —1))2, ce qui prouve que
b € S,(k). On en déduit que tous les éléments de k sont des sommes de n carrés, c’est-a-dire que k = S, (k).

2 étant inversible dans k, il ’est a fortiori dans A et dans K, donc on montre exactement de la méme facon que

A= S,(A) et K = S, (K).

IV.4. 1l est clair que pour tout anneau commutatif A, S;(A) est multiplicatif, donc en particulier S;(C(X)) lest.
De plus comme —1 = 42 dans C, on a —1 € S;(C) mais également —1 € S,,_;(C) pour tout n > 2. On en déduit
d’apres IV.3 que S, (C(X)) = C(X) et comme C(X) est multiplicatif S,,(C(X)) I’est aussi. On conclut que pour
tout n > 1, S,(C(X)) est multiplicatif.

IV.5. Soit un entier n > 2 tel que —1 ¢ S,,_1(k) et soit Ry,...R, des polynomes dans A. On suppose que
R?+ .-+ R?2 = aX (a € k). Montrons d’abord que a = 0. En évaluant 1’égalité ci-dessus en 0, on obtient
R2(0) + -+ + R2(0) = 0 dans k. Supposons que 1'un des R;(0) soit non nul et, quitte & renuméroter, supposons
que c’est R, (0). Alors R,,(0) est inversible dans k et on a alors (R,,(0) 1 R1(0))2+ -+ (R,(0)"1R,_1(0))? = -1,
ce qui contredit I’hypothése —1 ¢ S,,_1(C). Donc tous les R;(0) sont nuls. Ainsi pour tout ¢ = 1,...,n, X divise
R; dans A et donc X? divise R7. 1l s’ensuit que X2 divise a X, ce qui implique que a = 0.

On a maintenant I’égalité R? + --- + R2 = 0 dans A. Soit x € k fixé. Comme précédemment supposons que 1'un
des R;(z) est non nul et, quitte & renuméroter, supposons que c’est R, (z). Alors on a (R,(xz) 'Ry(z))? + -+ +
(Ru(z)"'R,_1(2))? = —1 d’oi1 la méme contradiction. Ainsi tous les R;(z) sont nuls. Or ceci étant vrai pout tout
x € k, on en déduit que pour tout i = 1,...,n la fonction polynéme associée a R; est nulle, ce qui implique que le
polynéme R; est nul (car k est de caractéristique nulle donc en particulier infini).

IV.6. Soit un entier n > 2 et soit P,Q, Py,..., P,,Q1,...,Q, dans A.

Onpose S=P—3" ,Q}, T=PQ—->" PQ; Q =2T—-QS et P/ =2Q,T — P,Spouri=1,...,n.
IV.6.a. On suppose qu'on a l'égalité : (1) Q*P =", P2

Montrons qu’on a alors : (2) Q2P =3"" | P/? et (3) QQ' =>1 (P — QQ:)*.

Ona:

n

> PP = Y 2QT — PSP =4 (30, Q) T? =4 (XL, QiP) TS + (X, P?) S?

i=1
= 4(P—-8)T? - 4(PQ—T)TS + Q?PS? = 4PT? — 4PQTS + Q?PS? = (2T — QS)?P = Q"?P
d’ou l'égalité (2).
Par ailleurs on a :

n

SNP-QQi)= YL PP-2QY 1 | PQi+ QY Q7 = QP —2Q(PQ—T)+Q*(P - 8)

i=1
= 2QT — SQ? = Q2T — SQ) = QQ’
d’ou l'égalité (3).
IV.6.b. On suppose qu’on a l’égalité (1), que —1 ¢ S,,_1(k), que Q@ # 0, et que @' = 0. Alors, (3) devient

S (P —QQi)* =0 et en utilisant IV.5., on en déduit que QQ; = P; pour tout i = 1,...,n. En élevant au carré
et en sommant sur 4, on obtient : Q*Y"" |, Q7 = Y1 | P? = Q?P. Comme Q est non nul (et que A est intégre),
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on en déduit que P = Y1 | Q?, c’est-a-dire I'égalité (4).

IV.7. Soit un entier n > 2 tel que —1 ¢ S,,_1(k) et soit P,Q, Py,..., P, dans A vérifiant (1) et tels que PQ # 0
et deg@ > 1.

e ler cas : pour tout ¢ =1,...,n, Q divise P; dans A.

Soit alors pour tout i = 1,...,n, P/’ € A tel que P, = QP!". D’apreés (1) on a Q*P = Q*) .| P/"* puis, comme
Q#0,P=>" P'? Enposant Q" =1, on abien Q"?P =31 P/'?, PQ" # 0 et deg Q" < deg Q.

e 2¢me cas : il existe i € {1,...,n} tel que Q ne divise pas P; dans A.

Soit pour tout i = 1,...,n, P, = QQ; + R; la division euclidienne de P; par ). On applique alors la question
IV.6. avec les mémes notations. Si on avait Q' = 0, alors les hypothéses du point IV.6.b. seraient satisfaites, et
on aurait QQ; = P; pour tout ¢ = 1,...,n, ce qui contredit ’hypothése de départ. Donc Q" # 0. De plus on a les
égalités (2) et (3). Pour tout i = 1,...,n, deg R; < deg @ d’ou deg(>_", R?) < 2deg@. D’aprés (3) on a alors
deg Q@ + deg @' < 2deg @, et donc deg @' < deg@. On pose alors Q" = Q' et P/ = P/ pour tout ¢ = 1,...,n. On
a bien Q2P = Y"1 | P!"? (qui n’est autre que (2)), PQ" # 0 et deg Q" < deg Q.

IV.8. D’aprés IV.1., on a déja S;(A4) = AN S;(K). Soit maintenant un entier n > 2.

o lercas : —1 € S,_1(k).

Alors, d’aprés IV.3., S, (A) = A et S, (K) =K, dout ANS,(K)=ANK =A=5,(A).

e 2¢me cas : —1 ¢ S,_1(k).

De méme qu’en IV.1.; on a immédiatement 'inclusion S, (A4) C AN S, (K).

Soit maintenant un polynéme P € AN S,(K). On suppose P non nul (si P = 0, le résultat est immeédiat). P est
alors somme de n carrés de fractions non toutes nulles et donc, quitte & réduire ces fractions au méme dénominateur,
il existe Q, Py,..., P, dans A tels que Q #0 et P = Z?:l(%)Q. On construit alors une suite de (n + 1)-uplets de
polynémes indexés par r € N, (Q(T),Pl(r), o T(LT)) vérifiant Q) # 0 et (QM)2P = Z?:l(Pi(r))2 de la maniére
suivante :

1. On pose Q¥ = Q et Pi(o) = P, pour tout : = 1,...,n.

2. Soit r € N. On suppose Q(l),Pl(l), . .,P,(Ll) construits pour [ = 0,...,7. Si deg@Q(") = 0 alors on arréte la
construction. Si deg@Q() > 1, alors RQ(T),Pl(T)7 ..., P\") verifient les hypothéses de la question IV.7. On
pose alors QU = Q" et Pi(TH) = P! pour tout i = 1,...,n (définis comme dans la question IV.7.). Alors

on a deg QU1 < deg Q") et P,QUD), P1(+1)7 . PUY Serifient les hypothéses de la question IV.7., sauf
éventuellement la condition sur le degré de QU+1).

Comme le degré de Q™) est strictement décroissant en fonction de r, la construction s’arréte en un nombre fini
d’étapes. Supposons qu’on ait deg Q") = 0 a I'étape . Alors Q") est une constante non nulle ¢ € k* et on a
P= Z?Zl(qflPi(r))? On en déduit que P € S,,(A).

On conclut que S, (A) = AN S, (K).

IV.9.a. Soit un entier n > 1. On a k C K, donc on a 'implication : —1 € S, (k) = —1 € S, (K).

Supposons maintenant que —1 € S, (K). Alors il existe des polynémes N; et D; pour i = 1,...,n tels que
2
-1=>", (g)Q Soit a € k qui n’est pole d’aucun des dénominateurs D;. Alors —1 = >""" | (giggg) ce qui

montre que —1 € S, (k). On a donc 'équivalence : —1 € S, (k) & —1 € S,(K). On en déduit que k et K ont
méme niveau.

IV.9.b. On suppose que k et K sont de niveau s fini.

On a —1 € S,(k) donc d’aprés IV.3., Se11(K) = K. Montrons par I'absurde que Ss;(K) # K. Supposons
Ss(K) = K. Alors le polynome X de A est élément de Ss(K). Or AN Ss(K) = Ss(A) d’aprés IV.8., donc il existe
des polynomes Ry, ... R, dans A tels que X = >7 | R?. De plus, par définition du niveau, —1 ¢ S,_;(k) donc
d’aprés IV.5. les R; sont tous nuls. Mais alors on aurait X = 0 d’ot une contradiction. On conclut que Ss(K) # K
et donc que Ss(K) # Ssy1(K) (plus précisément on a Ss(K) & Ssy1(K)).

IV.10. Soit n une puissance de 2. k est de caractéristique nulle donc K également. Le résultat final de la partie
IT appliqué & K montre que S, (K) est multiplicatif. L’anneau A est évidemment multiplicatif, donc on en déduit
que S, (A) = AN S, (K) est multiplicatif.



