SESSION 2010
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 1

Partie I : Premiére approche de la constante d’Fuler

1
1) Soit p € N*. La fonction t — — est continue et décroissante sur ]0,+ool[ et donc sur [p,p + 1]. Donc pour tout réel t

1

< — < —. D’aprés I'inégalité , on a

de [p,p+ 1], on a

p+1 "t
1 ] 1 p+1 :
—— =(p+1—-p)——= < —dt<(p+1—-p)=-=
— (p p)pH L T (p p)
p+1
OnendéduitqueO:l—lgap:l—J ldt<1—L
P P p oJ ot p ptl

2) Soit n € N*.

u L 1 1
0< Z ap = Sp < Z <T_3 — p—-H> =1- — (somme télescopique)

Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, S;; < 1 et donc la suite (S, )nen+ est majorée. D’autre part, pour n € N*
Snt1 —Sn=an41 20.

Donc la suite (Sy)nen est croisante. Etant majorée par 1, cette suite converge vers un réel noté y. Puisque ¥n € N*
0 < S, < 1, par passage a la limite quand n tend vers +oc0, on obtient 0 < vy < 1.

3) Soit p € N*. En posant x =t + p, on obtient

1T (Pt T (1 e 1 Tt 1Tt
T e N = Py [P
P oJp X P Jot+p o\p t+p o p(t+p) plot+p
1 1

< < . Par croissance de
p+1 " t+p " p-—1

Soit p = 2. Pour tout réel t de [0,1],on a0 <p—1<p+t<p+1etdonc

I'intégrale, on en déduit que

1/1 1 1 10"t ! 1"t 1 1 1 1
o = =—| ——dt<| ——dt=a, < - - — ——).
2\p p+l Zp(p+1) plop+] ot+p plop—1 2plp—1) 2\p—-1 p

m
4) Soient n et m deux entiers naturels tels que m > n > 1. Alors S;;, — Sy = Z ap. D’aprés la question précédente,
p=n+1
1 /1 1 1 1 1 -, R
pourpz2n+122 - -———=) <ap <5 (—=— = |. En additionnant membre & membre ces encadrements, on
2\p p+1 2\p—1 p

obtient

N

1 1 1 = 1 /1 1 = 1/1 1 1/1 1
| —  — —[—-——— ] < —Sa (- )= (===,
2<n+1 m—l—]) Z 2<p p—H)\Sm S Z 2<p p—H) 2<n m>

p=n+1



v N* <y—Sn < —
e 2 SY TS 3,
5) Par suite, pourn > 1, nLH < 2n(y—Sn) < 1. Comme nE)r—Ib—loo nL—}—] =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer
1 1 1
que lim 2n(y—S,)=1louencorey—S, ~ =—ouenfiny—S, = =—+o (—> Maintenant, S, = Hp, —In(n+1)
n—-+oo n—-+oo 2n n—-+oo 2n n

et donc

1 1
<vy—Th < =— et donc

6) Soit n > 1. D’apreés la question 4), P 3
n n

1 1
n 2n+2 2nn+1)

0<yY—5Sn— =y—Tn<

2n+2

7) Soit n > 1.

1
0<y—-Ta <10 <:2n(n+1)<]0 Enn+1)>50&n=7

Ainsi, T7 est une valeur approchée de y & 1072 prés et donc

T 1 1 1 1 1 1 T 1 1 1 1 1 1
— — — — — — — < _ _ _ _ _ _ _ -2
Thydgtgtotetste M@ <y<l+s+s+ 4445+l +10

Ceci fournit encore 0,575... <y < 0,575...4+ 1072 et donc

0,57 <y < 0,59 ou encore y = 0,58 & 1072 prés . I

(Ce dernier encadrement n’est pas d’amplitude 1072 mais fournit une valeur approchée de y a 1072 prés).

Partie II : Deux représentations intégrales de la constante d’Fuler

—t —t —t

e

1) a) La fonction t — est continue sur [1,4o0[. De plus, ———— ~ e ' et en particulier,
1—et 1—et totoo

“+oo —t

1—et t*}TFOO

P i - dt est une intégrale absolument convergente et donc convergente.
J— e_

1
o} <—) On en déduit que l'intégrale J
1
et 1 oo et
De méme, la fonction t — - est continue sur [1,+oo[ et négligeable en +o0o devant - Par suite, 'intégrale J e dt
1
est une intégrale absolument convergente et donc convergente.

“+o00 1 1
Mais alors 'intégrale J et (ﬁ dt — ¥) dt est une intégrale convergente.
; _

b) Quand t tend vers O par valeurs supérieures,

2

IR 1 o et (Y
1—et t t2 1 t t 1 Tt 2%\
1—1(1 1—=+o0

—t —
+2+0

1
:§+0(”

. AR . Y T A
Donc tl_l)%1+ (ﬁ — ¥) = z On en déduit que tg%1+e (ﬁ {) = =.



1

¢) Ainsi, la fonction t — e~ * (]7,{
J— e_

— ¥) est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité en 0. Par suite, I'intégrale

1
1 1
J et (174 dt — ¥) dt est une intégrale convergente.
0 —€

1 400

1 1 1 1

Puisque les intégrales J et (ﬁ dt — z) dt et J et (ﬁ dt — €> dt sont des intégrales convergentes,
0 - 1 -

+oo 1 1
J et (174 dt — ¥> dt est une intégrale convergente.
o —e

—at —bt
et t —

e
2) a) Soient x et y deux réels strictement positifs. Les fonctions t — sont continues sur [x,y]. Donc,

chacune des intégrales proposées existe.

t du
En posant u = at dans la premicre intégrale (de sorte que = —) et v = bt dans la deuxiéme intégrale, on obtient
u

Y o—at _ efbt Y o—at Yy efbt ay o—u by eV bx et by et
Jidtzj dt_J dtzj _du_J _dv:J _dt_J € 4t
t t t u bx V t ay ¢

X x X ax ax

b) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b et z un réel tel que z > 0. Alors 0 < az < bz. Ensuite, pour tout réel t de
laz,bz], e % < et < e~ %%, Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

b bz . —bz bz —t bz ,—az b
e 2 In (—) :J € dth £ dth €  dt=—e M (—)
a az t az t az t a

b
c) Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, e °* In <—

b b
> et e ¥In <—> tendent vers In (—) Le théoréme des
a a a

bx ,—
e b
gendarmes permet d’affirmer que lim J —dt=1In (—)
x—0+ t a

ax

by gt b b
D’autre part, pour tout y > 0, 0 < J — dt<e %Yl ( ) et comme lim e “Yin <—) = 0, on en déduit que
ay ¢ a y—+oo a

+oo ,—at __ e—bt

Quand 0 < a < b, en faisant tendre x vers 0 puis y vers +oo dans I’égalité de la question a), on obtient J — dt =
0

b
In (—) Cette égalité reste vraie si a > b en échangeant les roles de a et b et on a donc montré que
a

3) Une premiére représentation intégrale de la constante d’Euler

+oo
a) Soit t > 0. On sait que pour tout réel q de l'intervalle | — 1, 1], Z qt =
n=0

i Can .
T =2 ()T =) e

1 p et donc, puisque et €]0,1[c] — 1,1,

+
8
+
8

n=0 n=0
N
Soit N € N. Z (efnt — ef(“ﬂ)t) =1 —e N+ (somme télescopique). Maintenant, lim e~ N+t =0 (car t > 0).
N—+o00
n=0

+oo

On en déduit que la série numérique de terme général e ™t —e~ (M1t 1 € N, converge et que Z (efnt — g (Al )t) =1
n=0

puis que

+oo et (n+1)t
()

3
o

b) Mais alors

+o0 - 1 +o0 —(n+1 —(n+2
e—t(%—l\:e—t(ye ( nt _ ,—(n+ \\ (ei(nﬂ)t_e(wr )tfe(rw )t\-




c) La fonction t — e~ ' est deux fois dérivable sur R et sa dérivée seconde & savoir la fonction t — e~ est positive sur R.
Donc la fonction t — e~ est convexe sur R. Par suite, son graphe est au-dessus de sa tangente en son point d’abscisse 0
ouencore Vit ER, e™t > 1—1t.

J— eft

Si de plus t > 0, on a successivement t — (1 —e™t) > 0 puis 1 — > 0 aprés division des deux membres par le réel

strictement positif t.
e~ (M1t _ o—(n+2)t

t

1 1
d) Pour t > 0, posons u(t) = et ( —) et pour t > 0 et n € N, posons g (t) = e~ ("1t

T—et t
e Chaque fonction u,, n € N, est continue par morceaux sur ]0, +oo[. De plus, d’aprés la question précédente, pour n € N

ot
et t >0, un(t) =e (Mt (1—] ¢

) > 0. Donc chaque fonction un, n € N, est positive sur ]0, +ool.

e La série de fonctions de terme général u,, n € N, converge simplement sur ]0, +-oco[ vers la fonction u (d’aprés la question
3)b)) et la fonction u est continue par morceaux sur ]0, +oo[.

+o00 +o00 +oo ,—(n+1)t _ ,—(n+2)t 1 2
e e n
e Soit n € N. J un(t) dt = J e (M1t dt—J dt = — nte) anyt1 (d’apres
0 0 0 t n+1 n+1
n too n n+1
la question 2)c)). Par suite, pour n € N, ZJ up(t) dt = Z py1 = Z ap = Sni1. D’aprés la partie I, la série
p=0 0 p=0 p=1
+oo
numérique de terme général J un (t) dt, n € N, converge et a pour somme .
0

D’aprés le théoréme admis par ’énoncé en début de deuxiéme partie, on en déduit que la fonction u est intégrable sur
10, +o0[ et que

4) Une deuxiéme représentation intégrale de la constante d’Euler

+oo —t

— dt converge. De plus,

a) Soit y > 0. On a vu a la question II.1)a) que l'intégrale J Tt

Y

[ o =m0 )™ = i (=)~ —e¥) = (1 — ),

y 1—et t—+o00

Mais alors, quand y tend vers 0,

+oo —t
_ Y Y
- _ _e V) = _J ) _ _ 9 ) _
lny—l—L e dt=lny—1In(1—e )-111(]_6_9)—ln<y+o(]))—ln(1+0(1))—0(1).
+oo eft
Donc lim (hly —}—J dt> =0.
y—0+ y 1—et
b) Soit y > 0. D’apreés la question 3)d),
“+00 e—t r+oo ] -I “+o00 e—t
—— dt= -t ——]dt — dt
HL TR N (1—e—t t) +L t
(v 1 1 Foo 1 1 Foo et
=| et ——|dt J -t ——|dt J — dt
doe <1—e—t t) +y ¢ T—et t +y t
ry 1 1 +oo eft
=| et ——|dt J ———— dt.
doe <1—e—t t) * y l1—et
. —+o00 et Yy . ] -I “+00 eft
C) Par su1te,y+1ny+L T dt:Jo e <ﬁ_¥> dt+ <lny—|—L ﬁ dt)
. L 1 1 o v, 1 1
Puisque | e —— — — ] dt converge en 0, on en déduit que lim e ——— — — ] dt = 0. D’autre part,
0 ] - e_t t y—»O* 0 ] - e_t t

—t

+oo
d’aprés la question a), lim (lny + [ - dt | =0 et finalement

o+



1
d) La fonction t — e 'Int est continue sur |0, +ool et négligeable en +oo devant a d’aprés un théoréme de croissances

comparées. Donc la fonction t — e tInt est intégrable sur [1,+ool.

Vi

1
10, 1] puisque 7 < 1 et donc la fonction t — e~ 'Int est intégrable sur ]0, 1].

1
). On sait que la fonction t — —= est intégrable sur

Vi

uand t tend vers O par valeurs supérieures, e tlnt~Ilnt =o
p p ,

Finalement la fonction t — e tInt est intégrable sur ]0, +ool.

—t

Soient y et A deux réels tels que 0 < y < A. Les deux fonctions t — —e ' et t — Int sont de classe C' sur le segment

[y, Al. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A A A et A et

J e 'Intdt=[—e ‘Int] +J — dt=eYlny—e *InA +J — dt

y Y y t y ¢

“+o0 “+o0 e—t
Quand A tend vers +oo, on obtient J e 'lnt dt = e YIny +J e dt. Quand y tend vers 0, on obtient
—+00 +ooye7t Y

J e 'lntdt= lim (e‘J 1ny+J — dt>.
0 y—0+ y t
e) Soit y > 0.

+oo “+o00 e—t +o0o +oo e—t
V+J e 'Intdt= (y+1ny+J — dt) + (J e 'Intdt—eV lny—J — dt) + (e ¥Iny —Iny).
Yy Yy t Yy Yy t

+oo ,—t
D’aprés la question c), hm (y +Iny+ J eT dt) =0.
y—
+oo Y “+o0 e—t
D’aprés la question d), lim (J' e 'lntdt—e Yiny —J — dt) =0.
y—0+ t

Yy y
Enfin, quand y tend vers O par valeurs supérieures,

e Ylny—lny=(e¥Y—1)lny~—ylny,

+o0
et donc lim (e Y Iny —Iny) = 0. Finalement, lim (y +J e 'Int dt) = 0 ou encore
y—0+ y—0+ y

+oo
Y= —J e tlnt dt.
0

Partie III : Pour une valeur approchée de la constante d’Fuler

+oo eft

1 —e !

1) a) D’aprés la question I1.4.a), J dt = —In(1 — e~ "). D’autre part,

1 —t
1 e - B I N P R t _ R
J <¥ T dt> = [lnt In(1—e )]0 =—In(1—e™") tgrél+ln (1 —e_t) =—In(1—e ).

0

1 — +o00 —
1 et et 1
DOHC, J'O (€—ﬁ> dt—J] Fp— dt——ln(] — € )

b) D’aprés la question I1.3)d) et au vu de la convergence de chacune des intégrales considérées,

+00 1 1 1 1 1 +o00 1 1
_ Y L _ ] e .
y_J e (]_e n t) dt Le (1—et t) dt—&-L e (1—et t) dt
] +oo eft e
— = t . JR—
e (]—e_t t> d +J] 1—et J] t
e
] = __) dt+J (——1 = ) J — dt (d’apreés la question précédente)
_ 0 _

t
[1 o [T

e

dt

Il
b%
7~ N\




H k 1
2) a) Pour tout entier k > 1, 0 < Yr < i T On en déduit que la série entiére de somme F a un rayon de
convergence infini et en particulier F est définie et dérivable sur R. De plus, la dérivée de F s’obtient par dérivation terme

a terme.

+oo
b) Pour tout réel x > 0, F(x) = ?:{xk (car Ho = 0) et donc
k=1
+oo +oo +oo
Hy . Hicp 1 1
(o) — Kk—1 _ +1 % _ Kk
PO =) gy =l _ZE<H“+k+1>X
k=1 k=0 k=0
“+00 k +oo k+1 oo Kk x
X 1 X 1 X e*—1
(XH_];)(k—H)! (X)+x]§(k+1)! (X)+x]; - F+—

¢) Soit x > 0. D’aprés ce qui précéde,

(e7*F)/(x) = e *(F(x) = F(x)) =

—t

est continue sur ]0,x] et prolongeable par continuité en 0. Cette fonction est donc

Maintenant, la fonction t +—

intégrable sur ]0,x]. En intégrant sur ]0, x], on obtient

JX e’ dt = Jx(e—tF)’(t) dt = e *F(x) — e°F(0) = e *F(x) — Ho = e *F(x).
0 t 0

Finalement,

3) Soit x > 0.

1 —t +o0 —t X X —t 1 —t 1 +oo —t
1— 1 1— 1— 1
v+1n><=<J - dt—J e—dt>+J —dt:J' ¢ dt+J € dt—J —dt—J' € at
0 t 1 t 1 t 0 t L t ot 1 t

Kk
. 1
4) Soit k > an + 1. Alors Hk—pg_] X <k

+Z°° ﬂnk _ B (an)!Hknk,(anJr])
k! (an)! k!
k=an+1 k=an+1
] +Z°° (an)k p 1 +Z°° (an)!
=~ (an)! k! ~ (an)! (k—1)!
k=an+1 k=an+1
+o0 an+1 +o00 k—(an+1)
< : ! Z : k=2 | (l>
(an)! Sl (an) x ... x (an) (an)! Sl
(k—=1)—(an)
nan—H +oo 1 k Tla‘n+1 1
= ' (—) = ' ] (car —‘ <1
(an)! —\a (an)! 1!
a

< an -
a—1 (%) Voman @~ 1V2man

a nantl a n (e)an a n (e)ﬂ“



oo ot an . too Hie Foo ot
+Inn=e "Fn)— —_dt=e ™ —Snkgem —*n _J ~ dt,
y m-[ 7 > 5 )

k=0 k=an+1

et donc

Hk k +o0 Hk . 0o e*t +oo Hk 5 +oo €7t
n _ —n _® _ - —nn _® -
Yy+Inn—e" Z =le Z k!n L n dt| <e Z k!n +J dt
k=0 k=an+1 k=an+1
a e ™ymoeyen 1 (T a e ™yneyen e
< L e (&) e
a—1 2ma \a nJj, a—1 /2na \a n
6) On prend en particulier a = 3 et on obtient pour tout entier n > 1,
3n Hi 3 e\3n e
+Inn—e™™ —n —e " n(—) + —.
Yo ];) k! N 3 n
La machine fournit 3 e 2121 (e)63—|— e % < 10710 et donc e~ 2! Z —In(21) est une valeur approchée de
machine fourni = — n n st une valeur T
NG 3 21 X! PP

v 410710 pres.
Partie IV : La constante d’Euler somme de la série de Vacca (1910)

1) a) Soit p € N*.

2p+T_

2" +y—n (2™ +y—In2") —y) +o(1) =nln2—nln2+vy+o(1) =y +o(1).

"=k 1 1
w=pl Y ——|=p Z 2 ,Z 2 +1
k=27 2P L2j<2r ] 2P L2j+1<2r+]
] 271 2P 1 271 1 2P+ 2P 1
St DRSS B CID U S DM SN
) =2p—1 j=2p—1 j=2vr—1 h=2p j=2p—1
A ]2“‘4
j= =2pP— ]J h=2p
b) Soit n € N*.
n n n n—1 n n—1 n—1
va = chrp_1 —chfp = Z(p—l—])cfp —chfp = Z((p—l—])—p)crp —Noy = Z Op —MOn
p=1 p=1 p=1 p=0 p=0 p=0 p=0
c¢) Soit n € N*.
n—1 n—1 f2P+1 1 271 1 1
2= | X p|=Xy =Moo
p=0 p=0 h=2p h=1
d)
i =t 1 1 1 1
va = Z Op —NOn = HZH — z—n —n (H2n+l,] — H2n_‘|) HZH — Z_n —n H2n+1 - 2n+] HZH + z_n
p=1 p=0
oo

n

Donc la série numérique de terme général v, p > 1, converge et

2) a) Posons v, =

1
@. Pourp>1,2P =(1+1)P =1+4p+...> p et donc pour tout entier naturel non nul p,

p—1 p _ (p—12P—p2P-1) p—2°F

A 4 Ay — _ 0




La suite (Vi )nen+ n'est donc pas décroissante a partir d’un certain rang et on ne peut pas appliquer le critére spécial des
séries alternées.

b) Soient n et m deux entiers naturels tels que 2"*! < m < 2n+2,

m Kk
Puisque la suite (l) est décroissante, on sait que la valeur absolue de la somme Z ! est majorée par la
keN* k=2n+1
—1 271+l

valeur absolue de son premier terme & savoir T Donc

e G D R 1 G D N B

Z k| | gned ~ont1 N me

k=2n+1

Pour 2" <k <m < 2™? onan+1<log,(k) <n+2 et donc [log, (k)] =n + 1. Par suite,

e = (=% n+1
Z Uugl=Mm+1) Z . < JTEE
k=2n+1 k=2n+1

c) Soient m un entier naturel supérieur ou égal & 4. Soit n l'entier naturel tel que 2™*!" < m < 2™*2 clest-a-dire
n = [log, m] — 1. Alors

m 2n+l g m n 2P+ (_Uk m
dowe= ) wet ) ow=) pl ) S|+ ) w
k=1 k=0 k=2n-+1 p=0 k=2P k=2n+1
n m
=X wt ) w
‘p:O k=2n+1
Mais alors
m n m
n  [log, m]—1 log, m 4log, m
Zuk - va - Z Uk| S 2_11 - 2llog, m]—1 S Qlog, m—2 = m '
k=1 p=0 k=2n+1
. o i ., 4log,m . )
D’aprés un théoréme de croissances comparées, ——=—— tend vers 0 quand m tend vers +oco et d’aprés la question 1)d),
n [logz mj—1 m
Z vp = Z vp tend vers y quand m tend vers +o0o. On en déduit que la suite <Z uk> converge vers y.
p=0 p=0 k=1 meN*
3) a) Soit n € N. Puisque la suite | — tend vers 0 en décroissant, 1, existe d’aprés le critére spécial aux séries
k>2n

alternées. De plus, on sait que la valeur absolue de 1, est majorée par la valeur absolue du premier terme de la somme
(12" _ 1
|

égale a T, et donc |ry| < ‘

Ainsi, pour tout entier naturel n, |[r| < 7 et donc la série de terme général r,, est absolument convergente.

k+1_ .
. e =) . .
b) Soit k e N. v =k Z —— = k(rx — Txt1). Soit alors n € N*.
= )
j=2
n n n n+1 n
ka = Zk(Tk—Tk+1) = Zkfk— Z(k— e = ZTk—nTn+1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n +o0o +oo
avec Inrnpi 1] < iz et donc ngl}rlm nras1 = 0. En tenant compte de vo = 0, on a donc ]; T = ];)vk =v.

+o00o +o00o (_Uk +o0o +o0o (—])j
v=2 (2 :; ;rﬂ' ’

n=1 k=2n n=



"

car sin > 1, 2™ est un nombre pair et donc (—1)2" I = (—=1)J.

Partie V : La formule de Gosper (1972)

1) Vx € F, A(x) =1dz(x) — T(x) et donc A=1dr —T.
Soit alors n € N, x € F et k € N. Puisque les endomorphismes Idr et T commutent, la formule du bin6me de NEWTON
permet d’écrire

A" (06 = (1 =10 = 3 (1P () s = 3 1P (e

=0 p=0

b

2) a) Soit pe N. Pourn > p+1

0< == S = X 55
2n p! 2n p! 2n
n
np ) P
Comme lim — x — =0 d’aprés un théoréme de croissances comparées, on en déduit que lim =0.
n—+oo p! 20 nSdoo 2N
b) Soit ¢ > 0. Il existe k € N* tel que Yn >k, [un| < = 2 k est dorénavant fixé. Pour n > Kk,
I — /n I — /n 1% /n 1 — /n
R <p)u" w2 <p>u"|_2—“ <p>|up+2_“z <p>|u”
p=0 p=0 p=0 p=k

] p=t (n)u L i (n)s

_ ol + — =

2n =\ 2n P 2

()
k—1 n k—1
1 n 1 n\ ¢ P e (1T+71)
Swl (P)u"HZ_“Z (p)i_z on el 3 gy
p=0 p=0 p=0
)
k—1 b .

somme d’un

() (o)
k—1
oozlnhtp\:Oet donc le Z ZT:‘ lupl =0 (

Maintenant, d’aprés la question 1), ¥p € [0,k — 1], EIE
n

nombre fixe de suites de limites nulles). Par suite, il existe ng > k tel que Vn > Z \up\ < =

] n
Pour n > ngp, on a alors z_nZ (E)up <§+%:s
p=0
n

. 1 n . 1 & /n
On a montré que Ve >0, Ing e N/Vne N, n>no = — <p)up<£etdonc lim 2—nz<p>up_0.

AL n—-+oo
p=0
¢) Supposons maintenant que la suite (un)nen converge vers un certain réel £. Alors la suite (vi)neny = (Un — Onen
] n
converge vers 0. D’aprés la question b), il en est de méme de la suite 7n Z <n> Vp . Maintenant, pour n € N,
P
p=0 neN
1nn71nn gilnn 1nn£
> D . Vo= 5w D )W )= 5w > o)W~ 5D .
p=0 p=0 p=0 p=0

1
Par suite, lim — y (ilj u, ={.



3) a) Soit N € N*.

AN C I AT Y n
VN = ST = T Z(—])p( >xp (d’aprés la question V.1))

(0w - E e (B 2 (o)
£ (B (- £ (D)w) =S (S £ (7))

- (2)w) S (E () (2)w
) () (0 = (1)

1 N+1 1 ; )
SNTT <p 1 > ~ 3 <p :)_ ]>) U, (somme télescopique)

p=0n=p p=0
7§:1 <N+v
= N+ P
o 2NFTAp+1
+o0o
b) Posons S = Z(—] )*x = lim Uj. Pour tout entier naturel N,
k=0 )—+oo
c ATl 1 e (N NN 1 T (N
Z on+t YN T ONT p+1) 7 2NT1 Z k k=1 = 5N+1 Z k k—1-
k=0 p=0 k=1 k=0

N1
N+1
Puisque lim Ux_7 =S, la question 2)c) permet d’affirmer que la suite | —— E + Uy 4 converge et que
k—+o0 IN+1

k
. k=0 NeN
1 & (NA+T A™(x)[0
NETOO INTT Z ( ‘_: )Uk1 =S ou encore la série numérique de terme général %, n € N, converge et

k=0

4) a) Soit n € N*. Pour m € N,

m 1 m 1 m
- ()| (B () o Lo (B

k=0

r (2™ — 1)im!

X2 —x)™ dx = 7‘m' (d’apreés le résultat admis par I’énoncé)

0
o 1 1
_Z_Tlx(Z“—&-m)!_z_“>< 2" +m\
(2m)Im! ( )




1
PALES
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