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PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE
I. Quelques inégalités
1
1. Pour tout ¢ € [0,1], on a |f*)(t)] < My, donc m? < / M2 dt = ME.

On a f / ka (t) dt. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

O@P < ([ an)( [ @rora) <mt

1 1 1
2. a) Onami= / fe(t)?dt = [f(k_l)f(k)}o - / FED (@) 2 (1) dt. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
0 0

/ 1 FED @) (1) dt’ < my_1mypepr 5 or FED0) B (0) = fFED(1) FF(1) = 0 (condition (ii)).

b) D’apres la question 1, il vient 1 = mg < My < my, donc pg > .
Soit k > 1 et supposons que py_1 < px. La question 2.a) donne p3* < ,ug %,uiﬁ < uk M]’zﬁ,
Mk S Pk+1-

donc

II. Deux fonctions auxiliaires
A. La fonction F

1. a) Solent t € [0 1] et z =x+iy; on a |e_3t| = e Siz >0, alors e < e < 1. Comme f(¢)% > 0, il

1
vient |F'(z) / le | f(t)* dt < / f®)?dt =mi=1et F(x) > / e T f(t)dt = e ”.
0

+o0 ¢
b) Fixons z € C. Pour t € [0,1], on a e™** = Z (_;'Z) . Rappelons le
=0
Théoréme d’intégration terme a terme. Soit une suite (u,) de fonctions a valeurs complexes, intégrables
sur I, telle que la série Zw converge simplement vers une fonction S continue par morceaux sur I, et telle

que la série Z / |ug| converge. Alors S est intégrable sur I et on a /S = Z/W'
I I I
)4 )4

. —t2)¢ iz
fei, posons we(t) = [ (1)? et S(0) = ¢~ (1)
e Les fonctions uy et S sont continues (donc mtegrables) sur [0,1];

o |up(t)| < 21 | donc/ lue| < | mé = E' ,do nc Z/]ud converge.

Par le théoreme d’intégration terme & terme, on a F'(z / S(t)dt = Z / dt.
Cette série entiere converge pour tout z € C, donc son rayon de Convergence est infini.

2. Rappelons les théoremes de continuité et de dérivation sous le signe /

Théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre. Soient X un ouvert de R", I un
intervalle ouvert de R et h une fonction définie sur X x I et & valeurs complexes. On suppose que, pour tout
t dans I, la fonction partielle x — h(x,t) est continue sur X et que, pour tout z dans X, la fonction partielle
t +— h(z,t) est continue par morceaux sur /. S’il existe une fonction @ intégrable sur I et telle que, pour tout

x dans X et tout t dans I, |h(x,t)| < Q(t), alors la fonction F : x +— /h(l’, t) dt est continue sur X.
I




Théoreme de dérivation sous le signe / . Soient X et I deux intervalles ouverts de R et h une fonction

définie sur X x I et a valeurs complexes, telle que, pour tout  dans X, la fonction partielle ¢ — h(z,t) est
intégrable sur I. On suppose que h admet une dérivée partielle h),(x,t) en tout point de X x I, que pour tout
t dans I, la fonction z — h/(z,t) est continue sur X. S’il existe une fonction Q intégrable sur I et telle que,

pour tout z dans X et tout ¢ dans I, |h,(z,t)| < Q(t), alors la fonction F : x — /h(:z:, t) dt est dérivable sur
1

X etona F'(x) = /h;(x,t)dt.
I

Posons H (x,y,t) = e~ *~%! f(¢)2. Remarquons que :

O H
(i) La fonction (x,y) — H(x,y,t) est de classe C* (toutes les fonctions (x,y) — W(m,y,t) sont
continues) ;
. : 9 2 OFH ik
(ii) Pour tout (j,k) € N*, et tout (x,y,t) € R® x [0,1], on a W(az,y,t) = (=t)!(—it)"H(z,y,t);
2 ) M ()2
(iii) pour tout M € Ry et tout (j,k) € N°,six > —M, on a . (ac,y,t)‘ <e f(t)*;
023 Oyk
(iv) La fonction Q : t — ™ f(t)? est continue sur [0,1] (donc intégrable) - et indépendante de (z,7).
Lottt H

On déduit du théoreme de continuité que pour tout (j,k) € N? les fonctions (z,y) — ; W(a},y,t) dt

sont continues sur l'ouvert |—M, +oco[ x R de R2. Cela étant vrai pour tout M, ces fonctions sont continues
2
sur R”.

On déduit du théoreme de dérivation que, pour tout y € R et tout (j, k) € N2, (sur tout intervalle |—M, +o0]

1 aj+kH 1 aj+1+kH
(z,y,t)dt.

donc sur R) la fonction z — dt est dérivable et sa dérivée en x est —
o Oxit1oyk

; W(%Z/J)

Lottt H
De méme, pour tout = € R et tout (j,k) € N2, la fonction y / W(m,y,t) dt et sa dérivée en y est
0 0r'0Yy
1 aj+k+1H
ey t)dt.
0 axjﬁyk“( v.t)

Donc, par récurrence sur m, I'application F est de classe C™ pour tout m et pour tout (J,k) € N? et tout
(z,y) € R? on a
drkp
OxI Oyk
oItk " oItk
A =1 —.
OxI Oyk OxJtk
3. On établit cette propriété par récurrence sur k. Elle est vraie par définition de F' pour k£ = 0. Supposons qu’elle
soit vraie pour k avec 0 < k < n. Par intégration par partie, on a

_ta 1 —ts
/01 eftZ(fQ)(k:)(t) dt — |:e_;(f2)(k):|0 i /01 i(‘]ﬂ)(lﬁrl) dt = 1/1 eftz(f2)(k+1) dt

—Z Z Jo

1 .
(@) =i [ty e e an

En particulier

k

pusane (7)) = 3 (4

j>f(j)(t)f(k_j)(t) estnulent=0et ent=1.
§=0

k
4. Ona (f2)* = Z (l;) F9) F*=) et pour tout ¢ € [0,1] et z € C tel que Rez >0, [e™*| < 1; il vient
=0

|Z|k/| (Dldt < |k/ <>|fﬂ><>f<’”<>ydt 1k§k3<>mymm



par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Or pour tout j € [0, k], on a m;my_; = ,ug,uiiz < ,ui (puisque pj < py et
Hi—j < , donc Z( )m]mk —j < NkZ( > 2/J,k

B. La fonction v
5. a) Remarquons que, pour x > 0 et s € R, la mesure principale de I'angle des vecteurs de composantes
(1,0) et (x, s) du plan euclidien, c’est-a-dire 'argument (dans |—n/2,7/2[) de x +is, est égale a ¢(z, s) =
Arctan ~) On peut donc prolonger contintiment cette fonction (& valeurs dans |—, 7[) sur R*\R_ x {0}.
En particulier, ¢(0, s) = g sis>0etq(0,s) = —g si s < 0.
On prolongera donc continiment hy en posant hy(0,y) = 7 siy > b et hy(0,y) =0siy < b.

b hy(x,0 1
b) Pour z,b € R, on a hy(z,0) = g - Arctan(;) = Arctan(i) donc xli%lJr b(i’ ) =3

6. a) Pour tout (b,z,y) € R} xR} xR, on a hy(x,y) = 0 donc v(z,y) > 0. De plus, la fonction Arctan étant
- y+b
) < Arctan( ), donc

croissante, Arctan ( Y

hy(z,y) + hy(z, —y) < ™+ Arctan(y ; b) — Arctan(y i b)

N

donc v(z,y) < n. Par continuité, cette inégalité reste vraie pour (z,y) € D.

b) On a hy(0,y) =0siy < bet hy(0,y) =7 si y > b. On en déduit que hy(0,y) + hp(0,—y) = 0si |y| < b et
hy(0,y) + hp(0, —y) = 7 si |y| > b. Donc v(0,y) est le nombre de k tels que by < |y|. En d’autres termes,
si |y| < by, alors v(0,y) =0, si by < |y| < bgy1 , alors v(0,y) =k et si b, < |y| , alors v(0,y) = n.

C. Inégalités reliant F et v
7. a) Onsait que v(0,y) € [[0 n]] (question 6.b). Siv(0,y) = 0, 'inégalité résulte de II.1.a). Siv(0,y) = k € [1,n]
ol | : on déduit alors de I1.4 que |F(0,y)| < e
b) L’application (z,y) — € z,y) \F(:p,y)| est continue sur D ; Uensemble U = {(z,y) € D; e”(x’y)lﬁ'(x,y)\ <

e} est donc ouvert dans D. Si |yo| € {b1,...,b,}, alors (0,y0) € U, d’apres (a), donc il existe r tel que
les points de D distants de (0, yo) de moins que r soient dans U.

alors |y| > by, donc

2 1
Sinon, soit k le plus grand j tel que |yo| = b;. On a | Nk’ =~ ; on déduit alors de I1.4 que |F(0,y0)| < e7*;
Yo e’
R 1 &
posons vg(x,y) = Z hb (z,y) + hy, (x —y)) et vg(z,y) = - Z (hbj (z,y) + hy, (7, —y)) Par 6.a), on
Jj=0 j=k+1

a v < k; la fonction vy se prolonge par continuité en (0, yo) en posant 9%(0,0) = 0. Il s’ensuit qu’il existe
r > 0 tel que pour (z,y) € D tel que (2 + (y—y0)?) < r? on ait @Y |F(z,y)| < FT@V | (2, y)| < €.

ITI. L’opérateur A de Laplace

A. Deux fonctions harmoniques

: ohy y—b oM G *hy 22(y = b)
1. D = - — = = t
Sur D, on a5 (@ y) 22+ (y—b)?" Oy @y) = ] (y—b)?" 022 (@9) @+ (y—b2? °
2 _
9 hy 2x(y — b) . Donc Ahy = 0.

N R
On en déduit immédiatement que Ahy = 0 ot I'on a posé hy(x,y) = hy(z, —y). Done Av = 0.
2. La fonction u est de classe C*° (comme composée de fonctions de classe C™°).

1 _
Soit J un ouvert de R et h : J — C* une fonction de classe C*; posons o(t) = In |h(t)| = 3 In(h(t)h(t)). On a

LR (t)h(t) + Ez(t)h/(t) 1 (h’(t) N h’(t)) _ Re(h/(t)) et (1) = Re(h”(t)h(t) — h/(t)Q).

O = R 2\ht) T h(t) h(t)?

3



En prenant pour h une fonction partielle 2 — F(z,y) ou y — F(z,v), il vient, pour (z,y) € W,

&u P (2, y) F(x, >—%<x y)? 9u OL (2,y)
F(a,

) OF
—(x,y) = Re et —(z,y) = Re

~( —'ég(x y)?
F(z,y)?

oF oF O*F O*F
Or 3y (z,y) = i5—(x,y) et oy (z,y) 552 (%:y), done Au =10

B. Positivité du laplacien et maximum

. Supposons qu'une fonction G de classe C? posseéde un maximum local en (a,b) € U; alors la fonction z —
2 2

G(z,b) possede un maximum local en a donc %(a, b) < 0 et de méme (g 5 (a,0) < 0; donc AG(a,b) <0

. Supposons par ’absurde que la fonction G prend une valeur strictement positive . Choisissons € € R} tel
ot M = supfa® + % (v.y) € K}),

que e(z? + %) < a pour tout (z,y) € K (par exemple, ¢ = MO;_ .
Posons Ge(z,y) = G(z,y) + (z* + y*) ; soit (a,b) un point du compact non vide K en lequel G, atteint son
maximum. Puisque ce maximum est > a, et (a® +b?) < a, il vient G(a,b) > 0. En d’autres termes, G, admet
un maximum (local) dans 'ouvert {(ac,y) € V; G(z,y) > 0} de R% Or AG. = AG + 4e > 0. C’est impossible

par la question précédente.

C. Démonstration de l’inégalité (*)

. Pour tout ¢, on a xy > 0, donc xy > 0. Par la question I1.7.b) il existe un disque ouvert de centre (0, yo) qui ne
rencontre pas K. Donc (a:g, yg) ne peut converger vers (0,yp). Il vient o > 0.

L’ application (z,y) — e"@Y|F(x,y)| est continue sur D, donc en (zq, o). On en déduit e’0¥0)|F(zq, yo)| =
lim e*@0Y) | F (g, y0)| = € donc (0, y0) € K.

(—00
Soit (x,y) € D. On a v(z,y) < n. Si z = z + iy vérifie |z| > by, on a =— < e !, donc, d’apres 114,
|F(z,y)| < e ™ et @Y |F(z,y)| < 1; donc (z,y) ¢ K.. Cela prouve que K. est borné.

On a démontré que K. est fermé dans R? et borné. (Vest une partie compacte de R%. Remarquons que pour
(z,y) € K., on a F(x,y) # 0, donc K, C W.

Pour (z,y) € W, posons G(z,y) = u(z,y) + v(z,y) — . Comme e“®Y¥) = |F(z,y)], il vient (z,y) € K. <~
G(z,y) 2 0. Or AG = Au+ Av = 0, donc d’apres la question III.4,, on en déduit que G < 0 sur W.

. Soit (z,y) € W. Comme u(z,y) + v(x,y) < € pour tout € > 0, on en déduit que u(x,y) + v(z,y) < 0. Pour
0
z > 0, comme F(z,0) > e 2, il vient u(z,0) > —x, donc —z +v(z, 0) < u(z,0) 4+ v(z,0) < 0. Donc v(z,0) <1
n
1
pour tout x > 0. Prenant la limite quand x — 1 (a l'aide de la question IL.5.b), il vient — Z < 1, soit

* by
Z

8

e

<1, dou E < we. Enfin, My, > my, = ,ui, donc M, * < ,u,;l, d’ou I'inégalité (*).
1k
k=1
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