On utilisera librement la remarque suivante :

Remarque. Soient I un intervalle ouvert a € I et g,h : I — R des fonctions, et A € R*. On suppose que g est dérivable au
sens généralisé en a et h est dérivable en a. Alors A\g et g+ h sont dérivables au sens généralisé en a et 'on a (Ag)'(a) = \g'(a)
et (g +h) (a) = g'(a) + h'(a) avec les conventions

A(Foo) =Fo00si A >0, A(foo)=Foosi A<0 et = oo+ x==+oo pour tout z € R.

I. La fonction racine cubique

A. Dérivées au sens généralisé.

1.

2.

L’application ¢~' est continue et strictement croissante comme réciproque d’une application continue strictement

—g(
croissante. Soit a € J. Posons b = g~ '(a). Pour y € I distinct de b posons h(y) = g(y;_g() Pour z € J distinct de
—1(p) _ o1
a, ona? () =9 (a): 1 .
T—a hog1(x)

! est continue en a et h admet la limite ¢(b) en b, on trouve, la fonction hog™* admet en a la limite ¢’ (b).

1
Comme la fonction g est strictement croissante, la fonction h prend ses valeurs dans R* | donc lim — = -
a—ahog~l(z) ¢'(b)

Sachant que g~

1 1
avec les conventions — = +0o0 et —— = 0.
0 +00

(a) Sigadmet un maximum local en ¢, il existe € > 0 tel que, pour tout = € Jc—e, c+e[, on ait = € I et g(z)—g(c) < 0.

M>Oetpourxe]c,c+e[,onawSQOH&:

Alors, pour z <€ ]c—¢€,¢[, on a
r—c, x<c xr —C

e = 1m 9@ —9(e)
g (C) J;—>37II;11:>0 T — C
Il vient ¢'(c) = 0.
g9(b) —g(a)

b—a

x €I ona,onah'(z) =g (x)—u (avec la convention +oo — u = +00) et h(a) = h(b). Nous devons démontrer
qu'il existe ¢ € [a,b] tel que h'(c) = 0.

, donc ¢'(c) € Ry U {+o0};

, donc ¢'(c) € R_ U {—o0}.

(b) Posons u = et, pour z € I, h(z) = g(x) — ux. La fonction h est dérivable au sens généralisé, pour

Comme la fonction h est continue sur le segment [a,b] elle y est bornée et y atteint ses bornes. Posons m =

inf{h(z); = € [a,b]} et M = sup{h(z); = € [a,b]}. Si m = M, alors h est constante sur [a,b], et on trouve

h'(¢) = 0 pour tout ¢ € [a,b]. Sinon, m et M ne peuvent étre tous deux égaux a h(a); quitte a changer g en —g,

on peut supposer que M # h(a). Comme le < sup > est atteint, il existe ¢ € [a,b] tel que h(c) = M ; comme

h(b) = h(a) < M, il vient ¢ € ]a,b[. Alors h atteint un maximum local en ¢, donc h/(c) = 0 d’apres (a).

9(z) —9(@) .. 9@) —g(a)
T —a

T —a

(a) D’apres la question 2.b), il existe ¢ € J, tel que ¢'(c) = €{d(y); ye€ J.} et en

(z) —g(a)

particulier inf{¢'(y), y € J.} < J <sup{g'(y), y € J»} (ces bornes étant bien siir prises dans R).
o

(b) Pour a € R, posons V,, = Ja— v, a[U]a, a+ a[. Par hypothese, pour tout intervalle ouvert U de R contenant , il
existe a € R tel que, pour y € V, on ait f'(y) € U; pour z € V,,ona J, C Vy;onaalorsinf{g' (y), y € J,} €U
et sup{g'(y), y € J,} € U. Cela démontre que inf{g'(y), y € J.} et sup{g’(y), y € J.} tendent vers ¢ (dans R)

x)—g(a
lorsque x tend vers a. D’apres (a) et en utilisant le théoréme des < encadrements >, on trouve lim M =/
r—a €r—a

Autrement dit g est dérivable au sens généralisé en a et ¢'(a) = £.

B. La fonction racine cubique

1.

(a) Posons g(x) = x*. La fonction g est strictement croissante, dérivable et bijective de R sur R. D’apres 1.(a), sa

1 1
fonction réciproque f est dérivable au sens généralisé. En particulier, on a f'(0) = W =0~ ~+o00.
g
N / 1 5|2/ o : : s )
(b) Pour s € R*, on a f'(s) = o) =5 La fonction f’ est paire et strictement décroissante sur R’ , on a
g (f(s
done f'(s) < f'(t) <= f(Is]) < f'(It) < Is| = [t].



(¢) La fonction g :  — f(x + a) — f(z — a) est continue sur R, dérivable en tout point z distinct de +a, et l'on a
g (@)= f(xr+a)— f'(x—a). Pour x < 0,0n a |z +a| <|z—al donc f'(x+a) > f'(x—a); donc g est croissante
sur | — oo, —af et sur | —a,0[; pour > 0, on a |z +a| > |z —al donc f'(z+a) < f'(z—a); donc g est décroissante
sur |0, a[ et sur ]a, +o00[. La fonction g atteint donc son maximum en 0.

. . C s . — +

(d) Siz =y iln’y arien & démontrer ; sinon, posons a = ‘u et z = rry de sorte que t = z4+a et y=z—a ou
T=z—aety=2z+a;comme f est croissante, on a |f(z) — f(y)| = |f(z+a) — f(z—a)| = f(z+a) — f(z—a);

y) ‘ La question (c¢) donne donc |f(x)— f(y)| < Q‘f(L ; y) ’

(e) Soit € > 0; comme f est continue en 0, il existe a tel que pour tout z € R tel que |z| < a on ait |f(2)] < e.
D’apres (d), on trouve que si |2 — y| < 2, |f(z) — f(y)| < 2¢. Donc f est uniformément continue sur R.

comme f est impaire on a f(a)— f(—a) = 2’f<x

1 2 3
2. (a) Pour tout z,y € R? on a ZxQ +axy+y? = (y—l— %) >0, donc 2% + zy + 1y > 11‘2.
(b) Soient xg,z € R tels que zg # 0 et x # xo. Posons y = f(x) et yo = f(x0). On a
f@) = flxo) _ y—wo _ 1 _
& — o Y-y Y5 Yoy +y?
3 — 4 1
D’apres (a), on a on a y2 + yoy +4° = ~yi > 0, donc 0 < f@) = f(@o) < - Or f'(zo) 5, donc
4 T — Xo 3y§ 3Y;

f(x) — f(l'()) < 4f/(370)

Tr — X

0<

C. Construction d’une suite dense.

1. (a) La fonction g est dérivable sur R et ¢'(t) = cost — tsint. Puisque f est dérivable sur R*, la fonction g o f est
dérivable sur R et pour ¢ # 0, on a (g0 f)'(t) = £ (£)g/(£(1)). Or lim f/(t) = +00 et lim g/ ((8)) = o/ (F(0)) = 1.

donc %in(l)(g o f)(t) = +o0. D’apres A.3.(b), cela implique que g o f est dérivable au sens généralisé en 0 et
(g0 £)(0) = +oc.

/
(b) Remarquons que pour x # 0, f'(z) = 3f( 2 , de sorte que (g o f)'(z) = h(f(z)), ott 'on a posé h(t) = 937(3? =
0307:; + %nt Comme lim f(z) =400 et . hin h(t) =0, il vient lim (g o f)(z)=0.

2. (a) Pour k e N,on a g(kw) (=¥ et g((k+1)7) = (— )k+1(k—|—1)7r Si x € R satisfait kr > |z|, alors « est dans
le segment d’extrémités g(km) et g((k+ 1)7). Puisque g est continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un nombre y(k, z) € [kn, (k+1)7] tel que g(y(k,x)) = x. Or g((k+1)7) # z, donc y(k, x) € [k, (k+1)7|
(b) On a an,, —x = (go f)(ng) — (g0 f)y(k,2)*) de sorte qu’il existe z, € [ng,y(k,2)°] tel que a,, —z =
(ng, — y(k,z)3 )(g o f)(21). Lorsque k — oo, puisque y(k,x) > kr et 2z > y(k, :c)3 — 1, il vient z; — oo, donc

(go f)(zr) — 0. Comme |ny, —y(k,z)3| < 1, il vient khm Gp,, —x = 0.

3. Soit # € R. Par la question précédente, il existe une suite (ny) de nombres entiers naturels telle que lim a,, = ;
— 00

donc z est adhérent a {a,; n € N}. Cela étant vrai pour tout z, 'adhérence de {a,; n € N} est R, autrement dit
{an; n € N} est dense dans R.

4. Rappelons que pour a € R, a > 1 la série de terme général Sn_o‘) converge. Comme 0 < A, < n~ 2 la la série de terme
général (\,) converge. On a |a,| < n'/3, donc |f(an)| < n'/?, donc | A, f(an)] < n~® avec o = 2 —1/9. On en déduit
que la série A\, f(a,) est absolument convergente donc convergente.

I1. Construction de la fonction F
1. Construction.

(a) Remarquons d’abord que la série de terme général A, f(—a,,) = —\,, f(a,) converge par hypothése. Soit M € R..
Pour x| < M,ona |f(z—an,)— f(—an)| < 2|f(x/2)] d’apres la question B.1.(d). Donc |\, (f(z—an)— f(—an))| <
223 MY/3 )\, 11 S’ensuit que la série de fonctions de terme général A, (f(z — an) — f(—an)) converge normalement
sur Uintervalle [—M, M]. Il en résulte que la série de fonctions de terme général x — A, f(z — a,) converge
uniformément sur [—M, M]. Si K est un compact de R, il est borné donc contenu dans un intervalle de la forme
[—M, M]. 11 en résulte que la série de fonctions de terme général x — A, f(x — a,) converge uniformément sur
les compacts de R.

(b) Soient z,y € R tels que z < y. Alors F(y) — F(x) est somme des nombres strictement positifs \,, (f(y — an) —
flx— an)) (vu que f est strictement croissante et les ), sont strictement positifs) donc est strictement positif.

Ainsi, la fonction F' est strictement croissante. Sa restriction a chaque compact de R est continue comme somme
d’une série uniformément convergente de fonctions continues. Donc F' est continue.



(c)

(d)

()

+oo
Posons G(z) = Z Anf(xz — ay,). De méme que F, la fonction G est strictement croissante. Pour > ag, on a

G(z) > G(aop), go:ﬁc F(z) — F(ag) = Ao f(z — ao) + G(z) — G(ap) > Aof(x — ap); pour ¢ < ag, on trouve de
méme F(z) — F(ao) = Mof(z — ao) + G(z) — G(ao) < Xof(z — aog).

On a hr_irrl flx—ag) =4ocet lim f(z—ag) =—00. Comme pour x > ag on a F(x) > F(ag) + Xof(z — ag),
o T——00
on en déduit que 11141_1 F(z) = +00. De méme lim F(z) =—o00

L’application F' est strictement croissante donc injective; comme elle est continue, son image est un intervalle;
par (d) elle n’est ni majorée ni minorée, donc son image est R. En d’autres termes elle est surjective, donc
bijective.

2. Pour z,z¢ € R tels que x # g, on a F(x) Z)\k (x —ag) — f(xg — ag)), donc

F(x) Z/\ —ak) — f(zo —ax)

T — X T — X

Or, comme f est croissante, cette série est a termes positifs, donc sa somme majore ses sommes partielles. Autrement
dit, pour n € N on a

3. Comme f'(0) = 400, on a lim

Donc lim

4. (a)

Z)‘ (x —ag) f(xo—ak)<F(93)—F($0).

X
Tr — X9 Tr — X

flx—ay)

T—an T — Ay

= +00. Or

ML) (s S w) - S —a)  F@) - Fle),

n
T —an, T —an, T — an

k=0

F(x) - F(an)

= +00. Donc F est dérivable au sens généralisé en a,, et F'(a,) = +oo.
T—an T — ap

Soit n € N. La fonction g : x — Z A f(x — ag) est dérivable en zq et sa dérivée vaut Z Ao f'(x — ag). 1 existe
k=0 k=0
g(z) — g(zo)

alors ¢ > 0 tel que, pour tout € R, si 0 < |z — x| < &, alors
X — X

1+Z/\ “’“xixo Z)\kf T — ap).

Soit M € R,. Comme la série de terme général (positif) (A, f'(zo — an)) est supposée divergente, il existe n
n

- g'(xo)’ < 1 et en particulier

tel que Z)\kf'(x —ai) = M + 1. Par (a), il existe € > 0 tel que pour tout z € R, si 0 < |z — | < &, on a

k= O
n

1+Z>\ k) = flwo = ar) EZAkf’(zfak); dans ce cas, on a
=0

T — X9

Fl@) = Fleo) o g~y S an) = @0 a) oy LSSy iy —a) 5 .

Tr — X =0 Tr — X k=0
F(x)— F(x
Cela démontre que lim M = +00, autrement dit que F' est dérivable au sens généralisé en x( et
T—To T — X9

F'(zg) = +o0.
Pour tout n € N et tout « € R tel que = # x, on a d’apres 1.B.2.(b)

—ax) — fzo — ax) — P
Z )\ <4 > Nef'(mo — ar),

xr—Xx
k=n-+1 0 k=n-+1

soit
Pl) = Plao) 5y S o) = Too—o) |y $5 3 gy

r—x r—x
0 k=0 0 k=n-+1




(b)

+oo
Soit & > 0. Comme la série de terme général \,, f'(zo —ay,) est convergente, il existe n € N tel que Z A f! (mo—

k=n-+1
+oo n
ar) < €/4. Posons (§ = Z A f(zo — ax) et notons g I'application z +— Z)\kf(x — ay). L’application g est
k=n+1 k=0

n
dérivable en zg et ¢'(zg) = Z A f!(zo — ay), il existe a > 0 tel que pour z € R satisfaisant 0 < |z — x¢| < o on

k=0
ait ‘M - g'(xo)‘ < /4. Alors d’apres les questions 2. et 5.(a) on a
r — X
o(a) - glan) _ Fla) = Fa) _ g(o) = glao) , o
xr — Xo T — Xo Tr—To
+o00
Posons £ = Z Mef' (o — ag) = ¢'(z0) + 3. On a
k=0
9(z) — g(zo) > g (x0) —e/A =0 —¢/2,
r — X
et
w+45<g/(xo)+€/4+4ﬁ:€+s/4+3ﬁ<€+5.
— T
F(x)—F
Il vient £ — /2 < M <l+e.
Tr — X9

On a donc démontré que, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout € R satisfaisant 0 < |z — | < «a,
on ait
F(z) — F(xo)

Tr — X

— /| <e.

Donc F est dérivable en xq et F'(xg) = £.

6. La fonction F' est dérivable au sens généralisé en tout point de R. D’apres la question I.A.1. la fonction réciproque
F~1 de F est dérivable au sens généralisé en tout point de R; de plus, pour z € R, si F'(z) # +o0, alors F'(z) >
Mof'(x —ag) > 0, donc F’ ne s’annule pas. Donc (F~ ')’ est partout fini. En d’autres termes F~! est dérivable en tout
point de R.

ITI. Parties denses de R

A. Intersections d’ouverts denses.

1.

(a)

Démontrons I’existence de u,, et v, par récurrence sur n. Comme V, est ouvert et dense et I est ouvert et non
vide, Vo N I est ouvert et non vide, done contient un segment [ug, vo].

Supposons u,, et v, construits. Comme V,, 11 est ouvert et dense et ]un, vn[ est ouvert et non vide, V4 ﬂ]un, vn[
est ouvert et non vide, donc contient un segment [ty 41, Vn11].

La suite u,, est croissante et la suite v, est décroissante. Comme u, < v, < vy la suite u, est majorée donc
convergente. Soit u sa limite. De méme la suite v, est décroissante et minorée donc convergente. Soit v sa
limite. Comme pour tout n on a u, < v,, il vient v < v. Comme u,, est croissante et v, décroissante, on a
Uup < u < v < v, Donc pour tout n, on a u € [uy,, v,]. En particulier u € [ug, vg] donc u € I et u € [uy, v,] C V.
Donc u € TN B # 0.

2. Comme ’ensemble B rencontre tout ouvert non vide de R, il est dense dans R.
3. L’ensemble V! = V,, NR — {z,,} est ouvert et dense donc B’ = ﬂ V! est dense dans R. Or B’ = B — {z,,, n € N}.

neN

B. Parties contenant des < gros compacts >

n
1. (a) Comme ¢, € I, les ouverts C' C U I}, recouvrent. Supposons que pour tout n € N, C' ¢ U Iy ; alors il existe

keN k=0
n

une suite z,, € C telle que z,, ¢ U Ii. On peut alors extraire une sous-suite (z,(,)) qui converge vers y € C.
k=0
Comme C' C U I, il existe £ € N tel que y € I, ; comme I, est ouvert, il existe N € N tel que 'on ait ) € I

keN

pour n > N. Remarquons que, puisque ¢ est strictement croissante, on a ¢(n) > n pour tout n € N; alors pour
m

n > max(N,{) et m = ¢(n), on a x,,, € I; C U I}, en contradiction avec la construction de x,,.
k=0



(b)

n
Pour k € N, notons hy, : © — max(0, ap — |z — cx|) ; posons h = Z h. La fonction h est continue et positive et

k=0
n

I’ensemble des points en lesquels elle n’est pas nulle est U Ii. En particulier, elle ne s’annule pas sur C. Posons
k=0
m = inf{h(z); z € C'}. Comme C est compact, cet < inf > de la fonction h est atteint, donc m > 0. Posons alors

g(x) = min (1, —) La fonction ¢ est continue et
m

— pour tout z € C, on a h(z) = m, donc g(z) = 1;
— pour tout z & U Iy, on a h(x) =0, donc g(z) =0 .
k=0

n n
Notons xi la fonction qui vaut 1 sur Iy et 0 ailleurs et ¢ = Z Xk- La fonction ¢ est en escalier ; pour x & U Iy,

k=0 k=0
“+oo

b
onag(z) =¢(x) =0;pourx € Iy;onag(x) <1=xr(z) < e(x). Donc g < ¢. Or/ Xk(t)dt < / Xk (t)dt =

— 00

2a;.. On trouve
b b n b n
/ g(t)dt < / o(t)dt = Z/ Xe(t)dt < 204 <.
a a k=0v¢ k=0

Soient a,b € R tels que a < b. Par hypothese, il existe un compact C' C AN [a,b] et € > 0 tels que pour toute
b

fonction continue g : [a,b] — [0, 1] satisfaisant g(z) = 1 pour tout z € C on ait / g(t)dt > e. D’apres 1, C n’est
a

pas dénombrable, donc A N [a, b] non plus.

Soit D une partie dénombrable de A. Soit U un ouvert non vide de R; il contient un segment [a, b] avec a < b.

Comme [a, b]N A n’est pas dénombrable, 'intersection [a, b] N A n’est pas contenue dans D, donc (A—D)NU # ().

Cela démontre que ’ensemble A — D est encore dense dans R.

IV. Les points de pente infinie

A. Densité des points de pente infinie.

1.

(a)

(b)

Pour tout x € R et tout n» € N, on a 0 < A\ygr(z — a,) < AT. Comme la série de terme général A\, T
est convergente, la série de fonctions de terme général © — A,gr(z — a,) est normalement convergente. En
particulier la série de terme général A\, gr(x — a,) converge.

|x|—2/3

On a gr(0) = T et, pour z € R*, on a gr(x) = inf (T, ) La fonction gr est continue sur R* (comme
< inf » de deux fonctions continues) et égale & T au voisinage de 0 : elle est continue sur R. La fonction G est

somme d’une série normalement convergente de fonctions continues : elle est continue.

On a vu que, pour tout z € R, on a F'(z) = Z Anf'(x — ay), au sens que si un des termes de la série vaut +oo
neN
ou si cette série a termes positifs diverge, on écrit Z M f'(z —a,) = +o0.
neN
Comme pour tout z, tout n € N et tout 7 € R} on a gr(z —a,) < f'(x —ay), on a Z/\ng;r(a: —ap) <
neN
Z A f'(z —ay), soit Gr(x) < F'(x). Comme cela a lieu pour tout T, on trouve sup{Gr(z); T € R} < F'(x).

neN
n

Soit M € R% tel que M < F'(z). Alors M ne majore pas les sommes partielles Z)\kf'(x — ag), donc il
k=0

existe n € N tel que Z)\kf’(x —ag) > M. Si z est égal & un des a; avec 0 < k < n, alors, pour T =
k=0

M+1 . /

—,ona Aegr(z —ap) = M + 1, donc Gr(x) > M ; sinon, pour T = max{f'(x — ax); 0 < k < n}, on
k

a ZgT(ac —ap) = Z)\kf’(ac — ag) > M. Dans tous les cas, on a trouvé T € R, tel que Gr(z) > M, donc

k=0 k=0

sup{Gr(z); T € Ry} > M. Cela étant vrai pour tout M < F'(z), on a sup{Gr(z); T € Ry} > F'(x).

Sil existe T' € Ry tel que Gr(z) > M, alors F'(z) > Gr(x) > M, donc x € Uyy. Si @ € Uy, alors F'(z) > M,

et comme F'(z) = sup{Gr(z); T € Ry}, M ne majore pas {Gr(z); T € R}, donc il existe T € R tel que

GT(.%') > M.



(b) Pour tout T' € Ry, la fonction G est continue, donc ’ensemble {x € R; Gr(x) > M} est ouvert; la réunion

Upm = U {z € R; Gr(x) > M} est donc ouverte. Or pour tout n € N, on a F'(a,) = +00. Donc D C Uy et
TeR4
Uy est dense.

3.OnaA={z€R; Fl(z) =+oc}={z€R; VM €N, F'(z) > M} = ﬂ Ups. Comme pour tout M € N, Pensemble

MeN
Uy est ouvert et dense, I'intersection A est dense dans R, et comme D est dénombrable A — D est encore dense dans

R (d’apres IIL.A).
B. Densité de l’ensemble des points de pente finie.

1. Soient a,b € R tels que a < b. Soit M € R*. Posons C' = {x € [a,b]; v & Un}. Soit g : [a,b] — [0,1] une
fonction continue telle que g(t) = 1 pour tout z € C. Pour tout z € [a,b], on a g(z) = 1 ou F'(x) > M, donc

Mg(z)+ F'(x) > M. Posons alors ®(z) = M/ g(t)dt + F(z). La fonction ® est continue sur [a, b] dérivable au sens

généralisé en tout point de Ja, b et ®'(x) = Mg(x) + F'(z) > M ; il vient ®(b) — ®(a) > M (b — a) (d’apres 1.A.2.(b))
b

soit / Mg(t)dt + F(b) — F(a) > M(b—a).

F)—-F

H et C ={x € a,b]; x € Uy} C BNla,b].

D’apres la question précédente, pour toute fonction continue g : [a,b] — [0, 1] satisfaisant g(z) = 1 pour tout =z € C
on a
F()—-F

2. Soient a,b € Ret e € R} telsquee > 0 et a+e < b. Posons M =

> ¢. D’apres II1.B, pour toute partie dénombrable N C R, ’ensemble B — N est

dgnse dans R.



