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1 Groupes, sous-groupes, morphismes

Définition 1.1 Un groupe est un ensemble G non vide muni d’une loi de composition interne associative,
possédant un élément neutre, et tel que tout élément de G admet un inverse (= un symétrique). Si la loi
est commutative, on dit que le groupe est commutatif (ou abélien).

Remarque : unicité de 1’élément neutre, de 'inverse
Notations multiplicative et additive (celle-ci étant réservée aux groupes commutatifs).
Définition du produit cartésien de deux groupes.

Ezemples :

. Z,Q, R, C munis de +.

. Q", R*, C* munis de x.

. (Z/nZ,+).

(Mo (K),4), (GLa(K), x).

. (S(E), o) groupe des bijections d’un ensemble E. Groupe symétrique (Sy, o).

T W N~

Proposition 1.2 Soit (G,-) un groupe et H une partie de G. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a. H est stable pour la loi - et (H,-) est un groupe,
b. H est non vide, stable pour la loi - et stable par passage a linverse,

c. H est non vide et vérifie : ¥(z,y) € H*,x -y~ 1 € H.
Si a, b ou c est vérifié, on dit que H est un sous-groupe de G.
Proposition 1.3 Une intersection de sous-groupes est un sous-groupe.

Ezxemples :
1. ]0, +oo] est un sous-groupe de (R*, x).
2. U, = {z € C|z" = 1} est un sous-groupe de (C*, x), et méme de (S*, x).



3. Les sous-groupes de (Z, +) sont les mZ, m € N.
4. Les sous-groupes de (R, +) sont soit de la forme aZ (« € R), soit denses dans R (cf exercice ci-dessous).
5. Centre d'un groupe : Z(G) = {a € G|Vx € G,ax = za}

Exercice 1.4 (Sous-groupes de R) 1. Soit G un sous groupe de (R, +), non réduit a {0}.

(a) Montrer que si inf(GN|0,+oo]) > 0, alors G est de la forme aZ, avec o > 0. (G est alors
discret)

(b) Montrer que si inf(GN]0, +oo[) = 0 alors G est dense dans R.
2. Soit 6 €]0,+00[. Montrer que G = {a + b, (a,b) € ZQ} est un sous-groupe additif de R.
Montrer que G est discret si et seulement si 6 € Q.

Exercice 1.5 Montrer que le centre de GL,(K) est l’'ensemble des matrices scalaires non nulles.

Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G,-) un groupe et soit A une partie non vide de G. on appelle sous-groupe engendré par A
Iintersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent A. C’est aussi le plus petit sous-groupe de
G qui contient A. On le note gr(A) ou < A >.

Proposition 1.6 Soit (G,-) un groupe, A une partie non vide de G. Alors gr(A) est l’ensemble des
produits d’éléments de A et de leurs inverses.

Ezemples :

1. nZ = gr({n}) dans (Z,+).

2. U, = gr({e*™}) dans (C*, x).

3. GL,(K) est engendré par les matrices d’opérations élémentaires.

Morphismes de groupes (=homomorphismes)

Définition 1.7 Soit (G,*) et (G',«') deuzx groupes. On dit qu’une application f : G — G’ est un
morphisme de groupes si : Va,y € G, f(zxy) = f(x) " f(y).

Remarque : on a alors f(1g) = 1 et f(z7') = f(x)~! pour tout z € G.

Si f est un morphisme bijectif, on dit que c’est un isomorphisme, et on dit alors que G et G’ sont
isomorphes.

En utilisant que la composée de deux morphismes est encore un morphisme et que l'inverse d’un iso-
morphisme est un (iso-)morphisme, on définit le groupe des automorphismes du groupe G, que 'on note

(Aut(G),0).

Proposition 1.8 L’image (respectivement l'image réciproque) d’un sous-groupe par un morphisme est
un Sous-groupe.

En particulier, si f : G — G’ est un morphisme de groupes, alors Imf = f(G) est un sous-groupe de G’
et Kerf ={z € G|f(z) = 1¢} est un sous-groupe de G.



Proposition 1.9 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors f est injective si et seulement si
Kerf ={1g}.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On remarque que si x € Kerf et a € G, alors aza™' € Kerf.
Ainsi Kerf est stable par conjugaison.

Définition 1.10 Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. On dit que H est distingué dans G si :
Ve € G,Vh € H,zhx™' € H.

Remarque : dans un groupe commutatif, tout sous-groupe est distingué.

On vient de voir que le noyau d’un morphisme de groupes est distingué. Plus généralement on a :

Proposition 1.11 L’%mage réciprogue par un morphisme de groupes d’un sous-groupe distingué est un
sous-groupe distingué.

Ezxemples de morphisme :

0. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors l'inclusion de H dans G est un morphisme de
groupes injectif.

1. exp: (R,+) — (]0, +o0], X) est un isomorphisme d’inverse In.

2. det : (GL,(R), x) — (R*, x) est un morphisme de groupes surjectif.

SL,(R) = Kerdet est un sous-groupe distingué de GL,(R). L’ensemble des matrices n x n inversibles &
déterminant positif est un sous-groupe distingué de GL, (R) (c’est det™'(]0, +-00[)).

3. Signature des permutations : € : (Sp,0) — ({—1,+1}, X) est un morphisme de groupes.

Exercice 1.12 On note Q7 = QN]0,+oco[. Montrer que les groupes (Q,+) et (Q),x) ne sont pas
isomorphes (indication: utiliser le fait que v2 ¢ Q).

Exercice 1.13 (Automorphismes intérieurs) Soit G un groupe. Pour tout a € G, on définit une
application 1, : G — G en posant V¥, (x) = aza™t pour tout z € G.

1. Montrer que pour tout a € G, ¥, est un automorphisme de G. Tout automorphisme de cette forme
est appelé automorphisme intérieur.

2. Montrer que Uapplication ¥ : G — Aut(G) qui d tout élément a de G associe 1, est un morphisme
de groupes.

3. Montrer que l’ensemble Int(G) des automorphismes intérieurs forme un sous-groupe distingué de

Aut(G).

4. Montrer que le centre Z(G) de G est un sous-groupe distingué de G.



2 Ordre d’un élément, ordre des sous-groupes, groupe quotient

2.1 Ordre d’un élément

Définition 2.1 Soit (G,-) un groupe et soit x un élément de G. L’ordre de x est le plus petit entier
n € N*, sl existe, tel que x™ = 1. Sinon, on dit que x est d’ordre infini.

Autre définition : V'ordre de x est I'ordre du sous-groupe de G engendré par x.
(Rappel : V'ordre d’'un groupe H est par définition son cardinal, on le note |H|).

Remarques : 0. Dans un groupe fini, tout élément est d’ordre fini.

1. Tl existe des groupes infinis dans lesquels tout élément est d’ordre fini.

2. 11 existe des groupes infinis engendrés par un nombre fini d’éléments d’ordre fini.
3. L’ordre des éléments est conservé par isomorphisme.

Proposition 2.2 Soit (G,-) un groupe et soit x un élément de G. Alors pour tout m € Z on a :
™ =1 si et seulement si l'ordre de x divise m.

2.2 Groupes monogenes, groupes cycliques

Définition 2.3 Un groupe est monogéne s’il est engendré par un seul élément. Si de plus il est d’ordre
fini, on dit que le groupe est cyclique.

Remarques :
1. Un groupe cyclique est commutatif.
2. Les générateurs d’un groupe cyclique d’ordre n sont exactement ses éléments d’ordre n.

Théoréme 2.4 Soit (G,-) un groupe monogéne. Alors:
i) soit G est infini et est isomorphe a (Z,+).
i1) soit G est fini et G est isomorphe a (Z/nZ,+) oun = |G|.

Démonstration : Soit g un générateur de G. Si g est d’ordre infini, montrer que I’application ¢, :
(Z,+) — (G,-) définie par ¢4(k) = g* est un isomorphisme. Si g est d’ordre fini n, montrer que
'application ¢, : (Z/nZ,+) — (G, ) définie par ¢4 (k) = g* est bien définie et est un isomorphisme.

Les générateurs de (Z,+) sont 1 et —1.

Générateurs de Z/nZ

Proposition 2.5 Soit k € Z. Alors k est un générateur de (Z/nZ,+) ssi k An = 1.
Conséquence : il y a p(n) générateurs de (Z/nZ,+), ou ¢ désigne l'indicateur d’Euler.

Corollaire 2.6 Soit (G,-) un groupe cyclique d’ordre n et g un générateur de G. Alors les générateurs
de G sont les g* avec k An = 1.

Démonstration : L’isomorphisme ¢, défini plus haut envoie un générateur sur un générateur.



Exercice 2.7 Soit (G,-) un groupe cyclique d’ordre n et g un générateur de G. Alors pour tout k € N,
Pordre de g* est Th

Exercice 2.8 (Groupes d’ordre 4) Montrer que tout groupe d’ordre 4 est isomorphe & Z/47 ou d
7/27 X Z/27.

2.3 Classes, indice, théoréeme de Lagrange

Soit (G, -) un groupe et H un sous-groupe de G. La relation R4 définie sur G par :
TRy & rlye H

est une relation d’équivalence.

Pour tout « € G, H = {xh,h € H} est la classe d’équivalence de x par R, et s’appelle la classe & gauche
de x. Toutes les classes & gauche ont méme cardinal (celui de H) et elles forment une partition de G. On
note (G/H), I'ensemble des classes & gauche et [G : H| le cardinal de cet ensemble (appelé indice de H
dans G) quand il est fini. Si G est fini on a alors |G| = [G : H] x |H| et on en déduit le :

Théoréme 2.9 (Théoréme de Lagrange) Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors
Uordre de H divise l'ordre de G. En particulier lordre de tout élément de G divise l'ordre de G.

Corollaire 2.10 Soit G un groupe d’ordre fini n. Alors pour tout x € G, 2™ = 1.
Corollaire 2.11 Tout groupe d’ordre premier est cyclique.

De maniere similaire, on peut définir sur G une relation d’équivalence R, et les classes a droite associées
Hz (pour tout z € G). Il'y en a autant que de classes a gauche mais elles ne définissent pas nécessairement
la méme partition de G. On note (G/H )4 ensemble des classes a droite.

Ezemple : Dans le groupe symétrique S3, déterminer les classes a gauche et a droite pour le sous-groupe
H =< (1,2) > (engendré par la transposition (1,2)).

Le cas ou les deux partitions sont les mémes correspond au cas ou H est distingué dans G :

Proposition 2.12 Soit G un groupe et H un sous-groupe.
Alors H est distingué dans G ssi (G/H), = (G/H)q (ie les classes a gauche et & droite coincident).

Corollaire 2.13 Tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

2.4 Groupe quotient

Théoréme 2.14 Soit (G,-) un groupe et soit H un sous-groupe de G.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) H est distingué dans G,

(it) La loi de composition sur G induit une loi de composition bien définie sur (G/H),.



Si H est un sous-groupe distingué de G, les classes a gauche et & droite coincident et on peut donc définir
G/H = (G/H), = (G/H)4. D’apres le théoréme on peut munir G/H de la loi induite par la loi de G
(définie par zH - yH = xyH pour tout z,y € G). (G/H,") est le groupe quotient de G par H.

Remarques : 1'élément neutre est la classe de 1¢ (=H). On a |G| = |G/H| x |H| si G est fini.

On notera T plutdt que xH la classe de z. La projection canonique 7 : G — G/H définie par w(z) =
est un morphisme de groupes et son noyau est H. Ainsi on a la :

Proposition 2.15 Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G.
Alors H est distingué dans G ssi H est le noyau d’un morphisme de groupes défini sur G.

Ezxemples :

1. (Z/nZ,+) est le groupe quotient de Z par le sous-groupe nZ.

2. ]0,+oc[ est un sous-groupe (distingué) de (R*,x) et on a R*/]0,+oo[= {1,—1}, 1T =]0,+o00[ et
—1=] —00,0].

Proposition 2.16 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors [ induit par passage au quotient
un isomorphisme de groupes entre G/ker f et Imf. En particulier on a |G| = |[Imf| x |ker f| si G est

fini.

Ezemples :

1. L’application f : (R,+) — (C*, x) définie par f(t) = 2™ est un morphisme de groupes, qui induit
un isomorphisme R/Z ~ S1.

2. L’application N : (C*, x) — (R*, x) définie par N(z) = |z| est un morphisme de groupes. On a
ker N = S', ImN =]0,+oo[ et C*/ker N = C*/S* ~]0, +o0[.

3. Le morphisme det : GL,(R) — R* induit un isomorphisme GL,(R)/SL,(R) ~ R*.

4. Pour tout groupe G, on a un isomorphisme Int(G) ~ G/Z(G) (cf exercice 1.13).
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Exercice 2.17 1. Soit G un groupe ou pour tout x, x° = e. Montrer que G est abélien.

2. Pour cette question et la suivante, on suppose que G est de plus un groupe fini non trivial. Montrer
qu’alors G est d’ordre pair.

3. En déduire que l'ordre d’un groupe G fini, vrifiant U’hypothse de la premire question, est une puis-
sance de 2 (indication: on raisonnera par récurrence sur 'ordre de G en considérant un quotient bien
choisi).

Exercice 2.18 (Groupes d’ordre 6) Le but de cet exercice est de montrer que les seuls groupes d’ordre
6 sont, a isomorphisme prés, Z/6Z et Ss. Soit G un tel groupe.
1. Montrer que G admet des éléments d’ordre 2 et 3 (cf ex. 2.17).
Soit b un élément d’ordre 3 de G. Montrer que (b) est distingué.
Soit a un élément d’ordre 2 de G. Montrer que aba est égal ¢ b ou b>.

Si aba = b, montrer que ab est d’ordre 6 et conclure que G ~ Z/6Z.

Si aba = b?, on pose ¢ = ab et d = ba. Montrer que G = {e,a,b,b? c,d} et écrire la table de G.
Conclure que G >~ S3.



3 Le groupe symétrique

Soit n € N*. S, est par définition I’ensemble des bijections de I’ensemble {1,...,n}. C’est un groupe
pour la composition des applications, d’ordre n!, et non commutatif dés que n > 3. les éléments de S,
s’appellent des permutations.

Notation o = ( R SR )

Attention, on écrit souvent oo’ pour o o o’.

3.1 Décomposition en cycles

Définition 3.1 Soit o € S, et soit x € {1,...,n}.
On appelle orbite de x pour o l’ensemble O, = {o*(x),k € Z}.

Lemme 3.2 Soit 0 € S,,. Les orbites pour o forment une partition de {1,...,n}.

Démonstration : les orbites sont les classes d’équivalence pour la relation d’équivalence R sur {1,...,n}
définie par : ¥Ry & 3k € Z,y = o¥(x).

Définition 3.3 Une permutation est un cycle si elle posséde eractement une orbite non réduite a un
élément. Cette orbite s’appelle le support du cycle. Son cardinal est la longueur du cycle.
Un cycle de longueur 2 s’appelle une transposition.

Notation (ajas .. .a;) pour un cycle.
Lemme 3.4 Deux cycles a supports disjoints commutent.

Théoréme 3.5 Toute permutation (# id) se décompose en produit de cycles a supports disjoints et cette
décomposition est unique a ’ordre des facteurs preés.

Application : calcul des puissances d’'une permutation, de son ordre.

Exercice 3.6 Quel est le plus petit n tel que S, contienne un élément d’ordre 14 ¢

3.2 Conjugaison

Soit ¢ = (ajas . ..a;) un cycle et o une permutation quelconque de S,,. Alors on a :
ocot = (o(ar)o(az) . ..o(a)).

Le conjugué d’un cycle est donc un cycle de méme longueur.

Pour un produit de cycles C = cyca...c; on a :

0Co~ ! = (oero ) (ocao™ ) ... (oepa™h).



Ceci permet de montrer le théoréme qui va suivre en ayant auparavant établi la notation suivante :
pour o € S, \ {id}, on note I(o) = (l1,--,lk), l1 > ... > Il > 1 les longueurs des cycles dans sa
décomposition en cycles & supports disjoints. On pose I(id) = 1.

Théoreme 3.7 Soit 0,0’ € S,,. Alors o et o’ sont conjugués dans S, ssil(o) =1(d').

Applications :

1) Parties génératrices de S,

Proposition 3.8 1. S, est engendré par les transpositions.
2. S, est engendré par les transpositions de type (i,i+ 1).

3. S, est engendré par les permutations (12) et (12...n).

2) Centre de S,

Exercice 3.9 1. Soit 0 € S,, et ¢ un cycle de S,,. Calculer oco™1.

2. Soit o un élément du centre de S,,. Montrer que pour tous 1 < i,j < n, o préserve {i,j}.
3. En déduire le centre de S,,, pour n > 2.

3.3 Signature

Définition 3.10 Soit o € S,,. On appelle signature de o le nombre e(o) = (—1)"* ou k est le nombre
d’orbites suivant o. Sie(o) =1, on dit que o est paire, si e(c) = —1, on dit que o est impaire.

Proposition 3.11 (Signature d’un cycle) Soit c € S, un cycle de longueur l. Alors £(c) = (—1)71.
En particulier, toute transposition est impaire.

Théoreme 3.12 ¢: S, — {—1,+1} est un morphisme de groupes.

Le groupe alterné A,, est le noyau de e, c’est-a-dire ’ensemble des permutations paires de S,. C’est un
sous-groupe distingué de S,, d’ordre n!/2.

Ezemple : déterminer Ay.

Exercice 3.13 Dans le groupe S7 des permutations de {1,...,7}, considérons les éléments
(1 2 3 4 5 7t71234567
“\56 1 7342)°77\365 4172

1. Décomposer o et T en produits de cycles a supports disjoints.

= o

2. Ces deux éléments sont-ils conjugués ?

3. Quel est lordre de o ? Quel est I’élément o'45 2



4 Groupe des isométries affines

4.1 Groupe affine

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n et £ un espace affine sur £. On s’intéresse a
(GA(E),0), le groupe des bijections affines de &, appelé groupe affine de £.

Rappels : Pour toute application affine f : £ — &, on note 7 € L(E) son application linéaire associée.
Une application affine est déterminée par son application linéaire associée et par I'image d’un point.
Si f et g sont affines, alors f o g est affine d’application linéaire associée f o 7.

Soit f: & — &£ affine. Si f est bijective, alors f~! est affine.

Soit f: & — &£ affine. Alors f est bijective ssi ? lest.

L’application

CU o=

d: (GA(E),0) — (GL(E),o)
f — 7

est un morphisme de groupes surjectif.
Vocabulaire : une application affine bijective est souvent appelée transformation affine.

Quelques sous-groupes particuliers de GA(E)

1. T(E) =ker¢ = {f € GA(E), ? =idg} = {ty,v € E} est le sous-groupe des translations de £ (on
note t, la translation de vecteur v). C’est un sous-groupe distingué (car noyau d’un morphisme
de groupes). Ainsi le conjugué d’une translation par une bijection affine est une translation. Plus
précisément : soit g € GA(E), soit v € E, alors got,og~ ! = b5 ) -

2. HT(E) = ¢~ ({Nidg, A € R*}) est le sous-groupe des homothéties-translations.
(Rappel : Soit f € GA(E) tel que ? = Xidg avec A € R\ {0,1}. Alors f est une homothétie de
rapport \.)
C’est un sous-groupe distingué (car {\idg, A € R*} est distingué dans GL(E)).
Soit g € GA(E), soit h € HT(E). On suppose que h = hom(C, \) (homothétie de centre C et de
rapport A). Alorson a: gohog~t = hom(g(C),\).

3. ¢ 1({idg, —idg}) est le sous groupe distingué des translations et symétries centrales.

4. GAT(&) = {f € GA(S),det(?) > 0} est le sous-groupe des bijections affines positives. Il est
distingué d’indice 2 dans GA(E).

5. Soit X une partie de €. Gx = {f € GA(E), f(X) = X} est le groupe des transformations affines
qui conservent X.
Cas particulier : X = {P} o P est un point de £. Gpy est le groupe des bijections affines qui
laissent fixes P et il est isomorphe & GL(E).
Remarque : si tous les éléments de G ont un point fixe en commun (ce qui arrive dés que X est fini:
considérer 'isobarycentre des éléments de X ), alors le probléeme, affine au départ, devient vectoriel
(il revient au méme d’étudier les éléments de G et leurs applications linéaires associées).

Exercice 4.1 (Groupe du triangle) Soit £ un plan affine et Ay, As, As trois points non alignés de
E. On considére le triangle T = {A1, Ag, A3}. Alors G est isomorphe au groupe symétrique Ss.

Exercice 4.2 (Groupe du parallelogramme) Soit £ un plan affine et ABCD un parallélogramme de
E. On note X = {A, B,C, D} et Q son isobarycentre.



1. Montrer que pour tout f € Gx, f(2) = Q.

d:Gxy — G

L(E
f N % ) est injectif. Ainsi Gx est isomorphe

2. En déduire que I’homomorphisme {
a P(Gx).

3. Montrer que pour tout f € GA(E), on a l’équivalence :
f € Gx si et seulement si f(Q2) = Q et la matrice de 7 dans la base (m,@) appartient a

{(8 2>\e,fe{+1,—1}}u{<? g)ye,fe{+1,—1}}.

4. Décrire géométriquement tous les éléments de Gx .

4.2 Rappel : le groupe orthogonal

. v . . T v . . . . .
Soit E un espace vectoriel euclidien, c’est-a-dire un espace vectoriel sur R de dimension finie muni d’un
produit scalaire. On note < -,- > le produit scalaire et || - || la norme associée.

Proposition 4.3 Pour tout f € GL(E), les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Vo e E,[[f ()] = [lv]

2. Yo,w € B, < f(v), f(w) >=<v,w >

3. fr=f"1

4. L’image par f d’une base orthonormée de E est une base orthonormée de E.

5. La matrice de f dans une base orthonormée de E est orthogonale.

Si l'une des propriétés 1. a 5. est vérifiée, on dit que ’endomorphisme f est orthogonal (ou que f est
une isométrie vectorielle).

On note O(FE) I'ensemble des isométries vectorielles de E. La propriété 1. (par exemple) montre que les
isométries vectorielles forment un sous-groupe de GL(E).

Pour tout f € O(E), on a det f = +1. Si det f = +1 (respectivement —1) on dit que f est directe
(respectivement indirecte). L’ensemble des isométries vectorielles directes de E est noté SO(E). Clest
un sous-groupe distingué de O(E).

4.3 Isométries affines

Soit £ un espace affine euclidien, et F 1’espace vectoriel (euclidien) associé. Rappelons que la norme sur
E définit une distance sur £.

Définition 4.4 Une isométrie affine de £ est une application affine de £ dans € qui conserve les distances.

Remarque : Soit f € GA(E). Alors f est une isométrie affine si et seulement si 7 est une isométrie
vectorielle. En particulier toute isométrie affine est bijective.
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On note :

- Isom(&) V'ensemble des isométrie affines de £. C’est un sous-groupe de GA(E) (image réciproque de
O(FE) par @ : GA(E) — GL(E)).

- Isom™ (&) = {f € Isom(£), det(?) = 1} le sous-groupe (distingué) des déplacements de £.

- Isom= (&) ={f € Isom(E&), det(?) = —1} Pensemble des anti-déplacements de E.

Comme dans le cas plus général des transformations affines, on peut étudier les sous-groupe d’isométries
laissant stables une partie de £.

Rappel : la classification des isométries du plan et de ’espace
Les déplacements du plan sont (entre parenthése 'ensemble des points fixes):

1. L’identité (&)
2. Les rotations (1 point)

3. Les translations (0)
et les antidéplacements :

1. Les symétries orthogonales par rapport & une droite (1 droite)

2. Les symétries glissées (0)
Les déplacements de ’espace sont :

1. L’identité (&)
2. Les rotations (1 droite)
3. Les vissages (0))

4. Les translations ()
et les antidéplacements :

1. Les symétries orthogonales par rapport a un plan (1 plan)
2. Les symétries-rotations (1 point)

3. Les symétries glissées ()
Ezemples :

1. Le groupe du triangle (équilatéral) est isomorphe a Ss.

2. Le groupe du tétragdre (régulier) est isomorphe & Sjy.
Exercice 4.5 (Groupe diédral) Soit £ un plan affine euclidien orienté muni d’un repére orthonormé
direct (O, u,v). Soit p la rotation de centre O d’angle 2w /n, et soit o la symétrie orthogonale par rapport

a Uaze (O,u). On pose Py = O+u et pour touti € {1,...,n—1}, P; = p'(Py). On appelle D,, le groupe
des isométries qui envoient le polygone régulier PyP; ... P,_1 sur lui-méme.
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1. Montrer que les isométries directes de D, forment un sous-groupe cyclique engendré par p. Quel
est l'ordre de ce sous-groupe ¢

2. Montrer que tout élément de D,, est de la forme p' ou p' oo pour uni € {0,...n —1}. Quel est
Uordre de D, ?

3. Caractériser géométriquement les éléments de D,, (distinguer suivant la parité de n).

1

4. Montrer que 0 o p= p~ " oo puis déterminer le produit de deur éléments quelconques de D,,.

Exercice 4.6 (Groupe du cube) Dans [’espace R3, on considére le cube C dont les sommets ont des
coordonnées égales a £1. On appelle A1, By, C1 et D1 les quatre sommets d’une face du cube et As,
By, Cy et Dy les sommets opposés (symétriques par rapport a 0). On appelle H le groupe des isométries
vectorielles de R® qui envoient le cube C sur lui-méme

1. Pourquoi le groupe des isométries affines qui conserve C est-il isomorphe & H ?

2. Montrer que tout élément de H permute les paires de sommets opposés. En déduire un homomor-
phisme ® de H dans Sy.

3. Déterminer le noyau de .

4. Soit HT le sous-ensemble des déplacements de H. Montrer que H™ est un sous-groupe de H. Quelle
est l'image par ® des retournements d’azxe passant par les milieux des cotés opposés du cube? En
déduire que la restriction de ® a HY est surjective, puis montrer que c’est un isomorphisme.

5. Quel est l'ordre de HY 2 Décrire tous ses éléments.

o — i M0 =f
1 . —+ )
6. On considére Uapplication \ : H X Z /27 — H définie par { MF1) = —ido f Montrer que \ est

un isomorphisme de groupes. En déduire que H est isomorphe a Sy x Z/27.

4.4 Sous-groupes finis de Isom(€)

Proposition 4.7 Soit £ un espace affine euclidien (E espace vectoriel associé). Soit G un sous-groupe
fini de Isom(E). Alors il existe un point Q € € qui est fize pour tout élément de G.

D’apres cette proposition, I’étude des sous-groupes finis de Isom/(&) se ramene a 1'étude des sous-groupes
finis de O(E).

On se place maintenant en dimension 2.

Théoréme 4.8 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 2. Soit G un sous-groupe fini de O(E).
Alors soit G est un groupe cyclique soit G est isomorphe a un groupe diédral.
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5 Groupe opérant sur un ensemble

Définition 5.1 Soit (G,-) un groupe et E un ensemble. On dit que G opeére (ou agit) sur E s’il existe
une application

GxE — E

(g,2) +— gz

telle que :

1. ¥g1,92 € G,Vx € E, g1 - (92 - %) = (g192) - ,
2.Vxe B 1g-x ==.

Si on a une action de G sur E, alors pour tout g € G, 'application my : E — E définie par my(z) = g-«
est bijective : ainsi m, appartient a Sg le groupe des bijections de E. En outre, 'application qui a g € G
associe mg est un morphisme de groupes de G dans Sg.

Réciproquement, si on a un morphisme ¢ : G — Sg, on peut définir une action de G sur E par :
Vr e E,\Vg € G,g-x=p(g)().

Ainsi, se donner une action de G sur E, c’est se donner un morphisme de groupes de (G, -) dans (Sg, o).
De plus, si ce morphisme est injectif, on dit que action est fidéle (ce qui signifie que seul I’élément neutre
du groupe agit trivialement).

Définition 5.2 Soit © € E. On appelle orbite de x ’ensemble O, = {g - xz,g € G}.
Lorsqu’il n’y a qu’une seule orbite, on dit que l’action est transitive.

Remarque : ’ensemble des orbites forme une partition de E.

Exemples :

1. (Extrait du livre de F.Combes “Algebre et géométrie”, Bréal, p44) On se demande combien on peut
fabriquer de colliers différents avec 4 perles vertes, 3 blanches et 2 jaunes. On peut représenter un
collier par une coloration des sommets d’un polygone régulier a 9 c6tés en utilisant 4 fois la couleur
verte, 3 fois la blanche et 2 fois la jaune et on appelle X I'ensemble de ces colorations. Le groupe
diédral Dg agit sur X, et deux colorations représentent le méme collier si et seulement si elles sont
dans la méme orbite pour cette action. Le nombre de colliers est donc le nombre d’orbites, cardinal
que l'on calculera un peu plus loin grace a la formule de Burnside.

2. Le groupe symétrique S,, agit naturellement sur 'ensemble {1,...,n} et cette action est transitive
et fidele. Maintenant si on fixe ¢ € S,, on peut restreindre cette action au sous-groupe < o >.
Elle reste fidele mais elle n’est plus transitive en général : les orbites sont les orbites de o... On en
déduit que I'action est transitive si et seulement si o est un n-cycle.

3. Soit G un groupe et E ’ensemble des sous-groupes de GG. Alors 'application

GxFE — E
(9,H) +~— gHg™!

définit une action de G sur E. L’orbite d’un sous-groupe H est I’ensemble des sous-groupes con-
jugués de H. Remarquons que H est distingué si et seulement si son orbite est le singleton {H}.
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4. Si £ est un espace affine, I'application

GAE)xE — &
(fiM)  — f(M)

définit une action transitive et fidele du groupe affine GA(E) sur £.
5. Si E est un espace vectoriel euclidien, I’application

OE)xE — E
(fiu)  — f(u)

définit une action fidele du groupe orthogonal O(E) sur E. Les orbites sont les spheres de E centrées
en 0.

6. Soit £ un plan affine euclidien. Alors I'som(€) agit sur ’ensemble des triangles de £. L’orbite
d’un triangle ¢ est I'ensemble des triangles isométriques a ¢t. Cette action n’est pas transitive. En
revanche, Isom(&) agit transitivement sur I’ensemble des droites de £ ou sur I'ensemble des points
de €.

Définition 5.3 Soit G x E — E une action de groupe. Soit x € E. L’ensemble G, = {g € G,g -z = x}
est un sous-groupe de G appelé stabilisateur de x.
Lorsque tous les stabilisateurs sont triviaux, on dit que l’action est libre.

Remarque : une action libre est fidele.

Dans I'exemple 6. ci-dessus, le stabilisateur d’un triangle équilatéral est le sous-groupe des isométries qui
préservent le triangle (globalement). C’est le groupe diédral D3 (isomorphe & Ss). Ainsi cette action
n’est pas libre.

Proposition 5.4 On suppose que le groupe G agit sur l’ensemble E. Soit x € E. Alors

v:(G/Gy)g — O
9Ga — gz

définit une application bijective de I’ensemble des classes a gauches pour le stabilisateur de x dans ’orbite
de x.

Conséquence : pour € E, on a Card(O,) = [G : G,]. De plus, si E est fini, les orbites formant une
partition de E, on a la :

Proposition 5.5 (Formule des classes) Soit G x E — E une action de groupe ot l’ensemble E est
fini soit A un ensemble de représentants des orbites. Alors

G|

(€

Card(E) = Z Card(O,) = Z
€A €A

la deuzieme égalité étant valable dans le cas ot G est fini.

Enfin si le groupe G est également fini on a la :
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Proposition 5.6 (Formule de Burnside) Soit G x E — E une action de groupe ot l’ensemble E et
le groupe G sont finis. Pour tout g € G, on note fix(g) l’ensemble des points fizes de E sous l'action de
g. Alors le nombre d’orbites est donné par la formule :

ﬁ Z Card(fix(g))
9eG

Démonstration : calculer le cardinal de ’ensemble {(g,2) € G x E, g -z = x} de deux fagons différentes.

Application : en appliquant la formule de Burnside dans ’exemple 1. ci-dessus, on trouve qu’il y a 76
colliers différents réalisables avec 4 perles vertes, 3 blanches et 2 jaunes.

Opérations d’un groupe G sur lui-méme

1. Multiplication a gauche : application

GxG@ — G
(g,x) +— gz

définit une action libre et transitive. En particulier 'action est fidele ce qui signifie que le morphisme
de groupes associé de G dans S¢g est injectif. En conséquence on a le :

Théoréme 5.7 (Théoréme de Cayley) Soit G un groupe fini d’ordre n.
Alors G est isomorphe a un sous-groupe de S,.

2. Conjugaison : 'application
GxG@ — G
(9,2) +— gzg~!
définit une action.
Soit = € G. Le stabilisateur de = est le sous groupe de G des éléments qui commutent avec x: on
Pappelle le centralisateur de = et on le note Z(x). L’orbite de x est 'ensemble des conjugués de
x (c’est la classe de conjugaison de x). On remarque que pour tout € G, on a I'équivalence :
x € Z(G) & Oy = {z}. Cela permet de préciser la formule des classes :

Proposition 5.8 (Formule des classes pour ’action de conjugaison) Soit G un groupe fini.
Soit A un ensemble de représentants des classes de conjugaisons non réduites a un élément. Alors

on a G
Gl =12+ ) Z
2120
Applications :

(a) Soit G un groupe d’ordre p™ (p premier, n € N*). Alors Z(G) est non trivial.

(b) Soit p un nombre premier. Alors tout groupe d’ordre p? est abélien.
Indication : montrer qu’un groupe G est abélien revient & montrer que G = Z(G).
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