4 Espaces vectoriels normés, espaces de Banach

4.1 Applications linéaires continues

Comme un espace vectoriel normé est, comme on ’a vu muni d’une distance, toutes les notions de
continuité, de limite etc. , y ont un sens.

Proposition. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Les applications (x,y) — x4y de E x E dans
E et (\,z) — Ax de R x E dans E sont continues.

l Définition. Un espace de Banach est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé complet.

Sous-espaces de Banach. On appelle sous-espace de Banach d’un espace de Banach E un sous-espace
vectoriel fermé F' de E (muni de la restriction a F' de la norme de E).

Norme d’une application linéaire. Soient F et F' des espaces vectoriels normés et f : ' — F une
application linéaire. L’application f est continue si et seulement si elle est continue en 0 ce qui a lieu
si et seulement s'il existe k € R avec || f(x)|| < k||z| pour tout = € E.

La meilleure constante dans cette inégalité, est le nombre sup{||f(z)|; = € E, ||z|| < 1} qui s’appelle
la norme de f et se note |||f|l|-

Pour k € Ry on a (||f(z)| < kl|z| pour tout z € E) <= (k= |||f|l])-

Si f:E— Fetg:F — G sont des applications linéaires continues, alors |||g o f||| < [/lg]ll- || ]Il

Proposition. Soient E et F des espaces vectoriels normés. L’ensemble L(E,F) des applications
linéaires continues de E dans F est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel de toutes les appli-
cations linéaires de E dans F'. L’application ||| ||| est une norme sur L(E, F'). Si F est complet, il en
va de méme pour L(E, F).

Equivalence de normes Soient p et ¢ des normes sur un méme espace vectoriel E. On dit que p et
q sont équivalentes s’il existe k, £ € R’ tels que kp < ¢ < £p.

Remarquons que les distances associées a des normes équivalentes sont des distances équivalentes, donc
uniformément équivalentes.

En particulier si p et g sont des normes équivalentes sur F, alors (E,p) est un espace de Banach si et
seulement si (£, q) est un espace de Banach.

Remarquons aussi que contrairement au cas des espaces métriques généraux, il n’y a qu’une seule notion
d’équivalence de distances : les distances associées a deux normes sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles sont équivalentes.

4.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Présentons-les ici a nouveau rapidement.

Sur I'espace vectoriel R" on dispose de plusieurs normes : pour { = (xy,...,2,) on pose
o [|{]loc = max(|xil,. .. |zn|)

o [[§lli = |mo] + - + [

o [lglla = VIz?+ - 4 [zl
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Ces normes sont équivalentes : on a [|€]|oc < [[€]l2 < [|€]l1 < nl|€]|oo. Nous allons voir que toutes les
normes de R" sont équivalentes. Le point clef est que les boules et les spheres de 'espace vectoriel
normé (R", || ||oc) sont compactes.

Lemme. Munissons R" de la norme || ||oo-
a) Toute application linéaire de R" dans un espace vectoriel normé est continue.

b) Toute application linéaire bijective de R"™ dans un espace wvectoriel normé est un
homéomorphisme.

Démonstration. Notons (eq, ..., e,) la base canonique de R". Soient (E, N) un espace vectoriel normé
et ¢ : R" — FE une application linéaire.

a) Pour tout & = (z1,...,x,) € R", on a

(&) = p(z1€1 + -+ xzp€n) = T10p(€1) + - + TRp(e4),

donc

N(@(§)) < |za|N(p(er)) + -+ |zalN(0len)) <€l (N (0ler)) + -+ N(p(en)));

en d’autres termes, ¢ est continue et 'on a [j¢|| < N(p(e1)) + -+ N(p(en)).

b) Supposons ¢ bijective. Notons S = {¢ € R";||{]| = 1} la spheére unité de R". L’application
Nop:R" — R, est continue d’apres (a). Comme ¢ est injective et N est une norme, pour tout
e S, onaN(pE))>0. Comme S est compact, il existe a € R} qui minore {N o ¢(£); € € S}.
Soit £ € R"; si & n'est pas nul, posons 1 = ||£]| €. Alors n € S, donc N((n)) > a; on en déduit
que N(¢(€)) = all€|w. Cette derniere égalité étant aussi vraie si € est nul, on en déduit que,

1
pour tout u € E, on a N(u) = N(¢(¢ " (v))) = all¢™" (u)]|s, ou encore [[o~" (u)]|so < =N (u).
a
Donc ¢! est continue (et ||| <a™t). O

Théoreme. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

a) Toutes les normes sur E sont équivalentes.
Munissons E d’une norme.

b) Toute application linéaire de E dans un espace vectoriel normé est continue.

Démonstration. Choisissons une application linéaire bijective ¢ de R" sur E, ou n désigne la dimension

de E.

a) Soient N et N’ des normes sur E. Par le lemme ci-dessus, 'application ¢~ est un homéomorphisme
de (E,N) sur (R", ]| ||o) et I'application ¢ est un homéomorphisme de (R™, || ||) sur (E, N').
Leur composée, I'identité de E, est donc un homéomorphisme de (E, N) sur (E, N').

b) Soit ¢ une application linéaire de E dans un espace vectoriel normé F'. Par le lemme ci-dessus,

I'application ¢! est un homéomorphisme de E sur R™ et I'application v o ¢ est continue de R™
dans F'. Leur composée v est donc continue. O]

Il résulte de ce théoreme que pour tout espace vectoriel normé E de dimension finie n, il existe un
homéomorphisme linéaire de R" sur F.

‘Proposition. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. ‘

‘Corollaire. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé. ‘
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Théoréme de Riesz. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On a équivalence entre :
(i) E est de dimension finie
(ii) La fermée B de centre O et de rayon 1 est compacte

(11i) E est localement compact i.e. tout point admet un voisinage compact.

Démonstration. (i)=-(iii) Tout espace vectoriel normé de dimension finie n est homéomorphe a R™. 1l
est donc localement compact.

(iii)=-(ii) Soit (£, N) un espace vectoriel normé localement compact. Soit V' un voisinage compact
de 0 dans FE. 1l existe alors » > 0 tel que V' contienne la boule fermée de centre 0 et de rayon r.
Comme cette boule est fermée dans le compact V, elle est compacte. Comme la multiplication
par 1/r est continue B est compacte.

(ii)=-(i) Nous utiliserons un lemme :

Lemme. Soit F' un sous espace vectoriel fermé de E distinct de E. Il existe x € E tel que
N(z)<letd(x,F)=inf{N(z—2); z€ F} > 1/2.

Démonstration. Puisque E # F, il existe y € E ¢ F. Comme F est fermé, d(y, F') # 0. Quitte a
1

remplacer y par y, on peut supposer que d(y, F') = inf{N(y—z); z € F} = 1/2. Il existe

2d(y, F)
alors z € F tel que x = y — z satisfasse N(z) < 1. Notons que d(z, F') = d(y, F) = 1/2. O

Supposons que E n’est pas de dimension finie et construisons, par récurrence, une suite x,, de
points de B telle que, pour tout n,m € N avec n # m, on a N(x,, — x,,) > 1/2.

Posons xy = 0. Supposons (zo,...,z,) construits, et notons F' le sous-espace vectoriel qu’ils
engendrent. Il est de dimension finie, donc fermé et distinct de E. D’apres le lemme, il existe
Tpr1 € E tel que N(x,41) < 1 et d(z,y1, F) > 1/2. En particulier, puisque pour k£ < n on a
x € F, il vient N(xp — x,41) = 1/2. Toute suite extraite de la suite (z,,) ainsi construite, n’est
pas de Cauchy, donc elle n’est pas convergente. Il s’ensuit que B n’est pas compacte. O

Le théoreme de Riesz nous dit que dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, les boules
fermées de rayon non nul ne sont pas compactes. En particulier, en dimension infinie, les fermés bornés
ne sont pas toujours compacts.

4.3 Espaces préhilbertiens

Produit scalaire. Soit £ un espace vectoriel réel. Une forme bilinéaire symétrique ¢ : £ x F — R
est dite positive si pour tout = € E, on a p(z,z) € Ry. Si de plus on a p(z,x) =0 = z = 0, on dit
que ¢ est définie positive (ou positive non dégénérée).

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire définie positive.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

En général, les produits scalaires se notent (z,y) — (z|y).

Lorsque F est un espace vectoriel complexe, un produit scalaire est une forme sesquilinéaires ¢ :
E x E — C (linéaire par rapport a une des variables, antilinéaire par rapport a I'autre (7) hermitienne
(p(y,z) = ¢(x,y) pour x,y € E) définie positive.

7. Les deux conventions existent : selon les auteurs, c’est Papplication  — ¢(z,y) ou 'application y — ¢(z,y) qui
est linéaire.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ une forme hermitienne positive sur un espace vectoriel E.
Pour tout z,y € E, on a |o(z,y)|* < o(z, 2)e(y,y).

Norme associée. Si (E,( | )) est un espace préhilbertien, application z — (z|z)/? est une norme
sur E notée || ||. Un espace préhilbertien est donc un espace vectoriel normé.

Théoréme de Pythagore. Soient (F,{ | )) un espace préhilbertien, et 2,y € E. On a ||z + y|* =
llz|? + ||ly|I* + 2R(z|y). Donc si z et y sont orthogonaux, i.e. si (z|y) = 0, on a ||z +y||* = ||=||* + ||ly|I*.

Familles orthonormales.. Une famille (e;);c; de vecteurs de E est dite orthonormale si les e; sont

deux a deux orthonormaux de norme 1.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie. Soit (ey,...,e;) une famille
k

orthonormée et x € E. Notons F' le sous-espace vectoriel engendré par les e;. Posons y = Z(x]el)ei.
i=1

Alors y € F et (yle;) = (z]e;), donc x —y € F-. Pour 2 € Fonay—2z € Fetx—y € F* donc
k

lz=2[* = e =yl +lly—=2[1* = |z —y|* donc d(z, F)* = [lz—y||* = [[«|* = [ly[I* = [[«]* = [(zle:)|*

i=1
Procédé d’orthonormalisation de (Gram-)Schmidt. Un espace vectoriel hermitien de dimen-
sion finie possede une base orthonormale. Soit (z1,...,x,) une base de E'; il existe une unique base
orthonormale de F vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Pour k = 1,...,n les espaces vectoriels engendrés par (eq,...,ex) et (z1,...,x) coincident;
b) (ex|zx) € Ry
La construction des e, est algorithmique : on pose y; = x1 et e; = ||y1|| 'y1; supposant (ey,...,ex)
k
. o . . -1
construits, on pose Yx+1 = Thy1 — Z<9‘3|€i>€i puis g1 = |Yes1ll” Yrsa-
i=1
Notons que la matrice de passage de la base (e1,...,e,) a (x1,...,x,) est triangulaire supérieure avec

des coefficients strictement positifs sur la diagonale. On peut interpréter ce procédé de deux fagons :

Décomposition d’Iwasawa. Soit A € GL,(R); il existe une unique matrice K € O(n) et T triangu-
laire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la diagonale telles que A = K'T'.
En effet, écrivons A comme matrice de passage Ppg, p de la base (orthonormée) canonique By
dans une base B. Ecrire A = KT c’est trouver une base B, telle que la matrice de passage Pp, p,
soit orthogonale et Pp, p soit triangulaire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur
la diagonale : ¢’est la base du procédé de (Gram-)Schmidt.

Décomposition de Cholesky. Soit A € GL,(R) définie positive; il existe une unique matrice T
triangulaire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la diagonale telles que A =
'TT.
En effet, la matrice A est la matrice d’'un produit scalaire dans une base B. Si T triangulaire
supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la diagonale est la matrice de passage
d’une By vers B, alors By est orthonormeée si et seulement si la matrice du produit scalaire dans
la base By est I,,, i.e. si et seulement si A = ‘TT.

Exemples de produits scalaires. Suites de carré sommable. Notons ¢? lespace vectoriel des suites

o0

(a,) € RY telles que Z a2 < +oo. Pour (ay,), (b,) € (2, la série de terme général (a,b,) converge

n=0
+00
(car |2a,b,| < ai, +b). On pose ((an)|(bn)) = Zanbn.
n=0

Fourier Notons D I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur R a valeurs complexes, périodiques
de période 27, et telles que, pour tout € R, on ait 2f(x) = 111% flx+t)+ f(x—t). Pour f,g € E,

posons (g} = o~ / " ()90 dt.
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4.4 Polyndémes orthogonaux

Nous développons ici un troisieme exemple de prduit scalaire.

Soient I = ]a, b[ un intervalle ouvert non vide et ¢ : I — R une fonction continue positive. On suppose
que l'ensemble {t €]a,b[;¢(t) # 0} est dense dans I. Notons E, I'ensemble des fonctions continues

g € C(I;R) telles que la fonction t — ¢(t)] g(t)|2 soit intégrable. L’ensemble E, est un sous-espace
b
vectoriel de C(I;R) et Papplication (f, g) — (f|g) = / ©(t) f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E,.

a

Supposons de plus que, pour tout n € N, I'application ¢ — ¢(#)t*" est intégrable sur I, de sorte que
t+— t" appartient a E, ; on en déduit que toute fonction polynomiale appartient a .

Comme [ est ouvert et non vide, il est infini. Donc I'application qui a un polynome P associe I’élément
t — P(t) de C(I;R) est injective. Pour simplifier les notations qui suivent, nous identifierons abu-
sivement polynome et application polynomiale définie sur I. En particulier, on note X 'application
t—t.

Pour n € N, notons F,, le sous-espace vectoriel de E,, formé des polynomes de degré < n. Notons P,
le projecteur orthogonal de E, ; d'image E,. Enfin posons h, = X" — P,(X™). On a les propriétés
suivantes :
a) comme P,(X") est un polynoéme de degré < n, h, est un polynoéme unitaire de degré n; en
particulier, hg =1 et h, € E,11;

b) h, est orthogonal a E,.

Ces propriétés (a) et (b) caractérisent le polynome h,,. Notons que si n # m, alors les polynomes h,, et
h,, sont orthogonaux.

Sur I'espace vectoriel R[X] C E,,, considérons la forme bilinéaire B : (f, g) — (X f|g) ; comme B(f, g) =

b
/ w(t)tf(t)g(t)dt = B(g, f), la forme B est symétrique.

Propriétés des polynomes orthogonaux h,,.

e Formule de récurrence. Soit f € E,_1; on a (Xh,|f) = B(h,, f) = B(f, hn) = (X flha) =0
puisque X f € E,. Comme h,, 1 et Xh, sont unitaires, il en résulte que h,,.1 — Xh, est un élément
de FE, ., orthogonal a F,, 1. Or E, .1 N E,f_l admet comme base (h,_1, hy). Il existe donc a,, € R et
B € R tels que hyyq = (X — ap)hy, — Bohn-1.

e Interprétation des racines. Notons T, : E, — E, lapplication f — P,(Xf). Pour f,g € E,,
on a (T,(lg) = (P.(XF)lg) = (Xflg), puisque Xf — P,(Xf) appartient & E+. On a donc
(T.(f)lg) = B(f,g). En particulier, '’endomorphisme 7,, de E,, est symétrique. Il admet donc une
base orthonormale de vecteurs propres. Soit f un vecteur propre pour 7T,, de valeur propre A. Alors,
pour tout g € E,, ona 0= (T,(f)—Aflg) = (Xf—Aflg). On en déduit que (X —\)f € E;; comme
de plus (X — ) f est de degré < n, il est proportionnel a h,,. En d’autres termes, f est vecteur propre
pour la valeur propre A si et seulement si A est une racine de h,, et f est proportionnel au quotient
de h,, par X — \.

e Position des racines

a) Comme T,, est diagonalisable, il admet une base ¢, ..., ¢, de vecteurs propres; ce sont des
polynomes de degré n — 1 que l'on peut évidemment supposer unitaires. Par ce qui précede,
on a (X — \;)¢; = h, ou \; est la valeur propre associée ; comme les ¢; sont distincts, il existe
n nombres réels distincts Ay, ..., A\, tels que X — \; divise h,, ; autrement dit, h,, a n racines
réelles distinctes.

b) Soit A une racine (réelle) de h,. Si ¢ est le quotient de h,, par X — A, on a h,, = (X — A)q et
b
/ ()t — N)q(t)*dt = (hn|q) = 0, donc t — X ne garde pas un signe constant sur ]a, b[; on en
déduit que A €]a, b|.
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c) Soit n € N, n > 1. Notons \; < .-+ < A, les racines de h,, et pu; < -+ < p, < pnyq celles de

hpy1. Pour j € {1,...,n+ 1}, notons f; un vecteur propre de norme 1 de 7},4; pour la valeur

propre fi; et, si j < n, notons e; un vecteur propre de norme 1 de 7}, pour la valeur propre A;. Si
n+1

g= ijej, on a |g|I* = Zx? et B(g,9) = (Tn(g Z)\ z;. De méme, si g = Zyjf],
j=1 j=1

Jj=1 j=1
n+1 n+1

on a [|g* = Zyj et B(g,9) Zujyj

Fixons k € {1, ...,n}. Notons F L, F+ les sous-espaces vectoriels de F,, engendrés respectivement
par les e; pour j < k et par les e; pour j > k. Notons aussi G_, G les sous-espaces vectoriels
de F, ;1 engendrés respectivement par les f; pour j < k + 1 et par les f; pour j > k. La
dimension de F_ est k, celle de Fy est n — (k — 1), celle de G_ est k + 1 et celle de G est
n+1— (k—1); donc les sous-espaces vectoriels F~ NG, et F, NG_ de E, 1 ne sont pas nuls.
Soient g € F_ NGy et h € F,. N G_ des vecteurs non nuls.
n+1

Comme g € F_ NGy, il existe x1,..., %%, Yk, ---,Ynt1 € R tels que g = ijej = Zyjfj;

Jj=1
n k+1

écrivons aussi h = Zujej = Zvjfj. Comme g est un élément non nul de F,, il n’est pas
j=k J=1
proportionnel & fi, (qui est de degré n car proportionnel & h, .1 /(X —pg)) ; il existe donc j > k tel
n+1 n+1

que y; # 0. On trouve B(g, g) ZA 5 < Aellgll? et B(g, g) Zugyj > ukzyj = gl

On en déduit que py < Ag.
De méme, h n’est pas proportionnel & fi 1, donc \i||R||*> < B(h, h) < i ||R|.
Cela montre que 'on a g < Ay < o < ...ty < Ay < -

Nous allons a présent donner quelques exemples de polynomes orthogonaux. Nous utiliserons un lemme
simple.

Lemme. Soient k € N, I un intervalle ouwvert de R, f une fonction de classe C**' sur I. On
suppose que, pour tout j < k, la fonction t — t7 fU )(t) tend vers 0 aux bords de I. Alors lintégrale

b b
/ t* FEFD () dt est convergente et l'on a / tk fEHD (1) dt = 0.

k

; k!
Démonstration. En effet, une primitive de ¢ — t* f#+D(¢) est la fonction t — Z(—l = tF9(t).
- J:
Jj=0
O
Exemples. a) Onsuppose I =]—1,1[et ¢ = 1. Notons g, la dérivée n-ieme du polynéme (X*—1)"
|

et posons h, : n- C’est un polynome unitaire. Pour tout £ < n, on peut écrire h,, = f(k+1),

(o)l

oil f est proportionnel & la dérivée d’ordre n — k — 1 de (X? — 1)". En particulier, pour tout
1

jeN, tel que j < kona f9(=1) = f9(1) = 0. Par le lemme, on trouve / ho(t)t* dt = 0. Cela
-1
montre que h,, est le n-ieme polynome orthogonal. Ces polynomes h,, s’appellent les polynomes

de Legendre.

On suppose I =] —1,1[ et, pour t € I, ¢(t) = (1 — t*)~Y/2. Rappelons qu'il existe un polynéme
T,, de degré n tel que, pour tout z € R, on a T},(cos z) = cos nx. Pour n # 0, le polynéme 2' "7,
est unitaire ; notons le h,. On pose aussi hy = 1. Pour n, m € N distincts, faisant le changement
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4.5

de variable t = cos x, pour z €0, 7[, puisque ¢(t) dt = —dx, on trouve

/_Tn(t)Tm(t)go(t)dt = —/ T, (cosx)T(cos ) dx

1
iy
= / coS nx cosmx dx
0
0,

car n # m.

Cela montre que h,, est le n-ieme polynéme orthogonal.

On suppose I =] —1,1[ et, pour t € I, o(t) = (1 —t2)/2. Rappelons qu’il existe un polynome S,
de degré n tel que, pour tout € R, on a sinz S, (cosz) = sin(n + 1)x. Pour tout n, le polynome
27"S, est unitaire; notons le h,. Pour n,m € N distincts, faisant le changement de variable
t = cosx, pour x €]0, [, puisque ©(t) dt = —(sin x)*dz, on trouve

/_ 0800 d = - / (sin )2 S, (cos ) S (cos ) da

= / sin(n + 1)z sin(m + 1)z dx
0
=0, puisque n # m.

Cela montre que h,, est le n-ieme polynome orthogonal.

Les polynomes T, et S,, s’appellent les polynomes de T'chebycheff de premiére et deuxieme espece
respectivement.

On suppose I = |0, +oo[ et, pour t € I, p(t) = e~ ". La dérivée n-ieme de la fonction t +— t"e ™"
s’écrit t — (—1)"h,(t)e”", ol h, est un polynoéme unitaire de degré n. Pour tout k < n, on peut
écrire hy(t) e~ = fEHD(t), ol f est une fonction proportionnelle & la dérivée d’ordre n — k — 1
de t — t"e~". En particulier, pour tout j < k on a f(j)(O) = 0. Par ailleurs, comme fU) et le

produit d’une fonction polynomiale par t — e, on a tligfn f9(#)t = 0. Par le lemme précédent,
+oo

on trouve hn(t)tke”s dt = 0. Cela montre que h,, est le n-ieme polynome orthogonal. Ces

0
polynomes h,, s’appellent les polynomes de Laguerre.

—t2/2 —t2/2

On suppose I = R et, pour t € I, p(t) = e . La dérivée n-ieme de la fonction ¢t +— e

sécrit ¢ — (—1)"h,(t)e /%, o h, est un polynéme unitaire de degré n. Pour tout k < n et

tout ¢ € R, on peut écrire hn(t)e’ﬁ/2 — f** (1), ol f est proportionnel & la dérivée d’ordre
n—k—1det— e /2 Comme fU) et le produit d’une fonction polynomiale par ¢ — e t°/2
+00

a tlirin fOt) = 0. Par le lemme, on trouve hy(t)t*e=/2 dt = 0. Cela montre que h,, est

, on

le n-ieme polynome orthogonal. Ces polynomes ?Ln s’appellent les polynomes de Hermite.

Exercices

4.5.1 Espaces vectoriels normés

4.1 Exercice. Soient E un espace vectoriel normé complexe, B la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 1 et £ une forme linéaire sur £. Montrer que pour tout A, i € C tels que A € ¢(B) et |u| < 1, on

a A\ € ¢(B). En déduire que pour toute partie ouverte non vide U de E et toute forme linéaire ¢ non
continue, on a {(U) = C.

1.
2.

4.2 Exercice. Soient E un C-espace vectoriel et p, ¢ des normes sur E.

On suppose que B,(0,1) C B,(0,1). Montrer que ¢ < p.
On suppose que B,(0,1) = B,(0,1). Montrer que p = q.
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4.3 Exercice. Notons C'([0, 1]; C) I'espace vectoriel des fonctions de classe C* de [0, 1] dans C.

1. Montrer que les applications p : f — || flleo + ||/ [|cc €t ¢ : f = |f(0)] + || f']|c sOnt des normes
équivalentes sur C* ([0, 1]; C).

2. Les normes p et f +— || f||oo sont-elles équivalentes ?

3. Montrer que C*([0, 1]; C) muni de la norme ¢ est un espace de Banach.

4.4 Exercice. Démontrer que dans un espace vectoriel normé

e 'adhérence d’'une boule ouverte est la boule fermée de méme rayon ;

e l'intérieur d’'une boule fermée de rayon non nul est la boule ouverte de méme rayon.
Ces deux énoncés sont faux dans le cas d’'un espace métrique quelconque !

4.5 Exercice. Démontrer que, dans un espace vectoriel normé, ’adhérence d’un sous-espace vectoriel
est un sous-espace vectoriel.

4.6 Exercice. Soient (E,p) et (F,q) des espaces vectoriels normés et f : E — F une application
linéaire de rang fini (ce qui signifie que le sous-espace vectoriel Im f de F' est de dimension finie).
Démontrer que f est continue si et seulement si son noyau est fermé.

4.7 Exercice. 1. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F de dimen-
sion finie. Montrer que pour tout x € E, il existe y € F tel que d(z, F') = || — y||. En déduira
que, si E # F, pour tout y € F et tout A > 0, il existe x € F, tel que d(z, F) = ||l — y|| = \.

2. Soient E un espace de Banach et (F,,) une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels
de E de dimension finie.

a) Construire une suite (x,,) d’éléments de E tels que x,, € F,, d(xy41, F) = ||z — 20| = 37"

3-71

b) Montrer que la suite (z,) converge dans E et que sa limite z vérifie d(z, F},) > —

¢) En déduire que l'on a E # U F,.
neN
3. Démontrer qu'un espace de Banach n’admet pas de base (algébrique) infinie dénombrable.

4. Démontrer, en adaptant la preuve ci-dessus, qu'un espace de Banach n’est pas réunion d’une suite
strictement croissante de sous-espaces fermés.

4.5.2 Espaces préhilbertiens

4.8 Exercice. Soient E un espace vectoriel réel et f: £ — R, une application qui vérifie

Ve,ye B, flz4y) + flz—y)=2f(z)+2f(y).

1. Montrer que f(0) = 0 et que pour tout y € E, on a f(—y) = f(y).

2. Montrer que pour tout k € Z et tout z € F, on a f(kz) = k*f(x). En déduire que, pour tout
k€ Q,ona f(kx) = K*f(x).

3. Montrer que, pour tout z,y,2 € E, on a
faty+z)=fla+y)+flat+2)+ fly+2) - f@) - fly) = fz).

4. Montrer que l'application (z,y) — f(x +vy) — f(x) — f(y) est Q-bilinéaire.

5. Montrer que toute norme sur E vérifiant I'identité de la médiane
(lz + y||* + |7 — y||* = 2||z||* + 2||y||*) est issue d'un produit scalaire.

43



Projection sur un convexe

4.9 Exercice. Soient E un espace préhilbertien.
1. Soit C' une partie de F et z € E.

a) Soit y € C tel que, pour tout z € C, on ait ?R((x—y|z—y>) < 0. Démontrer que 'application
x +— ||z — z|| définie sur C' atteint en y son minimum.

b) On suppose que C' est une partie convexe complete non vide de E. Montrer qu'il existe un et
un seul point g de C' en lequel la fonction y — ||y — z|| (définie sur C) atteint son minimum.

Le point y ainsi défini s’appelle le projeté de x sur C'; on le notera pc(z).

¢) Démontrer que pour tout = € E et tout z € C, on a R({z — pc(z)|z — pe(z))) < 0.

2. Soient E un espace hilbertien réel et (ey,...,e,) un systeme orthonormal dans E. Notons C
I'enveloppe convexe de {ey,...,e,}. Soit z € E.
n
1—a
a) Pour j € 1,...,n, on pose a; = (x|e;). Posons aussi a = Zaj, bj = a; + et y =
j=1

Z bje;. Montrer que pe(z) = pe(y).
j=1

b) Montrer qu’il existe un unique ¢ € R, tel que Z sup{b; — ¢,0} = 1.
j=1

c) Montrer que po(z) = Z sup{b; — ¢, 0}e;.
j=1

4.10 Exercice. Soient F un espace préhilbertien et (e,)neny une famille orthonormale de E. Notons
F le sous-espace vectoriel de E engendré par les e,. Montrer que, pour x € E, on a d(x, F)* =

+o00
1 = [(wlen) .
n=0

4.5.3 Un peu de Fourier...

4.11 Exercice. Soit a € C. Notons f la fonction périodique de période 27 telle que, pour tout
x € [0,2n[, on ait f(z) = e*.

+oo
1. Notons b la partie réelle de a. Montrer que si b = 0, alors on a Z |f(E)]* =1 et quesib# 0,
k=—o00
+0oo R ) e47rb -1
alors on a k)| =———-
=
2. Calculer les coefficients de Fourier de f.
3. Montrer que pour tout nombre réel non nul a on a
i’f I <7r> <62‘”—|—1>
S n2+a2 \a/\e2m —1
+00 9
. . 9 ™
4. Montrer que pour tout nombre réel ¢ non entier on a Z (n—c) "= ( - > .
S sin7c

4.12 Exercice. On considere la suite de polynomes a coefficients réels (P;)r>1 caractérisés par les

27
relations P, = 7 — X et, pour tout k > 1, P, = P; et / Py(t) dt = 0.
0
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1. Montrer que pour tout k > 1 et tout ¢ € R, on a P(2m —t) = (—1)"Py(t).
2w
2. Montrer que pour tout k£ > 1 et tout n € Z non nul, on a (27r)_1/ Pu(t)e ™ dt = (in)~".
0

3. Montrer que, pour tout & € N, on a Py 1(7m) =0 et, pour k > 1,

1 2 400
— | PB(t)’dt=2 = (=1)" Py (0).
s ) POt =23 0 = (-1 Pu0)
400 2 +00 4
1 T 1 T
4. En déduire les égalités Z — =— et — =
n=1 n 6 n=1 n 90

4.5.4 Polynomes orthogonaux

Dans les exercices qui suivent on reprend les notations de la section 5 : on se donne un intervalle
ouvert non vide I de R et une fonction continue positive ¢ : I — R. On suppose que l’ensemble
{t € I;o(t) # 0} est dense dans I et que pour tout n € N, 'application ¢ + (t)t*" est intégrable sur
I. On note (h,,) la suite des polynomes orthogonaux unitaires associés a ¢. On désigne par E, 1'espace

préhilbertien des fonctions g € C(I;R) telles que la fonction ¢ — ¢ (t)|g(t) |2 soit intégrable.

4.13 Exercice. Montrer que B,||hn_1]|* = (Xhn|hn-1) = (hn|Xh,_1) = ||hal||?, ot B, est donné par la
formule de récurrence h, 11 = (X — ay)h, — Buhn_1.

4.14 Exercice. On suppose qu’il existe a €]0, +o0] tel que I = |—a, a[ et que ¢ est une fonction paire.
Montrer que, pour n pair, le polynome h,, est pair et que, pour n impair, le polynome h,, est impair.
En déduire que les «,, de la formule de récurrence (h,+1 = (X — )by, — Buhy—1) sont nuls.

4.15 Exercice. On suppose que I = |—1,1[ et que pour t € I, on a p(t) = (1 — t*)?, oil a est un
nombre réel strictement supérieur & —1. Montrer que la fonction t +— (1 — ¢?)*h,,(t) est proportionnelle
a la dérivée n-ieme de t — (1 — ¢2)".

4.16 Exercice. Pour j € N, posons a; = / t/¢(t) dt. On note E,, 'espace vectoriel des polynomes réels
I

de degré < n. Ecrire la matrice du produit scalaire dans les bases (hoy... hn1) et (1,X,..., X"71).
En déduire I’égalité
ag ay as e Ap—
aq (05} as Ce Qp,
H |‘th2 —lay a3 ag ... Gpi1
0<j<n : : RS :
Gp—-1 GQp Qp41 ... A2p—2

4.17 Exercice. On note T;, I'application qui a f € F,, associe le projeté orthogonal de X f dans E,,.
1. Quel est le polynome caractéristique de T, 7
2. Ecrire les matrices de I'application T}, dans la base (1,X,..., X" ) et dans la base (hg, ..., hp_1).

3. Montrer que (—1)"h,, est le polynéme caractéristique de la matrice

(%)) 51 0 ce 0 0
1 (03] ﬁg . 0 0
0 1 Qo ... 0 0
0 0 0 ... apn By
0 0 0 ... 1 au

(o les ay et les (i sont définis par la formule de récurrence hy1 = (X — ag)hx — Brhr—1).
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4.6 Solutions

Exercice 4.1. Si A € {(B), il existe x € B tel que ¢(x) = A. Alors ux € B, donc Au € ¢(B). Si ¢ n’est
pas continue, alors ¢(B) n’est pas borné ; donc pour tout z € C il existe A € ¢(B) tel que |z| < \; posant
p=z/A, il vient z € {(B), soit £(B) = C. Il existe z € U et r € R, tel que x +rB = B(z,r) C U} il
vient £(U) D {l(x) +rz; z € {(B)} =C.

Exercice 4.2.
1. Soit # € E. Pour tout ¢ > 0 € N, il vient (p(z)+¢)'x € B,(0,1) C B,(0,1), donc q(z) < p(z)+e.
Comme cela est vrai pour tout € > 0, il vient g(z) < p(z).

2. Résulte immédiatement de 1.

Exercice 4.3.

1. Soient f,g € C*([0,1];C). 1l est clair que pour A € C, on a p(Af) = |Ap(f) et ¢q(Af) = |Nq(f);

on a ||f+ glloo < I fllec + 1gllocs 1+ 9'llcc < N1F lloc + [19lloo et [£/(0) + ¢"(0)] < [£'(0)] + 1g'(0)]
d’out les inégalités triangulaires pour p et ¢. Enfin ¢ < p et si ¢(f) = 0, alors f' =0 donc f est
constante et comme f(0) = 0, f est nulle, donc p et ¢ sont des normes. Enfin, pour ¢ € [0, 1], on

t

a f(t) = f(0) +/0 f'(s)ds, done [f(2)] < q(f). I vient [|f]l < q(f), donc p(f) < 2q(f), ce qui

prouve que p et g sont équivalentes.

2. Pour f, =sinnz, on a || fulleo < 1et ||f}]lcc = n, donc p(f) = n. On en déduit que p et f — ||f|l«
ne sont pas équivalentes.

3. Si (f,) est de Cauchy pour la norme ¢, alors, comme p et ¢ sont équivalentes, (f,,) est de Cauchy
pour la norme p. On en déduit que (f,,) et (f,,) sont de Cauchy pour la norme || ||o.. Elle convergent
unformément vers des fonctions g et h respectivement. Par le théoreme de dérivation d’une limite
(p. 60), il vient ¢’ = h.

Exercice 4.4. Soient (E, N) un un espace vectoriel normé, z un point de E et r € R7..

Puisque I'application y — N(y — x) est continue, la boule B(z,r) est une partie fermée de F, donc

B(z,7) contient I'adhérence de B(z,). Soit y € B(z,r); pour n € N, posons ¥y, = = + L(y — ).

n—+1
On a y;_x = #H(y_x)v done N (yn —nl’) = nLHN(Z/—l’) < nn—fl < r, donc y, € B(x,r); de
plus tend vers 1. Par la prop. 4.1, ——(y — x) tend vers y — x, donc y,, tend vers y. Il en résulte
n+1 n+1

que y est adhérent & B(x,r). Cela montre que B(z,7) C B(z,7).

Comme la boule B(z,r) est ouverte, elle est contenue dans l'intérieur de B(z,7). Soit y un point

o <5 n+2 : .
intérieur & B(z,r); pour n € N, posons y, = & + n 1(y — ). Comme ci-dessus, la suite (yy,)
n
converge vers y. Donc, pour n assez grand, y, € B(z,r). On en déduit que y € B(z,r), puisque
n+1
Ny — ) = N(y, —z) <.
—w)= 5N —z) <r

Exercice 4.5. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.
Puisque 0 € F, il vient 0 € F.

Soient z,y € F et A € R. 1l existe des suites (z,,) et (y,) dans F convergeant respectivement vers x et
y. Alors, par continuité des opérations, la suite (Ax,, + y,,) d’éléments de F' converge vers Az + y, donc
Mt +y€F.
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Exercice 4.6. Si f est continue, alors ker f = f~'({0}) est fermé.

Supposons ker f fermé. Soit F; un sous-espace vectoriel de E, supplémentaire de ker f dans E. Pour

x € Ey, posons N(z) = inf{p(x — y);y € ker f}. Vérifions que N est une norme.

e Si N(z) =0, alors la distance de = a ker f est nulle donc, comme ker f est fermé, on a x € ker f. Or
x € Ey, donc x =0, car Ey Nker f = {0}.

e Soient © € E; et A € R. Pour tout y € ker f, on a N(Az) < p(Ax — A\y) = |Ap(x — y). Prenant
I'< inf » sur y, on obtient N(Az) < |A\|N(z).

e Soient 7,2’ € E,. Pour tout y,y’ € ker f, on a

N@+a)<pla+a' —y—y) <ple—y) +pla —y).

Prenant I'< inf > sur y et ¢, on obtient N(z + 2') < N(z) + N(2').
Il s’ensuit que N est une norme sur Ej.

Comme la restriction de f a E; est injective, g o f est aussi une norme sur Ej.

Or Ej est de dimension finie, puisque la restriction de f est une application linéaire bijective de F; sur
Im f. On en déduit que N est équivalente a g o f, donc il existe k € R tel que go f < kN.

Soit x € E. Ecrivons = = y+z avec y € ker f et z € E,. Par définition de N, on a N(z) < p(y+2) = p(x).
De plus, on a f(z) = f(z), donc il vient ¢(f(z)) = q(f(2)) < kN(z) < kp(z). Cela montre que f est

continue et que l'on a || f|| < k.

Exercice 4.7.

1. Posons B = {z € F; ||z — z|| < ||z]|}. C’est une partie fermée de F, non vide puisque 0 € B;
pour z € B, on a ||z|| < ||z — z|| + ||z]| < 2||z||, donc B est bornée. Puisque F est de dimension
finie, on en déduit que B est compact. L’application continue z — ||z — z|| y atteint son minimum
en un point y € B. Pour z € F, on a alors ||z —y|| < ||z — z|| si 2 € B par définition du minimum
et ||z —yl| < |jz|| < ||z — z]|| si z € B (par définition de B). Donc d(z, F) = ||z — y||.

Soient alors y € F et zp € £\ F. 1l existe yo € F tel que ||zg — yol|| = d(z, F'). On pose alors

o= 1000l ot 2y 4 a(ey — ). On a i — g = allzo — woll = As pour = € P posant

u=yo+a(z—y) € Fonazw—2z=alry—u),donc ||z —z| = a||zy —ul| = A. On a bien
d(z, F) = [lz —yl| = A
2. a) On construit la suite z, par récurrence. Posons zy = 0 et, supposant x, construit dans
F,, puisque F,, C F, 1 et F,, # F,.1, il existe d’apres la question 1, z,.1 € F,1 tel que
A(Tnt1, o) = |41 — a0 = 37"
q—1 1-p
b) Pour p,g e N, p < ¢, onaz, — an+1 Ty, donc ||z, — z,]| < 23 "

n=p
résulte que la suite (z,,) est de Cauchy. Elle converge ; notons z sa hmlte.

. Il en

—n

3
Pour ¢ > n, on a, par le calcul ci-dessus, ||z, — zp41]] < R donc, a la limite, ||z — 2,41 <

3" 3—n
- Pour z € F,,, on a 37" = ||xpi1 — 2|| = ||wnt — || + ||z — 2||, donc ||z — z|| > -
3—7L
Prenant l'inf, il vient d(z, F},) > N
¢) On en déduit que, pour tout n € N, z ¢ F,,, soit = ¢ U F,.

neN
3. Un espace vectoriel ayant une base dénombrable (ej)xen est réunion des sous-espaces de dimension
finie F,, engendrés par (ex)g<n-
4. On construit grace au lemme page 38 une suite (x,) avec x, € F, pour tout n et telle que

Tpnai1 — Tpll =47 € Tpat, I'n) = 27777 7. Cette suite est de Cauchy comme ci-dessus et sa

| [ 4”td(+F)>22”10tt it tdC hy i-d t

limite x satisfait pour tout n € N, || — x, 1] < Z 47% = —— < d(zpy1, F,), donc v € F,
k=n-+1
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