I. Préliminaires

1) L’homothétie z + az , de rapport a > 0, dans R?, a pour déterminant a®. Elle transforme
Q(1) en Q(a). D’apres la propriété c), s(Q(a)) = a?s(Q(1)) dott 5(Q(a)) = 4a®.
Puisqu’une isométrie vectorielle de R? a pour déterminant 1 ou —1, le méme raisonnement prouve

’ ¢ de coté 2 ire a?
Jqu un carre de cote zZa a pour aire a” .

2) L’application affine de E dans E donnée par # — M + az (translation o homothétie) envoie
D(0,1) sur D(M,a). L’application linéaire associée a pour déterminant a®, donc D(M,a) a pour aire
ma? .

Le cercle C(M,a) a une aire nulle (propriété d)), et D(M,a), réunion des ensembles disjoints

2

D(M,a) et C(M,a), a aussi pour aire wa* (propriété b)).

3) Comme les disques D(M;) sont deux a deux disjoints, on a, par la propriété b),
s(UD(M;)) = Y s(D(M;)) = m Card (I).
Puisque ensemble X contient les disques D(M;) , la propriété a) entraine m Card (I) < s(X) .

4) Pour 0 <a<1,ona N(a) <N(1) <s(Q(1))/r=4/r <2, doun N(a) <1.

Comme Q(1) contient D(0),ona N(1)=1.

Soit D(My), ot Mg = (®0,%0) , un disque inclus dans Q(a) ; alors le point (o + ¢,y0) appartient
a Q(a) pour t €] —1,1[, ce qui donne zg+1< a, g — 1> —a, d’ou 2a > 2. Donc N(a) =0 pour
0<ax<l.

3) Soit D(Myp), ot Mg = (%0,¥0) , un disque contenu dans Q(a), @ > 1. Comme dans la question
4), on obtient g € [~a+ 1,a — 1] et de méme pour yo . Si M = (z,y) appartient a D(Mp), on a

(z—20)® +(y—w)> <1,
dout |z —xo| <1 et |Jy—yo| <1, ce qui implique que = et y sont dans lintervalle ] —a,a[ et
D(M) € Q°(a).

Le cas a <1 est trivial (¢f. 4)).

[Autre rédaction possible : Il est connu que U'intérieur de Q(a) dans E est Q°(a). Comme D(M)
est ouvert dans E | il est contenu dans Q%(a) s’il est dans Q(a) ]

6) Soit D(M;), i =1,...,N(a) un dallage de Q(a) ; les D(M;) sont donc inclus dans Q°(a).
Considérons les n? translatés de Q%(a) par les vecteurs ve, = ((2k +1 —mn)a, (20 +1—mn)a), k et £
variant de 0 a n —1.On a

Q%a) + vk, = {(z,y) € R*|(2k —n)a <z < (2(k + 1) —n)a, (26 —n)a <y < (2(£+ 1) — n)a}.
Donc ces translatés sont deux a deux disjoints et inclus dans Q(na). La famille des D(M;) 4+ ver, ¢
variant de 1 & N(a), et k et £ de 0 & n— 1, est un dallage de Q(na) dont le cardinal est n?N(a).
On a donc N(na) = n*N(a) .
[NB : Un dessin avec une explication suffit pour dire que Q(na) est union de n? carrés de coté

2a . Par contre, il faut vraiment un argument pour montrer que 'on a bien des disques disjoints.]
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7) On a déja vu en 5) que, si D(M) est inclus dans Q(a), alors M appartient a Q(a —1). Le
méme raisonnement qu’en 5) prouve la réciproque.

Par ailleurs, si d(Mj,M2) < 2, alors le milieu I du segment M;Ms est & une distance < 1 de My
et de My, donc appartient a D(M;p) N D(Msz) . Réciproquement, si M appartient a D(My) N D(Ms) , on
a d(M;p, M) < 2 par'inégalité triangulaire. Donc d(Mi,Msy) = 2 équivaut bien & D(M;) N D(M2) =¢.

8) Soit b>0 et solent M; = (Xi,y1) et My = (22,y2) dans Q(b) ; on a |z3 — 22| <20,
ly1 — y2| < 2b, d'ott d(M;, M) < 2by/2. Pour 0 < b < \/5/2, on a, d’apres 7), N(1+4+b) =1.

Pour b=+/2/2, on prend M; = (=b,—b), My = (b,b) et alors d(My,Ms) = 2. D’apres 7), on a
N(1+4 \/5/2) > 2. Mais tout point de Q(\/E/Q) autre que M; est a une distance < 2 de M,y , donc
N(1++2/2)=2.

9) C’est clairement vrai d’apres 4) si 0 <a <1 : on a nécessairement n =0 et N(a)=0.
On suppose donc a > 1. Pour chaque entier k > 1, choisissons un dallage D(M;(k)) de Q(a + %) ,
t=1,...,n. Alors (My(k),...,M,(k)) appartient a la partie compacte Q(a)” de E™. On a donc
une valeur d’adhérence (Mjy,...,M,) dans Q(a)™. Comme la distance est une fonction continue sur
E x E, les inégalités d(M;(k),M;(k)) > 2 pour ¢, j € {1,...,n}, ©#j, entrainent d(M;,M;) > 2.
Pour k> £, M;(k) appartient & Q(a + % — 1), donc M; appartient aussi & Q(a + % — 1) et, faisant
tendre £ vers +oo, M; € Q(a—1). Par 7) a nouveau, (D(M;)), 1 <7 < n, est un dallage de Q(a),
donc N(a) = n.

IT . Existence de ¢

1) D’apres (1.1), on a s(Q(a)) = 4a®. Par (1.3) appliqué & X = Q(a), on a N(a) > 4a?/n, d’'ott
d(a) < 4/m.
2) Par (1.6), on a N(na) = n*N(a), d'ott N(n + a)a > n?N(a) et

d((n + a)a) > (1+1;)2d(a): (nili_l)Zd(a).

3) Soit 1 un nombre réel; 0 <7 <1, et soit @ un nombre réel > 0 tel que d(a) > dn. Comme

la fonction n +— (ﬁ) ? est croissante et tend vers 1 quand n tend vers l'infini, il existe un entier
k>1 tel que

1 2
(m) >mn pour n > k.

Sil'ona b > ka, alors il existe un entier n > k et un nombreréel a, 0 < a <1 tels que b = (n + a)a,

et, par 2), on a d(b) = dn* . Cela montre que d(a) tend vers § quand n tend vers l'infini.

IT1I. Minoration de §

1) Les éléments de A sont les nombres complexes z = 2a + 2bj ol a et b sont entiers. On calcule
12]? = (2a — b)* + 30 = 4(a® — ab + b°).
La forme quadratique a? — ab+ 4% a pour discriminant —3 ; elle est donc définie positive ; elle prend
des valeurs entiéres aux points entiers. On a done |z|2 > 4 pour tout z € A, z #0.
[Plus explicitement, si b= 0 alors |z]2 =4a® >4.Si b#0, alors |2a — b| est soit 0 auquel cas

|2|*> = 4a® > 4, soit > 1 auquel cas [z|> >1+3=4]
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2) Solent A et p dans A ;si A#p,ona A—p€A—{0} donc d(A pu) =2 par 1). Soit a un
nombre réel > 1. Par (1.7), les disques D(X), ou A parcourt Q(a — 1) N A, forment donc un dallage
de Q(a). On a donc § > Card(Q(a—1)NA)/a®.

Evaluons Card (Q(a—1)NA) pour a > 2. Un point 2z + 2yj de A appartient a Q(a — 1) siet

seulement si |y| < (a — 1)V/3 et [22 —y| < a— 1, ce qui équivaut
— 1 -1
ly| < (a—1)V3 et w§$<w.
Un intervalle compact de R, de longueur ¢, contient au moins £ — 1 points entiers et on obtient donc
2(a—1) ,
_ = 1) a—1—-1
\/g ( )’

5> aiz (L“\/%l) 71) (a—2).

Faisant tendre a vers l'infini, on trouve § > 2/\/§

Card (Q(a—1)NA) > (

d’ou

IV . Un résultat auxiliaire

1) Pour #z et ye R, on a
. z+y z+y
inf(z,y) = 5 —‘ 5 ‘
Comme la fonction valeur absolue est continue sur R, 'application (z,y) — inf(z,y) est continue

sur R?. La borne inférieure de deux fonctions continues de E® dans R est donc continue, et, par
récurrence, il en est de méme de la borne inférieure de k fonctions continues sur E® | pour tout entier
k > 1. Par suite la fonction p est continue sur E® et, comme l'ensemble D® est compact, son image
#(D?) est une partie compacte de R . Bien stir, 'ensemble u(D?®) n’est pas vide et il a donc un plus

grand élément m .

2) On calcule
|61ﬁ’ _ 6za|2 — |61(ﬁ—o¢) _ 1|27

= (cos(f — a) = 1)* + (sin(f — a))?,
=2(1 — cos(f — a)),

(5% |

On peut supposer 0 < a < 3 <y < 27, la conclusion ne dépendant que de ¢*®, e | ¢ & lordre

d’ott

|ei5 — em| =2

[Voir aussi dessin avec demi angle au centre.]

pres. On a donce
(B—a)+(vy=B)+(a+2r—5) =2,

et I'une des différences est < 27/3. La distance correspondante est alors < 2sin(w/3) = V3.

3.a) Si p(z1,22,23) = 0, deux des nombres z; sont égaux. On prend alors (t1,ts,t3) = (1,7,5%).
On suppose dans la suite que les z; sont deux a deux distincts. On désigne par n le nombre des indices
¢ pour lesquels |z =1.

Supposons d’abord n = 0. On note alors ¢ le plus grand des modules des nombres z; ; on a
0<t<1l.Onposet;=z/t pour t=1,2,3. Onabien [t;/]<1 pour i=1,2,3 et

p(t1,ta,t3) = p(z1, 20, 23) /8 > p(z1, 22, 23).
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Supposons ensuite n = 1. Soit ¢ U'indice tel que |z;| = 1. On note j et k les deux autres indices ;
ona |zj| <1 et |zx] <1.Pour t>1,soit hy 'homothétie de centre z , de rapport ¢. Pour tout point
z € C, hy(z) tend vers z lorsque ¢ tend vers 1. Donc, pour ¢ assez proche de 1, on a |h(z;)] <1
et |hy(zx)| < 1. On choisit un tel ¢ et on pose t; = z;, t; = hy(z;), tp = hs(zz). On a bien |¢;] <1
pour ¢t =1,2,3 et

p(ti,ta,ts) = tp(z1, 22, 23) > p(z1, 22,23).

Supposons enfin n =2. On suppose |z;| < 1, |zj| = |zk| = 1. Soit a le milieu du segment z;zy .

Si a # 0, c’est-a-dire si les points z; et zp ne sont pas diamétralement opposés sur le cercle unité, on

effectue une translation 7 de vecteur —ea, ot 0 < e <1 et ol € est assez petit pour que

z; — €al
reste < 1. Comme z; —a et a sont orthogonaux, on a
2> = |zj — af* + laf?,
|2 —eal® = |z —al* +](1 — e)al*.
On en déduit |z; —ea| < |z;|. De méme, on a |z —ea| < |zz|. On pose z, = 7(z) pour £ =1, j, k ;
on a ;L(z;,z;,zz) = w(zi, zj,z5) puisque la translation 7 conserve les longueurs. On est ainsi ramené
au premier cas étudié o n=10.

Sienfin a =0, on déplace z; perpendiculairement a la droite z;z, :si u est le projeté orthogonal
de z; surla droite zjzp, on pose t; = zj, ty, =z et t; =u+t(z —u), ou t > 1 est assez proche de
1 pour que |t;] < 1. On a alors

ti = 2i® = |u — 2 + 8 |z —uf* > |z — 2,
dout [t; — zj| > |z — zj| et, de méme, |t; — zg| > |z; — 21|, Lot p(t;, b5, tk) = (2, 25, 21) -

3.b) Soit (u1,us,u3) un point de D? tel que u(ui,us,us) =m. Alors, d’apres 3.a), tous les wu;
ont pour module 1, et d’aprés2) ona m < /3. Or p(1,j,5%) = /3, donc m = /3 et, & nouveau, par
3.a), on a p(z1,22,23) < V3.

V . Majoration de ¢

1) Les points M; et M; sont distincts. Soit L la médiatrice du segment M;M; . C’est I'ensemble
des points M de E tels que d(M,M;) = d(M,M;). Sur le complémentaire de L dans E, la fonction
continue M — d(M, M;) — d(M,M;) prend des valeurs non nulles (en M; et M; par exemple). Son signe
est constant dans chacun des demi-plans ouverts bornés par D (car ceux-ci sont connexes). L’ensemble
considéré est donc le demi-plan ouvert borné par L qui contient le point M; .

2) Remarquons d’abord que le disque D; est contenu dans le disque A;. Soit M € D; ; on a
dM,M;)<1. Pour j€I, j#1i, on a d(M;,M;)>2, donc d(M,M;)> 1. Par suite le point M
appartient a V; , et on a démontré I'inclusion D; C V; .

Soit j €1, j#14 ;lapplication M — d(M,M;) — d(M,M;) restreinte & A; est continue. L'image
réciproque U; de | — 00,0[ par cette application est ouverte dans A;. L’ensemble V; . intersection de

la famille des ensembles Uj; , pour j € I, j # i, est ouvert dans A;, donc dans E.
3) Admettons I'inégalité s(D;) < (77/2\/5)3(\/}) pour tout 4 €1. On a

s(UD;) =Y s(Dy) < 2% Xi:s(vi).

7
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Mais, par construction, les ensembles V; sont disjoints deux a deux et s(U;V;) = Ei s(V;), dou

$(U;Dy) < ﬁ $(U;V;) . Comme Q contient tous les V;, on obtient le résultat demandé.

3) On en déduit

71' 2 9
ﬂCard(I) < ﬁ 4(&—}—%—1) B
d’on
2 2 272

Lorsque a tend vers +oo, le second membre tend vers 2/v/3. On en déduit I'inégalité § < 2/v/3
d’apres (I1.3) et Dégalité § = 2//3 d’apres (I11.2).

VI. Démonstration d’une inégalité

On pose désormais d(M;,M;)=2¢.0Ona ¢£>1.

1) Comme en (I.7), A; N A; = ¢ signifie d(M;, M;) < 4/V/3 , c’est-a-dire £ < 2/4/3. Alors C; N C;
est formé des points M de E tels que d(M,M;) = d(M,M;) =2/v/3. Notant J le milieu du segment
M;M; , ce sont les points de la médiatrice du segment M;M; satisfaisant a d(M,J)* = % — £ ;ilyen

a deux exactement. Ils sont distincts de J et ne sont donc pas alignés avec M; ni avec M; .

2) L’ensemble T; est formé des barycentres M a coefficients > 0 de M; et des points P du
segment A;B;, distincts de A et B; ; on a alors p(M) = p(P).

Choisissons un repere orthonormé d’origine M; de sorte que le milieu J du segment M;M; ait pour
coordonnées (£,0) . Les coordonnées des points A; et B; sont (¢,m) et (£,—m), avec I* +m? =4/3,

m > 0. Alors T'; N A; est formé des points M dont les coordonnées (z,y) satisfont &
4 4
$2+92:§a (23—25)2+y2<§~

Compte tenu de la premiere équation, la deuxieme relation équivaut & = > £. On a alors M = p(P)

avec P = ({,Ly/x) et
TE

ty
- Y4 = m.
z z < y4 m

Donc P est bien dans le segment A;B; et distinct de A; et Bj.

Inversement, si P est dans le segment A;B; et distinct de A; et Bj;, il a pour coor-

. : e 21
données (£,y) avec |y| <m. Le point p(P) a pour coordonnées Vo (4,y). Comme on a
2+ y? <2+ m?=4/3, Iabscisse du point p(P) est > £ ; ainsi p(P) appartient & I'; N A;.

3) On a p(T;)Np(Ts) =A; N A NT;. Soit M un point de cette intersection. Alors M est a
distance 2/v/3 de M;, et & distance < 2//3 de M; et Mg . Par (IV.3.b) (et une homothétie de rapport
2//3) T'une des distances d(M;,M;), d(M;,My), d(Mz,M;) est <2, ce qui est contradictoire avec

Ihypothese que l'on a un dallage. Donc p(T;) Np(Tk) = 4.

4) Avec le méme repere et les mémes notations qu’en 2), 'inégalité d(M,M;) > d(M,M;) signifie
que les coordonnées (z,y) du point M satisfont & & = > £. Alors le point p(M) a pour coordonnées

23 (2,%) avec r=d(M,M;) = /22 +y%. Si le point M; appartient a A;, alors 7 < 2/V/3, d'on
2

S

2 > { et par 2) & nouveau p(M) appartient a A; NI .

S

3
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5) Soit M € T;. Alors M #M; et p(M) € A;NT; par 2). Démontrons que M appartient & V;.
On note (z,y) les coordonnées de M. On a bien d(M,M;) < d(M,M;) car 0 <z < £. Supposons
que l'on ait d(M,M;) > d(M,My) pour un indice k distinct de ¢ et de j. Alors, d’apres 4), on
aurait p(M) € ApNT;, dou p(M) € p(Tx) par 2). Mais p(T;) N p(Tx) est vide par 3). Donc on a
d(M,M;) < d(M,My,) pour k # 7, et le point M appartient & V.

Réciproquement soit M un point de V;, distinct de M;, tel que p(M) soit dans A;NT;. On
note toujours (z,y) les coordonnées de M. Comme d(M,M;) < d(M,M;), on a z < £. La condition
p(M) € A; NT; s’exprime (¢f. 2) par

m
x>0, ‘ Q‘ < —,
x L
et le point M est alors barycentre a coefficients 1 —a/¢ et x/{ respectivement des points M; (de

coordonnées (0,0)) et P (de coordonnées (¢,y£/x)). Le point P appartient au segment A;B; en
étant distinct de A; et de Bj, donc le point M appartient & T;.

6) Soit M € A;, un point distinct de M; et tel que p(M) n’appartienne a aucun ensemble A; N T,
J €1(4) . Alors, d’apres 4), le point M appartient & V;. On en déduit que W; est la réunion des rayons
[M;P[ ot P parcourt 'ensemble des points de I'; qui ne sont dans aucun des A;, j € I(i) . Par suite
Iensemble W; N D; est 'homothétique de W; par 'homothétie de centre M; et de rapport v/3/2,

d’ott le résultat par la propriété d) du préambule.
7) Avec les notations déja introduites, l'aire de 'ensemble T; est mf. Posons

2 2
m = — sinf3, = d’ou ml = 3 sin 203

— cosf3,
V3 V3 /
avec 3 € [0,%]. L’angle au sommet Mj; de T; vaut 28, donc 'aire du secteur T; ND; vaut g. 11

s’agit donc de prouver que l'on a

8 < sin 2.

m
3v3
La condition £ > 1 se traduit par 0 < 8 < %. Mais la fonction =z +—

I'intervalle [0, 3]. On a donc

sin e

décroit de 1 a 0 sur
z

sin 2/ . sin(7/3) 3V3

28 w/3 2n

d’ou le résultat.

8) L’ensemble V; est la réunion disjointe de W; et des ensembles T;, j € I(7) . Donc
s(Vi) = s(Wi) + Y s(T;).
F€EL(3)
De méme, 'ensemble D; est la réunion disjointe de D; N W; et des ensembles D; N W;, j € I(4) , d'on
s(D;) = s(D; N W)+ > s(D; N T;).
JEL()

On en tire

. 3
d’ou le résultat puisque 'on a — <

17 92/3
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n=2, zj+z,#0 n=2, zj+z,=0
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