Université Paris Diderot (Paris 7) PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE

Lecon 403 : Exemples d’étude de suites définies par une
relation de récurrence. Corrigé des exercices.

Exercice 1 La fonction f : x —

est continue sur [0, 4[U]4, +oo [ et a pour graphe :

1
2—\/x

donc si ug < 0 ou ug > 4 la suite (up)nen n'est pas définie. Pour tout x € [0, 4] on obtient :
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intervalles [0, 1[ et |1, « [ sont stables par f, car elle est strictement croissante sur [0, 4].

- Pour tout x € [0,1[, on a : f(x) > =z, donc si ug € [0, 1[, la suite (up)nen est
(strictement) croissante et majorée par 1, donc elle converge vers un point fixe de f dans
I'intervalle [0, 1] : ce point fixe ne peut étre que 1, donc (uy,)nen converge vers 1.

- Siug =1, la suite (up)nen est constante égale a 1.

-Siwug €]1, af, la suite (up)nen est décroissante et converge vers 1 comme ci-dessus.

- Si ug = «, la suite (u,)nen est constante égale a «.

-Siug €], 4], la suite (u,)nen est (strictement) croissante tant que u,, < 4. Si elle était
majorée par 4, elle convergerait soit vers un point fixe de f dans |« , 4[ ce qui est impossible,
soit vers 4 mais alors u,4+1 = f(u,) tendrait vers +o0o ce qui est également impossible : il
existe donc un entier N tel que uy > 4, donc la suite (u,)nen n'est pas définie.

avec 3 =

, donc f admet les point fixes 1 et « et les

On peut observer que :
1 1
2Va(2—va)® 2vV5-4
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donc le point fixe 1 est attractif tandis que « répulsif, ce qui explique les résultats obtenus.
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Exercice 2 a) La fonction f : x — 5 + — est continue sur R et a pour graphe :
x

T

2 — g2
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Pour tout réel x >0 on a: f(x) —z = donc /2 est son unique point fixe, et elle est

strictement croissante sur [\/5, +oo[ qui est donc stable par f. La suite (uy, )nen est donc bien
définie, strictement décroissante et minorée par v/2, donc elle converge vers un point fixe de
f qui ne peut étre que v/2. La propriété “u, est rationnel” est évidemment héréditaire, donc
on en déduit par récurrence que u, est un nombre rationnel pour tout entier n .



b) Pour tout n € N, on a :

Vi i +2-2u, V2 (up, — V2)? - (uy, — V2)?
Un+1 — 2u” — 2u” X 2\/§

Up —

2/2

n

pour tout entier n et par récurrence on en déduit que : v, < (vo) puis :

puisque (uy, )nen est décroissante, donc la suite définie par v, = vérifie : v, < (vn)

uy — V2\2" 12" 1
0 —V2<2 2(7> <4(_) _
<tn=V2<2V2 22 4 421

Pour obtenir : | u, — v/2|< 10710 il suffit donc que : 42" =1 > 1019 | soit : 2" — 1 > 167
par un calcul de logarithmes, ce qui est vrai des que n = 8. Le neuvieme terme de cette suite
fournit donc les 100 premieéres décimales de v/2.

Remarque : En écrivant u,, = @, on obtient : ppy1 = (pn)2 + 2 (qn)2 et gnr1 = 2pn qn,

donc les entiers p,, et g, sont de l’oﬁdre de 2" . Le rationnel ug est donc un quotient de nombres
a plus de cent chiffres, ce qui explique qu’il peut “encoder” ces cent premieres décimales.

c) En appliquant la méthode de Newton & la fonction h : z +— 22 — 2, on obtient la relation
de récurrence :

h(n 2’ =2
Tn+l1 = Tp — h,((x.%'n)) :xn_%:f(xn)

qui définit la suite (uy )pen - On sait que cette méthode conduit “presque toujours” & un point
fixe super-attractif de la fonction f puisque si h(a) = 0 et h'(a) # 0 on obtient f(«) = a et :

, (W())? — h(a) 1" (a)
flla)y=1- =0
(a) )

des que h est deux fois dérivables, et ces hypothéses sont bien vérifiées ici. Ceci explique la
convergence quadratique de (u,)nen vers a = /2.

Remarque historique : (u,)nen est une “suite de Héron” (mathématicien d’Alexandrie du
1¢" siecle) et elle est basée sur une méthode déja connue des Babyloniens pour construire un
carré ayant la méme aire qu’un rectangle donné (on part ici du rectangle de cotés 1 et 2).
On construisait un rectangle de méme aire que le rectangle initial et dont 'un des cotés est
la moyenne arithmétique de ses cotés (qui encadrent le coté du carré, donc on se rapproche

de la longueur cherchée) en résolvant I’équation zy = ab avec y = ‘”2'b par le théoreme de
Thales en suivant la figure : ,
, /
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puisqu’elle équivaut a : — = Y.
T  a

Exercice 3 a) La fonction sin est continue sur R et son seul point fixe est 0 puisque la
fonction = — z — sin(x) est strictement croissante, donc la suite (uy,)nen est toujours définie.
On a de plus : 0 < sin(x) < = pour tout = €]0, 1] et : u, € [—1, 1] pour tout entier n > 1.
Siu; < 0 on pose : v, = —u, pour tout n € N et on obtient : v; > 0 et v, 1 = sin(v,) pour
tout n € N car sin et impaire, donc il suffit par symétrie de traiter le cas ou : u; > 0. Dans ce
cas, la suite (up)nen est stationnaire si u; = 0, et si u; €]0, 1] on obtient : u, €]0, 1] pour
tout entier n > 1 et la suite (u,)n>1 est strictement décroissante. Comme elle est minorée
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par 0, elle converge vers un réel a € [0, 1] qui est forcément un point fixe de la fonction sin
et on a donc : @ =0 : dans tous les cas, on en conclut que (uy),en converge vers 0. Comme
sin’(0) = 1, ce point fixe n’est ni attractif ni répulsif, donc il faut une étude plus poussée
pour obtenir sa vitesse de convergence.

b) Siu; =1 on a: u, = 0 pour tout entier n > 1 et si u; €]0, 1] on obtient : w, > 0 pour
tout entier n > 1 et par un développement limité de sin en 0 :

1
U1 = Up — = uS + o(ud)

6 n
donc pour tout réel « on a :
1
uftyy — =l ((1- gud+o(ud)” —1) = =Sl + o(ui™?).
. . . 1 1 1 .
En choisissant & = —2, on obtient : lim ( 5 — —2) = — puisque lim wu, =0, donc :
n——4o00 Uy g uz 3 n—-+o0o

101 = 1 n
R RO I et ) B

par un résultat classique sur les sommes partielles des séries divergentes a termes positifs

3 n
équivalents. On en conclut aisément que :  u,, ~ \/j puisque lim wu, \/; =1 par
n n—

n——+oo “+o00
3

continuité de la fonction v . Enfin, si w1 < 0, on obtient par symétrie : w, ~ —4/—
n—-+oo n

Exercice 4 L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence uy 1o = Uy + Un41
s’écrit : X2 — X — 1 =0 et elle admet pour racines :

1-v5 _1+45

r_— = 9 T+ = 9

On en déduit qu’il existe des constantes réelles A_ et Ay telles que :u, = A_ (r_)"+A; (r)"
pour tout entier naturel n, et en posant n = 0 puis n = 1 on obtient le systeme :

A+ A, =1
T,A,+T+A+ =1

—1 1—r_
qui implique : A_ = T2 e Ay = ~ "™ On en conclut que pour tout n € N, on a :
Ty —Tr— ry —Tr_—
1+5)"
u 1+V5 ~VE)") ~ a+vs)T
n 2 \/_ (( ) ( ) n—+oo on \/5
1 5
donc: lim (un+1) T V5 (la suite de Fibonacci fournit donc le nombre d’or).
n—+oo \ Uy, 2

Exercice 5 On montre aisément par récurrence que les réels u, et v, sont bien définis et
strictement positifs pour tout entier naturel n, et on a :

(v/un — \/E)

Up+1 — Unt1 =

donc : u, = v, . On en déduit que :

un+1_un:M<0 et UnJrl_vn:\/a(\/a_\/a)}O
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donc (up)nen est décroissante et (v, )nen est croissante, et que :

(1t vn)

N | —

0 < Upt1 — Vnt1 S Upt1 — Vp =

donc la suite (v, — up)nen converge vers 0 aprés comparaison & une suite géométrique. Les
suites (un )nen et (vn)nen sont donc adjacentes, et convergent donc vers une méme limite réelle
appelée la moyenne arithmético-géométrique de a et b.

Exercice 6 a) Si X = [0, 1] et f(x) = sin(z) pour tout x, le théoreme des accroissement
finis montre que pour tous x # y € X il existe un réel c strictement compris entre x et
y, donc appartenant a |0, 1[, tel que : f(x) — f(y) = cos(c) (x — y), donc on obtient :
| f(z) = f(y)|<|z —y| et le hypotheéses sont vérifiées. Mais on a :

i £@) = 10

z—0 x—0

=f(0)=1

donc il n’existe aucun réel k < 1 tel que : | f(x) — f(y)| < k |z —y| pour tous z, y € X, donc
I’application f n’est pas contractante. Le théoréme du point fixe de Picard ne peut donc pas
étre appliqué ici.

b) Pour tout x € X, posons : (x f(z )) L’application f est continue puisque
1-lipschitzienne (si x =y on a : d( ( ) fly))=0=d(x,y)),donc h : X — R est continue,
donc elle atteint son minimum en un point a € X . Si on avait f(a) # a, on obtiendrait :

h(f(a)) =d(f(a), fof(a)) <d(a, f(a)) = h(a)

ce qui contredit la définition de a, donc a est un point fixe de f. Si elle admettait un autre
point fixe a’ # a, on aurait :

d(a, d)=d(f(a), f(d')) <d(a, d)

ce qui est contradictoire, donc a est I'unique point fixe de f . B

c) L’espace métrique (K, d) est compact puisque K est fermé, et la restriction f : K — K
de f vérifie encore : d(f(xz), f(y)) < d(z, y) pour tous z # y € K. On en déduit que f
admet un unique point fixe a € K , et @ est aussi un point fixe de f d’o : @ = a par unicité.
d) Remarquons d’abord que la suite (d(a, uy))nen est décroissante et minorée, donc qu’elle
converge vers sa borne inférieure m > 0. Posons : Y = {u,, n € N} C X et K =Y. On a
donc: f(Y) ={u,,n € N*} CY,doulon déduit : f(K) C K par continuité de f (pour tout
¢ € K il existe une suite (yn)nen & valeurs dans Y convergeant vers £, et la suite (f(yn))nen
est & valeurs dans Y et converge vers f(¢), donc: f(£) € K). On en déduit que:a € K =Y,
c’est a dire que : m = d(a,Y) = 0, et on en conclut que : (d(a, up))nen converge vers O,
c’est a dire que (uy)nen converge vers a .

e) La fonction f est dérivable et on a pour tout réel x :

fl@)= ———¢€] -1,1]

V 1+ 22
donc la formule de Taylor-Lagrange montre qu’elle vérifie ’hypotheése. Mais on a : f(x) # x
pour tout x € R et pour tout entier naturel n on a : (un+1)2 =1+ (un)2 donc par récurrence
on obtient : (un)2 = (u0)2 + n et la suite (up)nen tend vers +oo. L’espace X = R n’est
pas compact mais il est pourtant complet, donc cette hypothese ne suffit pas pour obtenir
les résultats ci-dessus puisque f n’admet aucun point fixe et la suite (uy,)nen diverge toujours.



