Université Paris Diderot (Paris 7) PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE
Lecon 403 : Exercices complémentaires

On peut aussi parler des suites homographiques (sujet tres classique, donc exercices faciles
a trouver), de suites chaotiques avec les exercices 1.6 ou 1.7 du polycopié d’analyse, s’inspirer
du chapitre 2 (accélération de converge, méthode de Newton) et des exercices qu’il contient,
ou encore parler de séries génératrices comme dans ’exercice suivant, voire caser le second
(tous deux tirés du [Monier]|). Mais il faut faire des choix parmi tout cela, et 'essentiel est
d’obtenir une lecon cohérente...

Exercice 1 On considére la suite (uy)nen définie par ug = 1 et la relation de récurrence :
Up+1 = Z Uk Up_k  pour tout n € N,

Exprimer u,, en fonction de n pour tout n € N.
Indication : on pourra considérer la série entiére g Up "

n=0

Remarquons tout d’abord que la relation de récurrence et son premier terme déterminent
entierement la suite (uy)nen. Supposons que le rayon de convergence R de la série entiere
> un ™ soit strictement positif, et posons pour tout x €] — R, R| :

400 +00 n
= Zun:n” , donc : (f(:n))2 = Zvn:v" ol v, = Z Uk Uy—k pour tout n € N,
= n=0 k=0
On obtient donc pour tout z €] — R, R| :
+00 +o00
x(f(x))Q—f(x):Zvnx"Jrl—Zunx”:—uo—i-Z n — Un41) 2"t )
n=0 n=0

et par unicité du développement en série entiere on en déduit que la suite (uy,)pen vérifie :
ug = 1 et la relation de récurrence si et seulement si on a :

x(f(a:))Q—f(x)+1:0 pour tout z €] — R, R|
1
Si0<|z|< les racines de ce trindéme en f(z) sont :

Vi—1 —VI—4
I e

et fi n’est pas bornée au voisinnage l'origine, donc elle ne se prolonge pas en une fonction
développable en série entiére a l'origine, mais pour tout w €] —1, 1[on a :

1 -1"1 -1 - — — —3)!
(1-w)? = ZG” o : a”_(n!l);21;"'32%_2%—(22;(1@?2.2)!
pour tout entier n > 2 ainsi que : ag = 1 et alz%l,donc siO<\x|<%on obtient :
2(2n — 1)! 2n —1 =
I 1+Z (n+1)!(n—1)! 1+Zn+1< n—1 )x”:;bnx”
En posant : f_(0) =by =1 on obtient:m(f,(x)) — fo(z )+1—0p0ur tout z €] — 1, 1 [,

et le rayon de convergence de la série entiére > b, x™ vaut 4 , donc les calculs faits ci-dessus
montrent que la suite (b, )nen vérifie la relation de récurrence et on a : by = 1. On en conclut
que u = b par unicité d’une telle suite, et on obtient donc :

2 2n—1
Uy = m ( nn— 1 ) pour tout entier n > 1



Exercice 2 a) Soit (uy)nen une suite réelle bornée vérifiant :

(e =) =0
Démontrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de (uy,)nen st un segment non vide.

b) Soit (up)nen une suite réelle bornée. Démontrer que (u,)nen converge si et seulement si
I’ensemble de ses valeurs d’adhérence est un singleton.

c) Soient a < b deux réels et f : [a, b] — [a, b] une fonction continue. Soit (uy,)nen une suite
vérifiant la relation de récurrence : up4+1 = f(u,) pour tout n € N. Démontrer que la suite
(un)nen converge si et seulement si on a :

i (v = tn) =0

a) Voir les exercices 1.12 et 3.3 du polycopié, out I'on montre que I’ensemble A des valeurs
d’adhérence de (uy)nen est un intervalle et que

A:ﬂ {ug, k = n}

neN

donc A est fermé et borné, et il est non vide d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

b) L’implication est évidente, donc supposons que (u,)pen @ une unique valeur d’adhérence

£. Si (up)nen ne convergeait pas vers £, on obtiendrait :
Ve>0,VNeN,In>N, |u, —l|>¢e

ce qui permet de construire une suite (u@(n))n cy extraite de (un)nen vérifiant : [ugq,) — €| > €

pour tout n € N. Mais (uw(n))n cn est bornée, donc elle posseéde une valeur d’adhérence ¢’ et

on obtient : [ — ¢| > £ en passant a la limite. Comme ¢’ est aussi une valeur d’adhérence de

(un)nen , on obtient une contradiction qui montre finalement que (uy,)nen converge.

c) L’implication est évidente, et pour la réciproque on a montré que l’ensemble des valeurs

d’adhérence de (uy,)nen est un segment non vide A = [« , f] C [a, b] et qu’il suffit de montrer

que o = 3 pour conclure. Pour tout ¢ € A il existe une suite extraite (u convergeant

o(n) ) nen

vers £, donc (uw(n) + 1) converge vers f({) par continuité de f et on en déduit que :

neN

0= tm (upmy1 = upm) = (O =L,
d’ou : f(¢) = £. Supposons par l'absurde que a < ( et soit £ €], B[ : il existe donc un
entier N tel que uy €]a, B[, donc la suite (uy,)nen est stationnaire et n’a donc qu’une valeur
d’adhérence, ce qui est contradictoire d’ou le résultat.



