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Premiere partie

Algebre générale

1 Arithmétique dans Z

1.1 Division dans Z
1.1 Définition. Soient a,b € Z. On dit que a divise b et on écrit a|b sl existe ¢ € Z tel que b = ac.

On dit aussi que b est un multiple de a, que b est divisible par a, que a est un diviseur de b...

1.2 Propriétés élémentaires. a) Pour tout a € Z, on a : 1]a, ala et a|0.
b) Pour tout a,b € Z, on a : (alb et bla) <= |a| = |b|.
¢) Pour tout a,b,c € Z, on a : (a|b et blc) = alc.
d) Pour tout a,b,c € Z, on a : (alb et alc) = a|b + c.

1.3 Exercice. a) Soient a,b, c,d € Z. Démontrer que si a|b et c|d alors ac|bd.

b) Soient a,b € Z et n € N. Démontrer que si alb, alors a™|b".

1.4 Théoréme : Division euclidienne. Soient a € Z et b € N non nul. Alors il existe un unique
couple (q,7) € Z? tels que a = bq+1 et 0 <r < b.

1.5 Définition. Un nombre p € N est dit premier s’il a exactement 4 diviseurs : 1,p, —1 et —p.

En particulier, 1 n’est pas pas premier. Il arrive parfois que 'on ait envie de dire que si p est premier,
le nombre —p est aussi premier.

1.6 Proposition. Soit n € Z un nombre distinct de 1 et de —1. Alors n admet un diviseur premier.

Le plus petit diviseur strictement supérieur a 1 de n est un nombre premier.

1.7 Théoreme. Il y a une infinité de nombres premiers.

I1 suffit en effet de remarquer que tout diviseur premier de n! + 1 est > n + 1.

1.2 Sous-groupes additifs de Z

1.8 Notation. Soit a € Z. L’ensemble des multiples de a, c’est a dire I'ensemble {ab; b € Z} est noté
aZ..

1.9 Remarque. Pour a,b € Z on a I’équivalence entre :
(i) alb; (i) beaZ et (iii) bZ C aZ.
D’apres 1.2.a), on a aZ = bZ si et seulement si |a| = |b] (i.e. b = %a).

1.10 Proposition. Pour tout a € Z, l’ensemble aZ est un sous-groupe additif de Z.. C’est le plus petit
sous-groupe de 7. contenant a.

1.11 Théoreme. Tout sous-groupe de 7Z est de cette forme : si G C Z est un sous-groupe additif, il
existe (un unique) a € N tel que G = aZ.



1.3 PGCD, PPCM algorithme d’Euclide

1.12 Corollaire. Soient a,b € Z.

a) 1l existe un unique m € N tel que aZ NbZ = mZ. Le nombre m est un multiple commun de a et
de b. Les multiples communs de a et b sont les multiples de m.

b) Il existe un unique d € N tel que aZ + bZ = dZ. Le nombre d est un diviseur commun de a et
de b. Les diwviseurs communs de a et b sont les diviseurs de d.

1.13 Définition. Le nombre d de ce corollaire s’appelle le plus grand commun diviseur (PGCD) de
a et b; on le note pged(a,b). Le nombre m de ce corollaire s’appelle le plus petit commun multiple
(PPCM) de a et b; on le note ppecm(a,b).

1.14 Remarque. Soient n € N* et x1,...,x, € Z. On définit de méme le plus grand commun diviseur
d et le plus petit commun multiple m de x4, ..., 2, :
e Le nombre m € N est un multiple commun des x;; les multiples communs des z; sont les
multiples de m. Autrement dit

mZ:leﬂxQZﬂ...ﬂan:ﬂxiZ.

=1

e Le nombre d € N est un diviseur commun des x; ; les diviseurs communs des x; sont les diviseurs

de d. On a N
dZ:le—i—xQZ—l—...—i—an:inZ.
=1

1.15 Lemme. Soient a,b € Z. On suppose que b # 0. On note r le reste de la division euclidienne de
a par |b|. On a pgcd(a,b) = pged(b, ).

1.16 Algorithme d’Euclide. Soient a,b € N. On suppose que a > b > 0.
e On pose rg = a, r; = b et on note r, le reste de la division euclidienne de a par b.
e Soit n € N non nul et supposons r; construits pour 1 < j < n. Si r, n’est pas nul, alors on
définit 7,1 comme le reste de la division euclidienne de r,,_1 par r, : 7,1 = ¢urn + Tna1- Si 7,
est nul, on arréte la construction.

a) La construction s’arréte en un nombre fini d’étapes.
b) Le PGCD de a et b est le dernier reste non nul.

1.17 Remarques. a) On peut majorer le nombre N d’étapes qu’il faut pour trouver le PGCD.
Sachant que la suite 7, est strictement décroissante, on trouve évidemment N < b. Mais on peut
faire bien mieux!

Remarquons que ry_; = gyry = 2ry (puisque 0 < ry < ry_1), et pour 1 < k < N — 1,

on a ry_1 = qprr + k1 = Tk + ey, de sorte que, par récurrence, ry_p = ryFpio, ou Fj

est le k-ieme nombre de Fibonacci (donné par récurrence par les formules Fy = 0, F; = 1 et

Fyi1 = Fi + Fy_q pour k > 1 - on initialise la récurrence avec k = 0 et 1 sachant que Fy, = 1
ou ¢ =

V5 2

une estimation pour N logarithmique en

est

et F3 = 2). Rappelons que F}, croit géométriquement : Fy =
N+1 _

V5

le nombre d’or. On a donc b =ry > Fiq >

In¢

On en déduit que le nombre N d’étapes nécessaires pour trouver le PGCD est inférieur ou égal
a b fois le nombre de décimales de b (théoreme de Lamé - cf. exerc. [L.8)).

2



b) Pour écrire une relation de Bézout d = ry = au + bv, on peut remonter les opérations : ry =
'N—2 —TN—-1gN-1 = TN-2 — QN—l(TN—g - TN-zQN—Q) = (1 + QN—1QN—2)7”N—2 — gN-1TN-3, PUIS en
écrivant ry_o = ry_4 — rn_3¢n_3 On exprime 7y en fonction de ry_3 et ry_4, et on continue...
Cela demande de garder en mémoire la suite des quotients gy.

On peut faire un peu mieux, en écrivant a chaque étape de I'algorithme r, = uia + vgb. On aura
Thi1 = Th—1 — &7k = (Ugp_1 — qrug)a + (Vg1 — qxvx)b. En méme temps qu’on trouvera le PGCD,
on aura une relation de Bézout !

1.18 Quelques explications sur la suite de Fibonacci. Soient a,b € C. On considere les suites u,, qui
satisfont une propriété de récurrence u,12 = aun11 + bu,. Elles forment un sous-espace vectoriel E de ’espace
CN des suites complexes. Comme une telle suite est entierement déterminée par ug et uy, cet espace vectoriel
est de dimension 2 (I'application linéaire (u) — (ug,u;) est un isomorphisme de E sur C?). On cherche une
base de E de la forme u, = 2" (avec 2 € C). La suite (z") est dans E si et seulement si z* = ax + b. Si les
racines 1 et 7o du polynoéme X2 —aX — b sont distinctes, on obtient deux suites indépendantes ri et ry, donc
toutes les solutions s’écrivent u,, = ary + fry (avec a, 5 € C). Si ry = ro = r, on vérifie que u,, = nr’ est aussi
solution ; les solutions s’écrivent donc (si r # 0) u, = (a + nfB)r" (avec «, 8 € C).

Dans le cas de la suite de Fibonacci, a = b = 1 et les racines du polynéme X2 — X — 1 sont ¢ et —¢ ' ol ¢
est le nombre d’or. Donc Fj, = a¢k + ﬂ(—l)kqb_k. On détermine « et 5 a ’aide des premiers termes.

1.4 Nombres premiers entre eux

1.19 Définition. On dit que a et b sont premiers entre eux si leur plus grand commun diviseur est 1.

Si a,b € Z, on peut écrire a = a’'d et b = V'd on1 a’ et I’ sont premiers entre eux et d est le plus grand
commun diviseur de a et b.

Soient n € N* et xy,...,x, des nombres entiers. On dit que les x; sont premiers entre eur dans leur
ensemble si le plus grand commun diviseur de x, ..., z, est 1; on dit que les x; sont premiers entre eux
deuzw a deuw, si pour tout couple d’entiers i, 7 avec 1 < i < j < n, les nombres x; et x; sont premiers
entre eux.

1.20 Théoreme de Bézout. Soient a,b € Z. Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe u,v € 7 tels que au + bv = 1.

1.21 Théoreme de Gauss. Soient a,b,c € 7. Si a divise bc et est premier a b, alors a divise c.

1.22 Corollaire. Soient a,b € Z et p un nombre premier. Si p divise ab alors p divise a ou b.

1.23 Lemme. Soient py,...,pr € N des nombres premiers distincts deux a deux et [(q,...0, € N*.
k

Posonsn = prj. L’ensemble des diviseurs premiers de n est {p1,...,px} et pour tout j, pfj divise n
j=1

i+1 .
et p;’ ne divise pas n.

1.24 Théoreme. Tout nombre entier n > 2 admet une décomposition en produit de nombres premiers
unique a permutation des facteurs pres.

On démontre l'existence a 'aide d’une < récurrence forte » sur n. L’unicité résulte du lemme [1.23]



1.5 Congruences, I’anneau Z/nZ

1.25 Définition. Soient a,b,n € Z. On dit que a est congru a b modulo n et on écrit a = b [n] si n
divise b — a.

1.26 Proposition. Soit n € Z. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

1.27 Lemme. Soit p un nombre premier. Pour tout entier k tel que 1 < k < p — 1 le coefficient

binomial (Z) est divisible par p.

Ona (p—k) (i) :p<p;1).

1.28 Petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier. Pour tout entier k on a k* =k [p]. Si
k n'est pas divisible par p, alors kPt =1 [p].

1.29 Théoreme de Wilson. Pour tout nombre premier p, on a (p — 1) = —1 [p].

Notons que les démonstrations de ce théoréme se placent dans le corps Z/pZ (voir exerc. [3.15]).

1.30 Définition. Soit n € Z. On note Z/nZ le quotient d’équivalence pour la relation de congruence
modulo n.

Pour n € N*, on a a = b [n] si et seulement si a et b ont méme reste dans la division euclidienne par
n; on en déduit que Z/nZ a n éléments (autant que des restes possibles).

1.31 Proposition. Soit n € Z. L’addition et la multiplication de Z. passent au quotient et définissent
une structure d’anneau sur Z/nZ.

En d’autres termes, si a = b [n] et ' =¥ [n], alors a +d =b+ ' [n] et ad’ = bb' [n].

1.32 Proposition. Soit n € N*. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) L’anneau Z/nZ est un corps.

(ii) Le nombre n est premier.

1.33 Proposition. Soient n € Z. La classe d’un élément a € 7 est un élément inversible de [’anneau
Z/nZ si et seulement si a et n sont premiers entre eut.

Pour n € N*, le nombre d’éléments inversibles de Z/nZ est donc égal au nombre d’entiers a € (0,1 — 1]
premiers a n. Ce nombre se note ¢(n). L’application ¢ ainsi construite s’appelle l’indicatrice d’Euler.

Soit p un nombre premier. Tout nombre non divisible par p est premier & p; on a donc ¢(p) = p — 1.
Soient n € N* et a € Z; alors a est premier avec p" si et seulement si a est premier avec p, i.e. s’il n’est
pas divisible par p. Les nombres a € [0, p" — 1] divisibles par p sont les kp avec 0 < k < p"~'. Ils sont
au nombre de p"~*. Donc ¢(p") =p" —p" ' = (p— 1)p" .

1.34 Remarque. Soient m,n € Z deux nombres entiers. On suppose que m|n. Pour a,b € Z, si
a = b [n], alors a fortiori a = b [m]. On définit une application naturelle 7, ,, : Z/nZ — Z/mZ qui a
la classe de a modulo n associe sa classe modulo m. C’est clairement un homomorphisme d’anneaux.

1.35 Théoreme < Chinois >. Soient m,n deux nombres premiers entre eux. L’application

Z/mnZ — Z/mZ X ZL/nZ
a +— (Wm,mn (CL), Tn,mn (CL))

4



est bijective ; ¢’est un isomorphisme d’anneaux.

En particulier, si m,n sont premiers entre eux on a ¢(mn) = @(m)e(n).

1.36 Proposition. Soit n € N, n > 2. Notons p1,...,px les nombres premiers (positifs et) distincts
k
1
qui divisent n. On a o(n) = nH (1 — —) .
o Dj
7j=1

1.37 Résolution générale de deux équations type. On va donner une méthode générale pour
deux équations : un systeme de congruences et une équation diophantienne. Chacune de ces équations
demande d’abord le calcul d'un plus grand commun diviseur et une < relation de Bézout >.

a) Résoudre I'équation de congruences : z =a [m] et = =0 [n].

e On suppose que m et n sont premiers entre eux. Ecrivons une relation de Bézout
mu+nv = 1. Posons zg = mub+ nva. Alors g — a = mub+ (nv — 1)a = mub — mua est un
multiple de m et g — b = (mu — 1)b+ nva = nv(a — b) est un multiple de n. Notre équation
devient

r=ux9|m| et x=uxy[n],
qui est équivalente a = xy [mn]. L’ensemble de ses solutions est {xg + mnk; k € Z}.

e Cas général. Notons d le plus grand commun diviseur de m et n. Si x est solution de notre
équation, comme d divise x — a et  — b, alors d|b — a. Si a n’est pas congru a b modulo d,
alors notre équation n’a pas de solution. Sinon, écrivons b — a = fd et écrivons une relation
de Bézout mu + nv = d. Posons g = a + {mu = a+ {(d — nv) = b — nlv. C’est une solution
de notre équation. Notre équation devient

T =9 [m] et x=xo [n],

qui est équivalente a © = zg [M] ou M = @
n. L’ensemble de ses solutions est {zo + Mk; k € Z}.

est le plus petit commun multiple de m et

b) Résoudre I’équation diophantienne : ax + by = c.
On va supposer que a n’est pas nul. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b. Ecrivons
a=da et b=db oud et b sont deux nombres premiers entre eux, et donnons une relation de
Bézout a'u + b'v = 1. L’équation devient d(a’z + 0'y) = c. Si ¢ n’est pas multiple de d, il n’y a
pas de solution. Sinon, écrivons ¢ = dc’. L’équation devient a'z + b’y = ¢ = (a'u + V'v), soit
d'(x —du) = b (dv—1y). Si(x,y) est solution, alors a’ divise b'(c'v — y) et est premier avec V/,
donc il divise ¢'v — y. Ecrivons ¢v — y = ka'. On doit alors avoir : a'(z — du) = a'b'k, donc
r—cdu = Vk. L’ensemble des solutions est contenu dans {(cu+V'k,cv—kad'); k € Z}. On vérifie
immédiatement que, inversement, pour tout k € Z, on a a(c'u + b'k) + b(c'v — ka') = c.
Remarquons que dans ces deux équations on a trouvé une solution particuliere et résolu I’ équation
homogéne associée. Pourquot ?

1.6 Exercices
1.6.1 Divisibilité et congruences

1.1 [Exercicel 1. Soient a,b,0 € Z. On suppose que ¢ est un diviseur commun de a et b et qu’il
existe u,v € Z tels que 0 = au + bv. Démontrer que le plus grand commun diviseur de a et b est

9]



2. Soient a, b, c € N. Notons d et m le plus grand commun diviseur et le plus petit commun multiple
de a et b. Démontrer que le plus grand commun diviseur de ac et bc est dc et que le plus petit
commun multiple de ac et bc est mc.

3. Soient a,b € N. Démontrer que dm = ab ou 'on a noté d et m le plus grand commun diviseur
et le plus petit commun multiple de a et b respectivement.

1.2 [Exercicel 1. Soient a,b, c € Z. On suppose que a et b sont premiers entre eux, que alc et b|c.
Démontrer que ab|c.

2. Soient a,b,c € Z. On suppose que a est premier a b et a ¢. Démontrer que a est premier a bc.
3. Soient a,b € Z et n € N*.

a) On suppose que a et b sont premiers entre eux. Démontrer que a et b" sont premiers entre
eux. En déduire que a” et " sont premiers entre eux.

b) Démontrer que le plus grand commun diviseur de a™ et b" est d" ou d est le plus grand
commun diviseur de a et b.

4. Soient a,b, c € Z tels que albc. Démontrer qu’il existe d, e € Z tels que a = de et d|b et e|c.

1.3 Quel est le reste de la division de (n — 1)! par n pour n > 27

1.4 [ Exercicel (Suggéré par Gentiana Danila). Cent condamnés sont alignés en file indienne dans
la cour de la prison. On leur met des chapeaux blancs ou noirs, mais aucun prisonnier ne connait la
couleur de son propre chapeau, ne voyant que la couleur de ceux qui sont devant lui dans la file. Il peut
y avoir un nombre arbitraire de chapeaux blancs et noirs.

On s’appréte a exécuter les prisonniers, en leur laissant une chance d’étre sauvés de la fagon suivante.
L’un apres 'autre, chaque prisonnier doit annoncer sa couleur a voix haute (en commengant par celui
qui voit tous les autres), et il n’est sauvé que s’il trouve juste.

Avant d’entrer dans la cour de la prison les prisonniers ont eu la possibilité de convenir d’une tactique
pour annoncer les couleurs. Quel nombre maximal de prisonniers peuvent étre sauvés de maniere
certaine, et par quelle stratégie ?

Commentaire. Les nombres p de prisonniers et le nombre d de couleurs est arbitraire; dans 1’énoncé
c’est 2 mais apres, par exemple pour une mise en pratique, on peut prendre 3 couleurs...

1.5 Propriétés arithmétiques a la base de RSA.

Soient p,q deux nombres premiers distincts, on note N un multiple commun de p — 1 et ¢ — 1. Soit
e € {1,..., N} un entier premier avec N.

1. Démontrer qu'il existe un entier d € {1,..., N} tel que ed = 1[N].

d ed

2. En utilisant le théoreme de Fermat, démontrer que pour tout entier n, n® = nlp| et n® = nlq|.

3. En déduire que I'application C : {0,...,pg — 1} — {0,...,pg — 1} qui & a associe le reste dans
la division de a® par pq est une bijection de {0,...,pg — 1} sur lui-méme.

Sur le systeme de cryptage a clé appelé RSA (Ron Rivest, Adi Shamir, and Leonard Adleman, 1977) :
Je veux pouvoir recevoir des messages chiffrés de telle sorte que je serai seul a pouvoir les déchiffrer. Pour cela
e Je choisis deux nombres premiers p et ¢ grands (environ 100 chiffres chacun), je calcule leur produit n que je
rends public, ainsi que la clé de chiffrement e - un nombre premier a (p — 1)(g — 1).
e Je calcule aussi un nombre d qui est inverse de e modulo p — 1 et modulo ¢ — 1; ce nombre je suis le seul a le
connaitre, ainsi que les nombres p et ¢ qui m’ont permis de le trouver.



Supposons maintenant que vous vouliez m’envoyer de facon secrete un message qui est un nombre a ayant a peu pres
200 chiffres, c’est & dire grand mais inférieur & n = pg (ou une suite a; de tels nombres si votre message est long). Vous
m’envoyez juste le nombre b qui est le reste de a® dans la division par n (ou la suite des b; = af modulo n). Pour retrouver
le message d’origine, je n’aurai qu’a calculer le reste de b (ou b,‘ii) modulo n. Ce systeme repose sur les faits suivants :

1. Tl est < relativement rapide > de vérifier qu'un nombre est premier, et il y a beaucoup de nombres premiers : si
je donne un nombre m de 100 chiffres au hasard, d’apres le théoréme des nombres premiers, le plus petit nombre
premier p > m a beaucoup de chances d’étre tel que p — m soit du méme ordre que Inm ~ 1001n10. Donc je
peux trouver des nombres premiers p et ¢ < rapidement .

2. Le nombre e est en général choisi petit (e = 3,5 ou 7 sont des choix courants). Le nombre d est par contre grand
(200 chiffres...). Elever a la puissance d modulo n un nombre x est cependant une opération < rapide » : cela
implique d’élever des éléments de Z/nZ au carré log, d (~ 700) fois et de multiplier des nombres par z au plus
log, d fois.

3. Par contre, on ne sait pas trouver le nombre d connaissant n et e sans trouver p et ¢, et on ne sait pas trouver
la décomposition n = pq rapidement.

1.6 Equations Diophantiennes

Soient a,b € N* des nombres entiers.
1. Soit ¢ € Z. Quelles sont toutes les solutions de 1’équation azx + by = c avec (z,y) € Z*?
On suppose dorénavant que a et b sont premiers entre eux.
2. Quel est le plus petit entier qui s’écrit de deux fagons sous la forme ax + by avec x,y € N7

3. On suppose que a et b sont tous deux distincts de 1. Notons A I’ensemble des entiers naturels
qui ne peuvent s’écrire sous la forme ax + by avec x,y € N.

a) Quel est le plus grand élément de A7
b) Démontrer que A = {|ua — vb|; (u,v) EN*; 1<u<b-1;, 1<v<a—1}.
¢) Combien d’éléments a A7

4. Rappelons qu’au rugby un essai transformé vaut 7 points, un essai non transformé en vaut 5,
un drop ou une pénalité 3.

a) Quel est le plus grand score pour lequel on est str qu’il n’a pas été obtenu que par des essais
- transformés ou non ?

b) Quels sont les scores impossibles 7

1.7 Théoréme Chinois. Soient a,b € N*. Posons d = pged(a, b) et m = ppem(a, b).

1. Ecrire la décomposition de d et m en facteurs premiers en fonction de celle de a et de b. Comparer
cette méthode de calcul de pged avec I'algorithme d’Euclide.

2. Démontrer qu’il existe aq, as, by, by tels que
® 4 = a1ay, b= blbg;
L4 al\bl, bz’azé
® - et by sont premiers entre eux.

3. Démontrer que ai1by = d et asb; = m.
4. En déduire que Z/aZ x Z./bZ est isomorphe a Z/dZ x Z/mZ.

1.8 (Théoreme de Lamé). Soient a,b des nombres entiers tels que a > b > 0. On suppose

que l'algorithme d’Euclide (tel que décrit p. [2) comporte n étapes avec n > 2, c’est a dire 7, > 0 et

rne1 = 0. Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme de Lamé : n est majoré par 5 fois le

nombre de décimales de b.

¢F — (=DFo~"
V5

Notons Fj, =

1 5
le k-ieme nombre de Fibonacci, ol ¢ = +T est le nombre d’or.



1. Justifier que r,, > 1 = Fy et r,_1 > 2 = F3. Démontrer que pour tout entier k tel que 0 < k < n,
onar,_r = Frio.

2. Démontrer que Fj1 > ¢ pour tout k& > 0

~ 4,78497) en déduire que b a au moins n/5 chiffres (dans

In
<5(ona1

Inl
3. Sachant que n 10
In n

I'écriture en base 10).

1.9 [Exercicel. Jouons avec la suite de Fibonacci.
1. Ecrire les premiers nombres de Fibonacci. Lesquels sont pairs ? multiples de 3 7 multiples de 57
2. a) Démontrer que, si m divise n alors F, divise F,,.

b) Démontrer que pour tout n, 'ensemble des k € N tel que n divise F}, est de la forme aN ou

a € N*. (Utiliser Uezercice [1.10[3).

3. Soit p > 7 un nombre premier. Notons J la matrice ((1] 1) a coefficients dans [F,,.

a) On suppose que 5 est un carré modulo p. Démontrer que la matrice J est diagonalisable
(dans F,). En déduire que F,_; est multiple de p.

b) (**) On suppose que 5 n’est pas un carré modulo p. Notons K = {al, +bJ; a,b € F,}.
Démontrer que

(i) K est un sous-anneau commutatif de My(F,);
(ii) 'anneau K est un corps;

(iii) 'application z +— z? est un automorphisme de K ;

(v) posant J' = JP, ona J # Jet J?=J +1;
(vi) ona JP = —J 1

)
)
(iv) pourz € Konaa? =z <= z € {aly; a € Fp};
)
)
(vii) p divise F,y1; de plus F, = F,;.o = —1 [p].

1.10 Algorithme d’Euclide et matrices 2 x 2.

Soient a,b € N, avec a > b > 0. On effectue 'algorithme d’Euclide : on pose ro = a, r = b, et,
supposant r;_1 et r; construits, si 7; # 0 on note r;_; = r,q; + 7,41 la division euclidienne de r;_; par
rj. On note n I'entier pour lequel I'algorithme s’arréte de sorte que r,41 = 0 et r,, est le PGCD de a, .

1. Démontrer que ¢, > 2.

2. a) Démontrer que, pour tout k € {1,...,n}, on a

0 1 0 1 0 1 Tev1) _ [(T1
I i) \1 @) "\l @ Tk ro)
b) Démontrer qu’il existe des suites (ax)i<k<ni1 €t (bg)i<k<ns1 de nombres entiers telles que
pour k € {1,...,n} on ait

0 1 0 1 0 1Y\  [(br br:
L ¢i)\1 @) "\l @ ap ary1)
c) Démontrer que by =0, by =1, a1 =1, ag = ¢y et, pour 2 < j < n,onaa;;; = a;q;+aj_q et

bj+1 = bjq; +b;—1. En déduire que les suites a, et by sont crmssantes et que l'on a a, 1 > 2a,
et b,11 = 2b,. Dans quel cas a-t-on égalité dans 'une de ces inégalités ?



d) Démontrer que l'on a byapyy — bprrar = (—1)F pour 1 < k < n.

n+1

e) Démontrer que 1'on a une relation de Bézout r,, = (—=1)"b,a + (—1)"""a,b.

k
3. a) Démontrer que O 1y _ (Fe By ou Fy est le k-eme nombre de Fibonacci.
1 Fy  Fin

b) Démontrer que by > Fy et ar > Fj_;.

4. Expliquer en quoi cette méthode permet de trouver < rapidement > le PGCD de a et b et une
identité de Bézout d = au + bv.

5. On suppose que a et b sont premiers entre eux. Démontrer qu’il existe n € N* une suite ¢, ..., ¢,
de nombres entiers strictement positifs et u,v € N tels que ¢, > 2 et

) 0a) - 0a)-Go)

6. On suppose qu’il existe une suite ¢y, ..., q, de nombres entiers strictement positifs et u,v € N

tels que ¢, > 2 et
0 1 0 1 0 1\ (v b
L )\l @) "\l @) \u a)

Démontrer que a et b sont premiers entre eux et que la suite des quotients successifs de la division
euclidienne de a par b est ¢1,qa, ..., qp.

1.11 Soient a,b € N avec 1 < b < a. On suppose que a et b sont premiers entre eux
démontrer qu’il existe un unique couple u,v € Z avec 2|u| < a et 2|v| < b et av + bu = 1.

1.12 Algorithme de Cornacchia (**)

1. Soient a,b € N tels que b < a et a® + b* soit un nombre premier p.
a) Démontrer que a et b sont premiers entre eux.

b) Démontrer qu’il existe n € N*, des nombres entiers strictement positifs qi, . . ., g, avec ¢, = 2
et des nombres u,v € N tels que

) 0a) ()= (o)

c) Démontrer que 2u < a et 2v < b.

, v u\ (v b\ ,, . [(x L . .. . 9
d) Démontrer que (b a) (u a> s’écrit ( 0 p) ou ¢ est I'unique entier tel que ¢ = —1 [p]
et 0 <0< p/2.

2. Soit p > 2 un nombre premier tel que —1 soit un carré modulo p (i.e. congru a 1 modulo 4 -
voir exercice [1.15)). Supposons qu’on ait trouvé £ tel que 0 < £ < p/2 et * = xp — 1 avec v € N.
Expliquer comment, grace a I'algorithme d’Euclide, on trouve alors a et b tels que a* + b* = p.

1.6.2 Nombres premiers

1.13 Nombres de Fermat, nombres de Mersenne.
Pour tout entier n > 1, on note f, =2" +1et M, =2" — 1.

1. Soit n > 1 un entier.
Démontrer que si M, est premier, alors n aussi, et que si f,, est premier alors n est une puissance
de 2.



Indication : Remarquer que, pour a € Z et k,m € N, a¥ —1 divise a*™ —1 et, si m est impair a" 41

divise a™F + 1.

On pose Fj, = for.

2. Soient k, ¢ deux nombres entiers avec k < £. Démontrer que 22 = 1[Fy). En déduire que Fj, et
F, sont premiers entre eux.

3. Soit p > 2 un nombre premier et soit ¢ un diviseur premier de M,. Quel est I'ordre de 2 dans le
groupe (F7,-) 7 En déduire que ¢ est de la forme 2kp + 1.

4. Démontrer que M3 est premier.

5. De

a)
b)
)

C

meéme soit £ € N et ¢ un diviseur premier de Fj.
Quel est I'ordre de 2 dans le groupe (F;,-)?
En déduire que ¢ est de la forme 271k + 1.

On suppose que ¢ > 2. Notons w la classe de 22" dans F,. Remarquant que wt = —1,
démontrer que 2 = (w + w™')? est un carré modulo ¢. En déduire que 272 divise ¢ — 1.

Démontrer que le plus petit diviseur de Fj distinct de 1 est > 641.
En remarquant que 641 = 5* 4 2%, démontrer que Fy = 1 — 52 [641].
Démontrer que 641|F5.

1.14 Cas du théoréme de Dirichlet. (c¢f. COMBES. Algébre et géométrie 12.6).

THEOREME DE DIRICHLET. Soient a,b € N* premiers entre euz. Il y a une infinité de nombres premiers

congrus a

a modulo b.

Nous étudions ici le cas ou a = 1.

Le cas b =4 : Soit a € N et p un diviseur premier de a® + 1 distinct de 2.

1.

2
3
4.
)

Démontrer que a et p sont premiers entre eux.

. On note z la classe de a dans [F,,. Démontrer que zt=1.

. Démontrer que z? # 1.

En déduire que p est congru a 1 modulo 4.

. En prenant a sous la forme n!, démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus

a 1 modulo 4.

Démontrer que, pour n > 4, n! — 1 a au moins un diviseur premier congru a 3 modulo 4. En
déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Le cas b= 6 Soit a € N et p un diviseur premier de a? 4+ a + 1 distinct de 3.

1.

ARl

Démontrer que a et p sont premiers entre eux.

On note z la classe de a dans F,. Démontrer que 2* = 1.
Démontrer que = # 1.

En déduire que p est congru a 1 modulo 3.

En prenant a sous la forme n!, démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus
a 1 modulo 6.

Démontrer que, pour n > 3, n! — 1 a au moins un diviseur premier congru a 5 modulo 6. En
déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 5 modulo 6.

Le cas b= 12 : Soit a € N et p un diviseur premier de a* — a? + 1.

1.

Démontrer que p # 2 et p # 3. Démontrer que a et p sont premiers entre eux.

10



On note z la classe de a dans F,. Démontrer que z'* = 1.
Démontrer que z* # 1 et 2% # 1.

En déduire que p est congru a 1 modulo 12.

ARl B

En prenant a sous la forme n!, démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus
a 1 modulo 12.
Le cas général [**| Pour n € N*| on note ®,, le n-ieme polynome cyclotomique :
o, = H X — e, Rappelons que ®,, € Z[X] et que 'on a I'égalité X" — 1 = H D,.
0<k<n; kAn=1 din
Soient n € N, n > 2, a € N un multiple de n et p un diviseur premier de ®,(a).

1. Démontrer que ®,,(0) = 1. En déduire que a et p sont premiers entre eux.

2. On note z la classe de a dans F,. Démontrer que 2" = 1.

3. Démontrer que le polynéme X" — 1 n’a pas de facteur carré dans F,[X].
Indication : Utiliser la dérivée.

4. Soit d € N un diviseur de n distinct de n. Démontrer que les polynéomes X% — 1 et ®,, sont
premiers entre eux dans F,[X]. En déduire que % # 1.

5. En déduire que p est congru a 1 modulo n.

6. En prenant a sous la forme N!, démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo n.

1.15 Carrés dans F,,. (cf. COMBES p. 267)

Soit p un nombre premier distinct de 2. Notons C' C IF) I'ensemble des carrés, i.e. 'ensemble des x € I,
tels qu’il existe y € F, avec z = e
1. Le cas de —1.
p—1

a) Démontrer que pour tout x € C' il existe un et un seul ¢ € {1, cee T} tel que x soit la

classe de ¢?. Combien y a-t-il de carrés dans F,?

b) Démontrer que tout x € C, on a 2T = 1.

)
¢) En déduire que, pour z € F), onaz € O <= 2T =1,
d) Démontrer que —1 est un carré modulo p si et seulement si p est congru a 1 modulo 4.

2. Le cas de —3.

a) Soit P = X? 4 aX + b un polynéme & coefficients dans F,. Démontrer que P a une racine
dans F, si et seulement si a® — 4b est un carré (i.e. a® — 4b € {0} U C).

b) On suppose que p € {2,3}. Démontrer I’équivalence entre
(i) =3 eC.
(ii) 1 existe z € F}, 2® + 2+ 1 =0.
(iii) II existe x d’ordre 3 dans le groupe F;,.
(iv) p=1 [3] (ce qui signifie encore p =1 [6]).
3. Le polynoéme X% + 1.
a) Démontrer que si a,b € F, \ C, alors ab € C.
b) En déduire qu'un au moins des éléments —1,2, —2 est un carré dans F,,.

¢) En écrivant X* +1 = (X2 +1)* — 2X? = (X? — 1)? + 2X? en déduire que pour tout p le
polynome X* + 1 n’est pas irréductible dans F,[X].

11



d) Quelle est la décomposition dans R[X] du polynome X* 4 1 en polynomes irréductibles ?
e) En déduire que X?* 4 1 est irréductible sur Q (et sur Z).

1.16 Réciprocité quadratique pour 2, pour 5.

Soit p un nombre premier.
1. Soit L un corps commutatif de caractéristique p, autrement dit une extension de [F),.
a) Démontrer que z +— P est un endomorphisme de corps de L.
b) Quelles sont les racines du polynéme X? — X dans L ?

2. On suppose que p est distinct de 2. Soit L une extension de [F,, et w € L tel que wt=—1. Une
telle extension existe d’apres le corollaire [3.18] Posons & = w + w™™.

a) Démontrer que w? +w™? =0 et 2% = 2.
b) Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe y € F, tel que y* = 2.
(ii) x € Fp;
(iii) 2P = x;
(iv) W’ =wouw? =w™!;
(v) p=£1[8];
3. On suppose que p est distinct de 2 et de 5. Soit L une extension de F, et w € L tel que Wi =1
et w # 1 (i.e. une racine du polynéme 1+ X + X? 4+ X® + X* - une telle extension L existe
d’apres le corollaire . Posons & = w 4+ w™ .

a) Démontrer que w? +w™?=—1—xet 2>+ —1=0.
b) Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe y € F, tel que y* = 5.

1.17 | Exercicel Racine carrée de —1 dans IF),.

Soit p un (grand!) nombre premier. Soit x € F}.
1. Démontrer que x est un carré dans F, si et seulement si zP~V/2 = 1. (Voir exercice .
On suppose que z est un carré et on veut trouver une racine carrée de x.

, . , pt+l . ,
2. On suppose que p = 3 [4]. Démontrer que, si x est un carré, alors z 4 est une racine carrée de
x.

3. On suppose que p = 1 [4] et on cherche une racine carrée de —1. On écrit p — 1 = 2% avec u
entier impair.

a) Soit a € F ; posons b = a". Démontrer que b est d’ordre 2% avec 0 < k < /.
b) En choisissant a au hasard, quelle est la probabilité que b = +17

c) Expliquer comment trouver une racine carrée de —1 si b # +1.
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1.18 [Exercicel 1. Les nombres premiers sont espacés. Démontrer que pour tout n € N, il existe
une suite de n nombres consécutifs non premiers (i.e. il existe a € N tel que les nombres entiers
k avec a < k < a+ n — 1 ne soient pas premiers).
2. Il y a beaucoup de mnombres premiers. On désigne par (p,),>1 la suite ordonnée des nombres
“+o0o
premiers. On veut démontrer que la série Z 1/p, diverge.
n=1
On suit Combes (p. 269).
Soit £ € N. Notons A, C N* 'ensemble des nombres entiers dont tous les diviseurs premiers
sont < pg.

a) Démontrer que tout a € Ay, s’écrit sous la forme a = b*pS" .. .p;f avec b € Net g; € {0,1}.
En déduire que, pour tout = € N*, le nombre d’éléments de A, inférieurs & z est < /22",

b) Démontrer que, pour € N* la proportion d’éléments N\ Ay dans [1, z] est plus petite que

Z 1/p.

PEP, pp<p<zT

+o0o
¢) Démontrer que pour z = 4" on a Z 1/p > 1/2. En déduire que la série Z 1/pn
PEP, prp<p<z n=1
diverge.
k » L
3. a) Démontrer que pour tout entier k£ > 1, . -
) que p > 1:[1 e ; ;
+o00 1
b) En déduire que Z — diverge.
oy Pk

4. Démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers comportant au moins un 9 dans leur
développement décimal.

x
D’apres le théoréme des nombres premiers, w(x) est équivalent a o Les inégalités de Tchebychef, ci-dessous
nx

s’approchent de cet équivalent.

1.19 Inégalités de Tchebychef ATTENTION : Cet énoncé n'est pas fini...

1. Pour N € Z* et un nombre premier p, on appelle valuation p-adique de N et on note v,(N) le
plus grand entier k tel que p*|N - de sorte que I'on a |N| = Hp””(N).
p

Soient n € N, n > 3 et p un nombre premier.

+o0
a) Démontrer que l'on a v,(n!) = Z E(np™*) (ot E désigne la partie entiere).
k=1

b) En déduire que v, (i?) est le nombre de k£ € N tel que E(2np_k) soit impair.

c) Démontrer que

o v 2n < ln2n.
PA\n/) = Inp
2n

e Sin <p< 2n alors v, n =1.

3
) Sip<n<7palorsvp(2g)—0.
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d) Démontrer que 'on a :

(i) In (2:) > 3 In p.

n<p<2n; p premier

(ii) In (25) < (In2n) (7?(271/3) +m(2n) — 7r(n)> < (In2n)7(2n).

N

n—1
- 22n—2 o
. Soit n € N*. Démontrer que Z <2n 1) = 2272 En déduire que (Zn 1) < 2272,
n

k n—1
2n—1 F=0
25"~

puis que < (Qn) < 2%t

n n
. Démontrer que, pour tout n € N, n > 2, on a
a) Z Inp < (n—1)Iln4 et en déduire que Z Inp<(n—1)ln4.
n<p<2n; p premier p<n; p premier

n(ln2)

b > —

) m(n) = = —
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2 Anneaux

2.1 Généralités

2.1 Définition. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois : la premiere s’appelle en général
I’addition et est notée +; la deuxieme s’appelle en général la multiplication et est notée (z,y) — zy.
On suppose que :
e Muni de 'addition A est un groupe abélien ; son élément neutre est noté en général 0 ou 04 en
cas d’ambiguité ; le symétrique d'un élément = € A pour + s’appelle 'opposé de x et se note
—.
e La multiplication est associative et possede un élément neutre, en général noté 1 ou 14 en cas
d’ambiguité.
e La multiplication est distributive par rapport a I’addition : pour tout a,b,c € A, on a a(b+c) =
ab+ ac et (a + b)c = ac + be.
Lorsque la multiplication est aussi commutative, on dit que 'anneau A est abélien ou commutatif.

2.2 Exemples. a) Munis des opérations (addition et multiplication) usuelles, les ensembles Z, Q,
R, C sont des anneaux commutatifs, ainsi que 'anneau K[X]| des polynoémes sur un corps (ou
un anneau) commutatif K.

b) L’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans R, muni de l'addition et de la
multiplication des matrices est un anneau non commutatif pour n > 2.

Si A et B sont deux anneaux, une application f : A — B est appelée un homomorphisme (ou mor-
phisme) d’anneauz si pour tout z,y € A on a f(z +vy) = f(x)+ fly) et f(zy) = f(x)f(y) et si
f(14) = 1. (Remarquons qu’on a automatiquement f(04) = 0p).

Soient A un anneau et x € A. On définit nxz pour n € Z en posant Ox = 0, 1z = x, puis, pour tout
n € N, (n+ 1)z = (nz) + z; enfin pour n négatif nx = —((—n)z). L’application n — nl, est un
homomorphisme d’anneaux de Z dans A.

L’élément nl,4 se note parfois n méme lorsque cet homomorphisme n’est pas injectif.

+1

On définit de méme 2" pour x € A et n € N : on pose 2° = 14, ' = x puis 2" = 2"x(= z2™).

2.3 Formule du binéme. Soient A un anneau et a,b € A deux éléments permutables - i.e. tels que
ab = ba. Alors, pour tout n € N, on a

oy = 3 (2)

k=0

Cest faux si ab # ba. Par exemple (a + b)* = a® + ab + ba + b* # a® + 2ab + b*.
2.4 Définition. Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible (on dit parfois une unité de

A) ¢l existe @’ dans A (nécessairement unique) tel que a’a = aa’ = 14. Si a est inversible, 1'élément a’

tel que d’a = aa’ = 14 s’appelle I'inverse de a et se note a ..

2.5 Proposition. L’ensemble (noté parfois A™') des éléments inversibles de A est un groupe pour la
multiplication.

2.6 Définition. Un corps est un anneau K tel que K~ ' = K — {0x}.
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2.2 Anneaux intégres; anneaux principaux

Dans la suite, tous les anneaur seront supposés commutatifs.

2.7 Définition. On dit qu’un anneau commutatif A est integre si le produit de deux éléments non
nuls de A est non nul.

2.8 Division ; éléments associés. Dans un anneau commutatif integre, on peut définir la divisibilité
comme dans Z. On dit que a divise b et on écrit a|b s’il existe ¢ (nécessairement unique si a n’est pas
nul) tel que b = ac. Autrement dit a|b si b € aA.

On dira que deux éléments a et b de A sont associés si a|b et bla, c’est a dire s'il existe u € A inversible
tel que a = ub.

Le sous-ensemble aA de A est un sous-groupe de A. Mais contrairement au cas de Z, les sous-groupes
de A sont loin d’étre en général tous de cette forme.

2.9 Définition. Soit A un anneau commutatif. On appelle idéal de A une partie I de A qui est un
sous-groupe de (A, +) et telle que, pour tout a € A et tout x € I on ait ax € I.

A un idéal on peut encore associer une relation d’équivalence et définir un anneau quotient :

2.10 Proposition. Soient A un anneau commutatif et I un idéal dans A. La relation R définie sur A
par a Rb si b—a € I est une relation d’équivalence.

2.11 Définition. Soient A un anneau commutatif et / un idéal dans A. On note A/I le quotient
d’équivalence pour la relation R.

2.12 Proposition. Soient A un anneau commutatif et I un idéal dans A. L’addition et la multiplication
de A passent au quotient et définissent une structure d’anneau sur A/I.

En effet, sia,b € Aet x,y € I, alors (a+x)+ (b+y) Ra+bet (a+2)(b+y) = ab+ (ay+z(b+y)) Rab.
2.13 A retenir. a) Si I est un idéal d’'un anneau (commutatif) A, on peut construire un anneau
A/I et un homomorphisme surjectif d’anneaux 7 : A — A/I de noyau I.

b) Inversement, le noyau d’'un homomorphisme d’anneaux 7 : A — B est un idéal.

Pour a € A, I'ensemble aA est un idéal de A. On I'appelle I'idéal principal associé a a.

2.14 Définition. On dit qu’un anneau commutatif est principal s’il est integre et tous ses idéaux sont
principaux.

Un idéal étant en particulier un sous-groupe, ’anneau 7Z est principal. Nous verrons que si K est un
corps commutatif, 'anneau K[X] des polynomes a coefficients dans K est aussi un anneau principal.
D’autres exemples d’anneaux principaux et d’anneaux integres non principaux seront donnés dans les

exercices [2.6] 2.8 2.9

Dans un anneau principal, la division se comporte essentiellement comme dans Z.

2.15 Théoreme. Soient A un anneau principal et a,b € A.

a) Il existe un élément m € A tel que aA NbA = mA. L’élément m est un multiple commun de a
et de b. Les multiples communs de a et b sont les multiples de m.

b) 1l existe un élément d € A tel que aA+ bA = dA. L’élément d est un diviseur commun de a et
de b. Les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs de d.
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2.16 Définition. L’élément d de ce théoreme s’appelle un plus grand commun diviseur (PGCD) de a
et b. L’élément m s’appelle un plus petit commun multiple (PPCM) de a et b.

Un PGCD de a et de b n’est en général pas unique : il est unique a multiplication par un élément
inversible de A pres. On a fait un choix dans Z en les prenant dans N ce qui les a rendus uniques. On
fait un tel choix aussi dans K[X], mais il n’y a pas en général un choix < meilleur que les autres .

Comme dans le cas de Z, on peut définir la notion d’éléments premiers entre eux : leurs seuls diviseurs
communs sont les éléments inversibles. Alors 14 est un PGCD, i.e. aA+bA = A. On a donc le théoreme
de Bézout dans ce cadre, dont découle le théoreme de Gauss :

2.17 Théoreme de Bézout. Soit A un anneau principal. Soient a,b € A. Alors a et b sont premiers
entre euz si et seulement s’il existe u,v € A tels que au + bv = 1.

2.18 Théoreme de Gauss. Soit A un anneau principal. Soient a,b,c € A. Si a divise bc et est premier
a b, alors a divise c.

Le role des nombres premiers est ici joué par les éléments irréductibles.

2.19 Définition. Soit A un anneau integre. Un élément a € A est dit irréductible s’il n’est pas
inversible et dans toute décomposition a = bc un des deux facteurs b ou ¢ est inversible.

2.20 Proposition. Soient A un anneau principal et a € A non nul. Alors a est irréductible si et
seulement si l'anneau quotient A/aA est un corps.

Pour établir la décomposition en produit d’éléments irréductibles dans un anneau principal, la difficulté
est de démontrer que tout élément non nul et non inversible possede un diviseur irréductible, et qu’il
n’en possede qu’un nombre fini. Nous esquissons une preuve ci-dessous :

2.21 Lemme. a) Soit A un anneau principal. Toute suite croissante d’idéaux de A stationne.

b) Toute suite décroissante d’idéaux d’intersection non nulle stationne.

Démonstration. Soit I, une suite d’idéaux de A.

a) On suppose que la suite [,, est croissante, c’est a dire que, pour k,¢ € N avec k < ¢, on a I}, C I,.
On veut démontrer qu’il existe n tel que, pour k > n on a I, = I,,.
Comme la suite (1,,) est croissante, on vérifie que la réunion des I,, est un idéal J de A.
Puisque A est principal, il existe a € A tel que J = aA. Alors a € J et il existe n € N tel que
a € I, (par définition d’une réunion). On a alors J = aA C [, donc J = I, (puisque J est la
réunion de Ii). Pour k > n,ona I, C I, C J = I,.

b) On suppose que la suite I, est décroissante, c’est a dire que, pour k,¢ € N avec k < ¢, on a

I, D I,. Soit a un élément non nul de l'intersection ﬂ I,. Pour k£ € N, il existe b, tel que

keN
I, = b A (A étant principal). Comme a € I}, il existe ¢, € A tel que bycp = a. Posons J = ¢ A.

Pour £ < ¢, on a I, D I,, de sorte que b, € I : il existe x € A tel que b, = xb,. Comme
brcr, = a = bycy, il vient ¢, = xcy, soit ¢ € Jyp. La suite Jj est croissante, donc stationne d’apres
a). Il existe donc n tel que, pour k > n on ait J, = J,. Pour k > n, on a ¢; € J,, donc il
existe y € A tel que ¢, = yc, ; comme bycp, = a = by,c, il vient b, = yb, donc I, C I, et I'on a
I’égalité.

O

2.22 Théoreme. Soient A un anneau principal et a € A un élément non nul et non inversible.
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a) Il existe un élément irréductible p € A tel que pla.

b) Il existe un ensemble fini F' d’éléments irréductibles de A tels que tout élément irréductible de
A qui divise a est associé a un élément de F ; pour tout irréductible p, il existe n € N tel que

p" fa.

Une fois ce théoreme établi, on en déduit immédiatement 'existence de la décomposition en facteurs
irréductibles. L'unicité est plus difficile a énoncer mais se démontre comme dans le cas de 7Z :

2.23 Théoreme. Soient A un anneau principal et a € A un élément non nul et non inversible. Il existe

n
un entier n > 1 et des éléments irréductibles p1,...,p, € A tels que a = Hpj. Cette décomposition
j=1
n m
est unique a l'ordre des facteurs prés : si a = Hpj = qu, alors n =m et il existe 0 € &, i.e. une
j=1 j=1
bijection o : {1,...,n} — {1,...,n} telle que p; soit associé a qu(jy (pour tout j).

2.3 Anneaux euclidiens

Les anneaux euclidiens sont ceux pour lesquels on dispose d'une division euclidienne. La méme preuve
que pour Z démontre qu’ils sont principaux. De plus, dans un anneau euclidien, comme dans 7Z, on
peut calculer le PGCD, écrire une relation de Bézout, résoudre des équations diophantiennes ou de
congruence, etc. de fagon algorithmique.

2.24 Définition. Soit A un anneau commutatif et integre. On dit que A est euclidien s’il existe une
application v : A — {0} — N, - appelée stathme euclidien telle que pour tous a,b € A — {0} il existe
q,7 € Atels que a =bq+r et r=0ouwv(r) <uwvb).

2.25 Remarque. En général, on demande de plus que, pour tous a,b € A — {0} tels que a|b on ait
v(a) < v(b). Cette condition est en pratique toujours vérifiée, mais n’est pas utile dans ce qui suit. On
peut démontrer que si A possede un stathme qui ne vérifie pas cette propriété, il en possede un qui la
vérifie.

L’anneau Z est euclidien de stathme a + |a|. Nous verrons plus bas que 'anneau K[X] est aussi
euclidien : I'application qui a un polynome associe son degré est un stathme euclidien sur K[X].

2.26 Théoreme. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau euclidien ; notons v son stathme. Soit I un idéal non nul de A et
a € I —{0} tel que v(a) = inf{v(z); x € I —{0}}. Puisque a € I, on a aA C I. Soit & un élément
de I; écrivons x = aqg+r, avec q,r € Aet r =0our # 0 et v(r) <wv(a). Orr =x —aq € I, et on
ne peut avoir r # 0 et v(r) < v(a) par définition de a. Il vient r = 0, donc = € aA. Cela prouve que
I =aA. m

2.27 Remarque. Dans un anneau euclidien, comme pour le cas de Z, on dispose de 1’algorithme
d’Fuclide qui permet de calculer en pratique le plus grand commun diviseur de deux éléments.
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2.4 Un exemple

Nous allons développer ici assez en détail une famille d’anneaux.

Soit 7 € C — R un entier quadratique, i.e. tel qu'il existe a,b € Z avec 72 4+ ar + b = 0. Il est alors
immédiat que l'ensemble Z + 7Z = {m + n7; (m,n) € Z*} est un sous-anneau - noté Z[r| de C.
Inversement, si Z + 77 est un anneau, alors 72 € Z +7Z, donc 7 est racine d’un polynéme X2+ aX +b
avec a,b € 7.

Les racines du polynome X2 + aX + b sont 7 et 7, de sorte que 7 +7 = —a et 77 = b. En particulier
T=—a—1€Z[]

Pour x € Z[r], on a T € Z[r], donc |z|* = Tz € Z[7] "R, = N (et, de méme, T+ € Z[7]NR = 7).
Posons v(x) = |z|>. Nous allons voir que pour des valeurs trés particuliéres de T, 'anneau Z[7] est
euclidien de stathme v, et que dans d’autres cas, il n’est pas principal.

Inversibles. Un élément x de Z[t| est inversible si et seulement si v(z) = 1.
Démonstration. Si xy = 1, on a v(z)v(y) = |z|*|y|* = 1 donc v(x) est inversible dans N : v(z) = 1.
Si w(x) =1 alors 2T = 1, donc z est inversible dans Z[7]. O

Lemme. On suppose que |Im(7)| < /3. Alors pour tout z € C, il existe q € Z[r] tel que |z — q| < 1.

I
Démonstration. Soit n € Z 'entier le plus proche de ImEZ;’ de sorte que |Im(z —n7)| < | mQ(T)‘ Soit
m(T
1
aussi m le nombre entier le plus proche de la partie réelle de z —nr, de sorte que |Re(z —nt—m)| < =.
1 I 1+1 2
Posons ¢ = m+n7. On a |Re(z —¢q)| < 5 et [Im(z—q)| < w, donc |z —q|* € +Tm(7—) <1l. O

Anneau Euclidien. Si |Im(7)| < V/3, lanneau Z[7] est euclidien de stathme v : x — |z|?.

Démonstration. Soient a,b € Z[r] — {0}; posons z = % et soit ¢ € Z[7] tel que |z — ¢q| < 1. Posons
r=a—>bq. Onaa=>bg+ret|r|=1bl|z—q| < b donc v(r) < v(b). O

Sans changer I’anneau Z[7], on peut remplacer 7 par 7, de sorte que ’on peut supposer que Im(7) > 0;
on peut aussi remplacer 7 par 7 + n (avec n dans Z). On peut donc supposer que la partie réelle de 7
est dans [0,1]; comme 7+ 7 € Z, on a 7 +7 = 0 ou 1. Cela nous ramene a étudier seulement le cas ou
7 est racine d’un polynéme X? + b, ou X — X + b (avec b € N*). Dans le premier cas, 7 = iVb: dans
1414v4b—1

5 .
Le théoreme s’applique donc uniquement dans les cinq cas suivants :

143 1T 1 +HiV/IL
T E Z,Z\/i 9 s , .

le deuxieme 7 =

2 2

Commentaire. On peut démontrer relativement facilement (cf. exerc. [2.6) que dans tous les autres
cas, 'anneau Z[7| n’est pas euclidien. Cependant, il y a quelques cas o Z[7] est quand méme principal.

14419
2

factoriel, donc il n’est pas principal (cf. exerc.

- (cf. exerc. [2.8]). Cependant, pour b > 3, 'anneau Z[l\/[_?] n’est pas

29).

Cela se produit pour 7 =
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L’équation diophantienne 2?4 y* = z%. On cherche & trouver tous les triplets (z,y, z) € Z* tels que
2? +y* = 2% Si (z,y, 2) est une solution et k € Z, alors (kx, ky, kz) est aussi une solution. On peut
donc supposer que (z,v, z) sont premiers entre eux. Si d divise x et y, alors d* divise z?, donc d divise
z. On peut donc supposer que = et y sont premiers entre eux. Remarquons que x et y ne peuvent étre
tous deux impairs car alors #* = y*> = 1 [4], donc z* = 2 [4] ce qui est impossible. Donc 1'un des deux
est pair et ’autre impair.

Dans ce cas, l'idéal J = (x + iy)Z[i] + (x — iy)Z[i] de Z][i] contient (x + iy) + (z — iy) = 2z, ainsi que
i((x —iy) — (x +1iy)) = 2y; écrivant une relation de Bézout (dans Z) entre z et y, il vient 2 € J. Or
il existe ¢ € Z[i] tel que (z + 1y) — 2q soit égal a 1 ou a i. Cela prouve que (z + iy) et (x — iy) sont
premiers entre eux. Décomposons z* = (z + iy)(z — iy) en éléments irréductibles dans Z[i] ; puisque
c’est un carré, chacun figure un nombre pair de fois. Cela prouve que = + 1y est associé a un carré : il
existe (a,b) € Z, tels que x + iy soit associé a (a + ib)? c’est a dire x + iy = £(a + ib)* (si y est pair)
ou x + iy = +i(a +ib)? (si x est pair). On en déduit que les solutions sont nécessairement de la forme
(k(a® — b?), 2kab, k(a® + b*)) ou (2kab, k(a® — b?), k(a* + b*)) (avec a, b, k € 7).

Irréductibles. On suppose que Z[r] est principal. Soit g un élément irréductible de Z[t]. Alors deux
cas sont possibles :

e il existe un nombre premier p € N tel que v(q) =p;

e il existe un nombre premier p € N tel que q soit associé a p (et l'on a v(q) = p*).

Démonstration. Décomposons v(q) = ¢q en facteurs premiers dans Z. C’est une décomposition dans
Z[7] qui ne peut donc avoir que un ou deux éléments : dans le premier cas v(q) est premier; dans le
deuxiéme un des facteurs p est associé a ¢, donc v(q) = v(p) = p*. O

Nous verrons en exercice (2.2)) quels nombres premiers de N ne sont plus irréductibles dans Z[i].

2.5 Sous-corps
2.5.1 Caractéristique d’un corps ; sous-corps premier

Soit K un corps. Tout morphisme f d’anneaux de K dans un anneau non nul est injectif : si z € K™,
alors f(x~')f(x) = 1, donc f(x) # 0.

Soit K un corps et f : Z — K l'unique homomorphisme d’anneaux (défini par f(n) = nlg). Le noyau
de f est un idéal nZ de Z (avec n € N). L’'image f(Z) est un sous-anneau commutatif de K isomorphe
a Z/nZ. Puisque K est un corps, f(Z) est un anneau inteégre, donc ou bien n est premier, ou bien f
est injective. Ce nombre n s’appelle la caractéristique de K.

e Lorsque la caractéristique p n’est pas nulle, I'image f(Z) est un sous-corps de K isomorphe a
Z7/pZ. )
e Lorsque f est injective, on peut étendre f en un homomorphisme f : Q — K en posant
f (Z—?) = f(p)f(q)~* pour p,q € Z avec ¢ # 0. L’image f(Q) est un sous-corps de K isomorphe
q

a Q.
e Le corps ainsi obtenu, isomorphe selon les cas a Z/pZ ou a Q est le plus petit sous-corps de K.
On l'appelle le sous-corps premier de K.

2.5.2 Corps des fractions d’un anneau integre

Soit A un anneau commutatif intégre non nul. On définit un corps K contenant A. Sa construction
S UIIRT . . N . 14 . a
est la généralisation de la construction de Q a partir de Z. Les éléments de K sont des fractions 7
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oua€ Aetbe A—{0}. On peut alors dire quand deux fractions sont égales, définir 'addition et la
multiplication des fractions, et vérifier que ’on obtient ainsi un corps qui contient I’anneau A.

Pour formaliser cela, considérons la relation R sur A x (A — {0}) définie par (a,b) R (c,d) si ad = be.
On vérifie sans peine que R est une relation d’équivalence. Notons K I’ensemble quotient. La classe

dans K d’un élément (a,b) € A x (A — {0}) se note %-

On définit la somme et le produit d’éléments de K en posant pour des éléments a, b, c,d de A avec b, d

non nuls
Lo_wdtbe  ac_ac
d  bd bd bd
a,b) R (a',V) et (¢,d) R(,d'), alors (ad + be, bd) R (a'd'+b'¢', b'd’)

—~ o

Ces opérations sont bien définies : si
et (ac,bd) R (a'd,b'd’). De plus, on a

a c a—+c

I
d d d
ce qui permet de démontrer facilement les regles des opérations : K est bien un anneau commutatif.

De plus K est un corps : 'inverse de % est — (pour a,b € A — {0}).
a

Le corps K s’appelle le corps des fractions de A.
a
Enfin, on plonge A dans K au moyen de l'application a — 1" cette application est un morphisme

injectif qui plonge 'anneau A dans K.

2.28 Proposition. Soit A un anneau commutatif integre. Notons K(A) son corps des fractions. Pour
tout corps L et tout homomorphisme injectif f : A — L, il existe un unique homomorphisme f :

K(A) — L dont la restriction a A C K(A) soit f.

2.5.3 Eléments algébriques, éléments transcendants

Soient L un corps commutatif et K C L un sous-corps.

Soit € L. Considérons L comme espace vectoriel sur K et introduisons le sous-espace K[z| C L
engendré par les éléments " pour n € N. Cet espace est I'image de l'application f : P — P(x)
de K[X] dans L. Cette application étant un homomorphisme d’anneaux, son noyau est un idéal de
I'anneau principal K[X]. Il existe donc un polynome w € K[X] tel que ker f = wK[X]. Deux cas sont
possibles :
a) Si w = 0, 'application f : P — P(z) est injective de K[X]| dans L. On dit alors que z est
transcendant sur K.
b) Si w # 0, on le choisit unitaire. Remarquons que f n’est pas I'application nulle, donc w n’est
pas inversible ; si w = PQ, on trouve P(x)Q(z) = 0, ce qui implique que P(z) = 0 ou Q(z) = 0,
i.e. I'un des deux est dans ker f donc multiple de w. Il s’ensuit que w est irréductible. On dit
alors que x est algébrique sur K et le polynome w s’appelle le polynome minimal de x sur K.

Citons sans démonstration le résultat suivant (cf. exercice 2.10)) :

2.29 Proposition. Soient L un corps commutatif et K C L un sous-corps. Les éléments de L
algébriques sur K forment un sous-corps de L.

Cela signifie que la somme, le produit, I'inverse d’éléments algébriques est algébrique.

2.30 Proposition. Le corps des nombres complexes algébriques sur Q est dénombrable.
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En effet, les éléments algébriques sont les racines de polyndmes a coefficients rationnels (non nuls). Or
Q étant dénombrable, I’ensemble des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable, et chacun a
un nombre fini de racines.

On déduit de ce résultat qu’il y a < bien plus > de nombres transcendants que de nombres algébriques.
On peut démontrer que les nombres e et m sont transcendants, mais ce n’est pas si facile.

2.6 Exercices

2.1 Soient A un anneau et a € A. Démontrer que a est inversible si et seulement si
I’application b — ab est bijective de A dans A.

2.2[Exercicel Soit p € N un nombre premier. Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe a,b € Z tels que a® + b* = p;
(i)

(iii) —1 est un carré modulo p;
)

(iv) p# 3 [4].

I'élément p € Z[i] n’est pas irréductible dans Z[i];

2.3 Le groupe I, est cyclique. (1)

1. Soit G un groupe commutatif fini.

a) Soient a,b € G. On note k, et k;, leurs ordres respectifs. On suppose que k, et k;, sont premiers
entre eux. Démontrer que 'ordre de ab est k k.

b) Démontrer quil existe n € N* tel que {k € Z; Vo € G; 2" = 1} = nZ. Démontrer que n
divise le cardinal de G.
Le nombre n s’appelle I'ezposant de G.

c¢) Ecrivons n = H p;nj la décomposition de n en nombres premiers distincts. Démontrer que
pour tout j, il existe z; € G d’ordre p;”.

d) En déduire qu'il existe z € G d’ordre n.

2. Soit K un corps commutatif et G un sous-groupe fini a N éléments de K*. Soit n son exposant.
a) Démontrer que I’équation 2™ = 1 a au plus n solutions dans K. En déduire que N < n.

b) Démontrer que G est cyclique.

2.4 Le groupe I, est cyclique. (2)

1. Soit n € N*. On considere I’ensemble A, = {E, keN, 0<k< n}
n

a) Soit d un diviseur de n. Combien d’éléments de A,, ont leur écriture irréductible de la forme

29

d
b) En déduire I'égalité Y " o(d) = n.

dn
2. Soit K un corps commutatif et G un sous-groupe fini a n éléments de K*. Pour d € N*, on note
sq le nombre d’éléments d’ordre d de G.
a) Démontrer que Z Sq = M.
dln
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b) Soit x € G'; notons d son ordre et H le sous-groupe (cyclique) de G engendré par z. Démontrer
que

H a d éléments et p(d) éléments d’ordre d.

Tout élément y € H vérifie y? = 1.

L’équation y¢ = 1 a au plus d solutions dans K.

Tout élément d’ordre d de G est dans H.

¢) En déduire que si sy # 0, alors s; = ¢(d).

d) En déduire que pour tout diviseur d de n on a sq = ¢(d), puis que G est cyclique.

2.5 Le groupe (Z/nZ)* est-il cyclique ¢ (***) PERRIN, Cours d’algébre p.24.

Cet exercice complete les précédents.

1. a) Soient G et H deux groupes commutatifs finis. Démontrer que G' x H est cyclique si et
seulement si G' et H sont cycliques et que leurs ordres sont premiers entre eux.

b) Quels sont les nombres n tels que ¢(n) soit impair ?

c¢) Soient m et n deux nombres entiers premiers entre eux distincts de 1 et de 2. Démontrer que
(Z/nmZ)* n’est pas cyclique.
d) Z/8Z" est-il cyclique?
2. Soient p un nombre premier distinct de 2 et n € N, n > 2.
a) Démontrer (par récurrence) que, pour tout k € N, (1 4 p)pk =1+p" P
b) Quel est Uordre de 1 + p dans le groupe Z/p"Z* 7

c) Soit a € Z dont la classe dans Z/pZ engendre Z/pZ*, et soit x € Z/p"Z* la classe de a.
Démontrer que l'ordre de x dans Z/p"Z* est un multiple de p — 1. En déduire qu’il existe
dans Z/pZ un élément d’ordre p — 1.

d) Démontrer que Z/p"Z* est cyclique. Démontrer que Z/2p"7Z* est aussi cyclique.

3. Quels sont les entiers n tels que Z/nZ* soit cyclique ?

2.6 Soit @ € N* et 7 € C une racine du polynéme X? + X + a. On note Z[7] I'anneau

7+ 1.
1. a) Soit x € Z[r] non nul. Démontrer que Z[7r|/xZ[7] est fini. Notons v(z) le nombre de ses
éléments.
b) Soient z,y € Z[r] non nuls. Donnons nous des représentants 71, ..., 7, des classes d’éléments
de Z[r] modulo z et des représentants si,..., s, des classes d’éléments de Z[r] modulo y.

Démontrer que tout élément de Z[7] est congru modulo zy & un et un seul élément de la
forme 7; + s;. En déduire que v(zy) = v(z)v(y).
¢) En calculant v(k) pour k € Z, démontrer que, pour tout € Z[7] non nul, on a v(z) = |z|>.
2. On suppose que Z[7] possede un stathme euclidien V.

a) On suppose aussi que les seuls éléments inversibles de Z[7]| sont £1. Soit x € Z[7] non nul et
non inversible de stathme minimal. Démontrer que tout élément de Z[7] est congru modulo
x 20,1 ou —1; en déduire que v(z) < 3.

b) Démontrer que Im 7 < /3.

2.7 Sous-groupes de Z[7]. Soit 7 € C racine d'un polynéme X? + X + a ou X? + a avec
a € N*. Soit G un sous-groupe non nul de Z[7]. Soit @ € G un élément non nul tel que |a* soit minimal
dans {|z|*; = € G\ {0}}. (Un tel élément existe d’aprés le < principe de récurrence »- puisque |z|* € N
pour tout z € Z[r]).
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1. Démontrer que G N Ra = Za.
On suppose désormais que G ¢ Ra. Soit 8 € G\ Za tel que |B|? soit minimal dans {|z|*; z €

G \ Za}. Quitte a remplacer 3 par —f, on peut supposer que Im é > 0.
a

2. Démontrer que |—| > 1 et ’Re — 5
3. Soit x € G. Démontrer qu’il existe m,n € Z tels que
— — 1
m 2~ np < —Imé et |ReZl (ma + nf) < -
« 2 « « 2
En déduire que |z — (ma + nf)| < |5], puis que x = ma + np.
Il s’ensuit que G = aZ + PZ.
2.8 Un anneau principal non euclidien
141219
Le but de cet exercice est de démontrer que pour 7 = +—, I'anneau Z[7| est principal mais n’est

pas euclidien. Soit J un idéal non nul de Z[7]. Puisque J est un sous-groupe de Z[7|, non contenu dans
un aR (il contient un élément non nul a et ar) il existe d’apres I'exercice a, f € Z[7] tels que

a2 el <3

<3 et J=aZ+ pZ

Irn > 0, 1, ‘Re—

(remarquons que Ta € J, donc J ¢ Ra).

1. Démontrer qu’il existe a,b,c,d € Z tels que Ta = aa + bp et 76 = ca + df.
2. En regardant les signes des parties imaginaires de 7 et é, démontrer que b > 0.
Q@

a b
c d
a+d=1¢et ad —bc = 5. En déduire que ad < 0, que ad est pair, que bc < 0, que b et ¢ sont
impairs et que 4bc + (a — d)? = —19.

a+bxr 1
c+dr =

3. Quelles sont les valeurs propres et espaces propres de la matrice M = ? Démontrer que

4. Posons x = ﬁ Démontrer que = 0. En déduire que

o

a) x et T sont racines du polynéme bX? + (a — d)X — c,

2 C :d—a.
b) |z|* = ; et Rex 5

5. Démontrer que |a — d| < b et b < —c. En déduire que 3b* < 19, puis que b = 1.

6. En déduire que (o, Tr) est une Z-base de J et conclure.

On démontre de méme que pour D € {19,43,67,163}, 'anneau Z est principal.

1+ivD
2

2.9 [Exercicel 1. Dans Z[X], démontrer que I'idéal engendré par 2 et X n’est pas principal.

1—1—2\/

— I'anneau Z[7] n’est pas factoriel

2. Démontrons que pour 7 = ivb avec b > 3 et pour T =

(donc n’est pas principal). En utilisant les égalités :
e pour 7 =ivV3,ona (l+7)(1+7)=4=2x2;
14:4V/15

° pourT:2iouT:T,ona7?z4:2x2;
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e pour 7 =iv5, ona (1+7)(14+7)=6=2x3;
démontrer que I'on n’a pas 'unicité dans la décomposition en éléments irréductibles. Pour b > 5,
et 7 = iv/b, écrire une égalité de ce style en discutant la parité de b. En déduire que Z[r| n’est
pas principal.

2.10 [ Exercicel Soient L un corps commutatif et K C L un sous-corps. Remarquons que L est un
espace vectoriel sur K et que tout sous-anneau de L contenant K est un sous-K-espace vectoriel de L.

1. Soit Kj un sous-corps de L contenant K. Démontrer que tout élément algébrique sur K est
algébrique sur K.

2. Démontrer que pour x € L les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) x est algébrique sur K ;

(ii) il existe un sous-anneau A de L contenant K et x et qui soit un espace vectoriel de dimension
finie sur K ;

(iii) il existe un sous-corps K; de L contenant K et x et qui soit un espace vectoriel de dimension
finie sur K.

3. Soient Ky, K5 des sous-corps de L tels que K C K; C Ks. Démontrer que K5 est un K-espace
vectoriel de dimension finie si et seulement si K5 est un Kj-espace vectoriel de dimension finie
et K7 est un K-espace vectoriel de dimension finie, et que dans ce cas, on a dimg(K3) =

4. Soient «, B € L des éléments algébriques sur K. Soit K7 un sous-corps de L contenant K et «
et de dimension finie sur K.

a) On suppose que o # 0. Démontrer que o' est algébrique sur K.
b) Démontrer que o + 5 et af sont algébriques sur K.

5. Démontrer que les éléments de L algébriques sur K forment un sous-corps K’ de L. Démontrer
que si x € L est algébrique sur K’ alors x € K.
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3 Polynomes et fractions rationnelles

3.1 Polynémes a une indéterminée sur un corps commutatif A

Soit K un corps commutatif. On sait tres bien ce qu’est un polynome a coefficients dans K : c’est
n

une expression abstraite P = Z a X" ol les a; sont des éléments de K appelés les coefficients de P.

k=0
On sait ajouter et multiplier les polynomes, les multiplier par un scalaire : les polynomes forment une

K-algebre.

3.1 Quelques mots sur la définition de ’algébre K[X]. Se donner un polynoéme revient a se
donner ses coefficients c’est a dire une suite (a)reny d’éléments de K qui sont nuls pour k assez grand :
il existe n € N satisfaisant ay = 0 pour & > n. On peut formaliser cela en définissant un polynome
comme la suite abstraite de ses coefficients : 'ensemble des polynomes est alors I'ensemble K (N)\des
suites (ag)ren telles qu'il existe n € N satisfaisant a;, = 0 pour k > n. Dans cette vision, le k“™¢
coefficient du polynome X* est égal & 1, et tous les autres sont nuls. L’ensemble K™ est naturellement
un K-espace vectoriel de dimension infinie et (X*),cy en est une base.

L’algebre K[X] est donc 'espace vectoriel K ™) muni de 'unique produit tel que X*X¢ = X*+ (pour
tous k, ¢ € N). Enfin, on identifie K avec I’ensemble des polyndmes constants (au moyen de a — aX (0)).

Soit P € K[X] un polynéme non nul. On appelle degré de P l'entier 0P = n € N tel que a,, # 0 et,
ar = 0 pour k > n (ou les aj sont les coefficients de P). Le coefficient non nul de plus haut degré
(a, st OP = n) s’appelle le coefficient directeur de P. On dit que P est unitaire (ou monique) si son
coefficient directeur est 1.

3.2 Proposition. Pour P,Q € K[X] deuzx polynémes non nuls, on a PQ # 0, 0(PQ) = 0P + 0Q,
et le coefficient directeur de PQ) est le produit des coefficients directeurs de P et de Q). En particulier,
Uanneau K[X)] est intégre.

L’anneau K[X] est euclidien de stathme 0. Plus précisément on a (ot 1'on a convenu 90 < 0) :

3.3 Proposition : Division euclidienne dans K[X]. Soient A, B € K[X] avec B # 0. Il existe un
unique couple Q, R € K[X] tels que A= BQ + R et OR < 0B.

On en déduit que K[X] est principal, ¢’est-a-dire que tous les idéaux de K[X] sont de la forme AK[X].
On peut alors définir le plus grand commun diviseur (PGCD) et plus petit commun multiple (PPCM)
de deux polynomes, établir un théoreme de Bézout, un algorithme d’Euclide qui permet de trouver
le PGCD et une relation de Bézout ainsi que la décomposition unique d’'un polynome en facteurs
irréductibles.

3.4 Exercices. a) Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Soient A, B € K[X];
Démontrer que leur PGCD est le méme qu’on les considére comme éléments de K[X] ou de
LIX].

b) Calculer PGCD(X™ — 1, X" —1).
Voir exercice B.7
De l’égalité 0(PQ) = 0P + 0Q on déduit :

3.5 Proposition. a) Les éléments inversibles de K[X] sont les polyndmes non nuls de degré nul,
i.e. les éléments de K.

b) Tout polynéme de degré 1 est irréductible.
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3.2 Fonctions polynomes

3.2.1 Racines

Soit K un corps. Sixz € K et P = Zaka € K[X], on pose P(z) = Zakzk. L’application z — P(x)

k=0 k=0
s’appelle la fonction polynome associée a P. L’application P +— P(z) est un homomorphisme d’anneaux

de K[X] dans K. On dit que x est une racine de P si P(z) = 0.

3.6 Proposition. Le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a). En particulier, X — a
divise P si et seulement si P(a) = 0.

En effet, écrivons P = (X — a)Q + R avec OR < 1, donc R € K. Comme (X — a)(a) = 0, on trouve
P(a) = R.

Cette proposition nous conduit & dire que @ est une racine d’ordre k& (au moins) si (X — a)* divise P
et d’ordre exactement k si de plus (X — a)**! ne divise pas P. Si k = 2,3, on dira que a est racine
double, triple... de P. Si k > 2 on dira que a est racine multiple de P

3.7 Proposition. Soient ay,...,a, € K des éléments deux a deux distincts et mq,...,my € N. St un
k

polynome non nul P admet les racines a; avec multiplicité m;, il est divisible par H(X —a;)™. En
j=1
k

particulier OP > ij et si OP = ij, alors P = aH(X —a;)™ ou a € K est le coefficient
j=1
directeur de P.

Les polynomes X — a; sont premiers entre eux deux a deux, donc il en va de méme pour (X — a;)™.
Si P admet les racines a; avec multiplicité my, il est divisible par (X — a;)™, donc par leur produit.

3.8 Exemple. Soit p un nombre premier. D’apres le (petit) théoreme de Fermat, pour tout x € Z/pZ,
on a 2 = z. En d’autres termes, tout élément de Z/pZ est racine du polynome X? — X € Z/pZ[X].

On en déduit que H (X —x)=XP - X.
T€Z/pZ

3.9 Corollaire. Si K est infini, [’homomorphisme qui a un polynome P associe la fonction polynome
x+— P(z) de K dans K est injectif.

En effet, un polynéme non nul ne peut avoir qu’un nombre fini de racines. Il ne peut s’annuler sur tout

K.

A cause de ce corollaire, on confond souvent les polynomes avec les fonctions polynomes.

3.10 Remarque. Pour K = Z/pZ, le noyau de '’homomorphisme qui & un polynéme P associe la
fonction polynéome x — P(z) de K dans K est I'idéal engendré par X? — X.

3.11 Exemple. Polynéme d’interpolation de Lagrange. Soient x1, x5 . .., x, des éléments distincts
de K et Ay, Ao, ..., A\, des éléments de K. Il existe un unique polynome P de degré au plus n — 1 tel
que P(x;) = \; pour tout i.

Ai
Qi(z;)
Unicité. Si P et @ satisfont ces conditions alors P — () s’annule en les x;; comme O(P — Q) < n, il
vient P — @Q = 0.

Existence. Pour i = 1,...,n, posons (); = H (X — ;). On prend P = Z Q;.
i=1

1<j<n; j#i
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3.2.2 Polynomes scindés ; relations entre coefficients et racines

On dit qu'un polynome P est scindé s’il est produit de polynomes du premier degré. Alors P s’écrit

P = aH(X — Tp).

k=1
n—1
Soit P = H — 1) un polynoéme unitaire scindé. Ecrivons P = X™ + Z ap X*. Alors on a
k=0
n
e somme des racines Zxk = —Up_1;
k=1
e produit des racines ( H T
e Plus généralement, (—1)€6Ln_g = Z (H a:k7.> est la somme de tous les produits de ¢
I<ki<.<ke<n \j=1
racines.

e Pour n =2 on trouve P = X? — sX + p ot s est la somme et p le produit des racines.
e Pour n =3 on trouve P = X3 — sX? 4+ 0, X — p, ot s est la somme, p le produit des racines et
02 = X1T2 + 103 + Tax3.

3.2.3 Dérivation des polynomes

Soit P =) axX*. On définit sa dérivée : c’est le polynome P' = > kap X",
k=0 k=1
3.12 Proposition. a) Pour P,Q € K[X], on a (PQ) = P'Q + PQ'".

b) Soient P € K[X] et a € K une racine de P. Alors a est une racine double de P si et seulement
si P'(a) = 0.

a) se vérifie pour P = X* et Q = X’ et s’étend par linéarité.
Pour b), écrivons P = (X —a)Q de sorte que (d’apres a) P' = Q+ (X —a)Q', donc Q(a) = P'(a). Alors a
est racine double de P, si et seulement si ¢’est une racine de @, i.e. si et seulement si P'(a) = Q(a) = 0.

3.13 Dérivées successives ; identité de Taylor. On définit aussi les dérivées successives en posant
P" = (P') etc. La dérivée k-ieme se note P%. On a P™(0) = klag, de sorte que, si K est de
caractéristique nulle (et P < n),
n P®(0)
P :Z Ll
k=0

Plus généralement, soit a € K. Les polynomes (X — a)* forment une base de K[X] (car ils sont

X —
échelonnés). Posons Q) = % On a Qk =Qi—jsik>jet Q = 0 si k < j. En particulier,
g)(a) = &/, et si P s'éerit Zbk@k’ il vient b; = PY(a), donc
k

—a)*.
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3.2.4 Polynomes irréductibles sur R et C

Donnons sans démonstration le théoréme fondamental suivant :

3.14 Théoreme de d’Alembert-Gauss. Tout polynome non constant a coefficients complexes admet
au moins une racine dans C.

Tout polyndéme non constant est donc divisible par un X — a. Il en résulte immédiatement que les
polynomes irréductibles dans C[X] sont les polynémes du premier degré : tout polynome a coefficients
complexes est donc scindé.

Soit maintenant P € R[X] un polynome irréductible. Considérons le comme polynoéme a coefficients
complexes. Il a une racine z € C. Si z € R, P est du premier degré. Si z = a + ib € R, alors écrivons
P = BQ + R la division euclidienne de P par B = (X — 2)(X — %) = X* — 2aX + (a® + b?) (dans
R[X]). Alors R € R[X] est de degré au plus 1 et s’annule en z : ¢’est le polynome nul.

On trouve :

3.15 Corollaire. Les polynomes irréductibles de R[X]| sont les polynémes du premier degré et ceux du
deuziéme degré de discriminant strictement négatif.

3.2.5 Racines et extensions de corps

Soient K un corps commutatif et P € K[X]. Si L est une extension de K, on peut considérer P comme
polynome & coefficients dans L : en d’autres termes on identifie K[X] & un sous-anneau de L[X]. En

particulier, on peut définir I’évaluation P(z) € L de P en un point x € L et donc la notion de racine
de P dans L.

On note (P) 'idéal PK[X]| de K[X]. Puisque K|[X] est principal, tout idéal de K[X] est de cette forme.
Nous utiliserons le résultat suivant.

3.16 Proposition. Soit P € K[X] un polynéme non nul. On a l’équivalence entre :
(i) Le polynome P est irréductible ;
(ii) L’anneau quotient K[X]/(P) est intégre;
(i) L’anneau quotient K[X]/(P) est un corps. O

Soit P € K[X]| un polynome irréductible. Notons L = K[X]/(P) 'anneau quotient.

e On considere 'application ¢ : K — L qui a un scalaire a € K associe la classe du polynome
constant a € K[X] dans le quotient. L’application ¢ est un morphisme de corps (injectif) au
moyen duquel on identifie K a un sous-corps de L et donc L a une extension de K.

e Notons aussi x la classe dans L du polynéme X dans le quotient L = K[X]/(P). En d’autres
termes, on a . = w(X) ou 7 : K[X] — L = K[X]/(P) est 'application quotient.

e Comme 7 est un homomorphisme d’anneaux, on a 7(X?) = z? et plus généralement 7(X") = z".

e Pour a € K, on a m(aX") = i(a), en d’autres termes, avec les identifications de K C K[X] et
K C L, la restriction de m a K est 'identité.

e On a donc W(Z apX®) = Zakxk; autrement dit, pour tout polynéome @ € K[X], on a
k=0 k=0
m(Q) = Q(x).
e En particulier, puisque P € kerm = (P), on a P(z) = 0.
On a démontré :
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3.17 Théoréme. Soient K un corps et P € K[X] un polynome irréductible sur K. Il existe une
extension L de K dans laquelle P admet une racine. O

3.18 Corollaire. Soient K un corps et P € K[X]| un polynome non constant.
a) Il existe une extension L de K dans laquelle P admet une racine.

b) 1l existe une extension L de K dans laquelle P est scindé.

Démonstration. a) Soit Py € K[X]| un polynome irréductible dans K divisant P. Par le théoréme
ci-dessus, il existe une extension L de K dans laquelle P, admet une racine; celle-ci sera une
racine de P.

b) On procede par récurrence sur le degré de P. On démontre par récurrence sur n I’énoncé suivant :
S(n) : pour tout corps commutatif K et tout polynome P € K[X]| de degré n, il existe une
extension L de K telle que P est scindé sur L.

e Pour n =1 : tout polynéme de degré 1 est scindé donc S(1) est vraie.

e Supposons S(n) démontrée et soit P un polynome de degré n + 1 sur un corps commutatif
K. Par (a), il existe une extension L; de K dans laquelle P admet une racine a. Alors P
vu comme polynome de L[ X] s’écrit P = (X — a)Q ou Q € L[X] est de degré n. Puisque
S(n) est vraie (hypothese de récurrence), il existe une extension L de L; dans laquelle le
polynéome @ est scindé. Alors L est une extension de K et le polynome P = (X — «)Q est
scindé dans L. ]

3.3 Fractions rationnelles sur un corps commutatif A

3.19 Définition. Le corps des fractions de K[X] se note K(X). Ses éléments s’appellent des fractions
rationnelles.

AD A
Si A, B, D sont des polynomes avec BD # 0, on a 5D & Donc pour chaque fraction rationnelle F’
A
il existe des polynomes A, B premiers entre eux B # 0 tels que F' = —- Une écriture de F' = 5 avec

A, B premiers entre eux s’appelle une forme irréductible de F'.

A
Soit F' une fraction rationnelle et F' = 5 une forme irréductible. Les racines de A s’appellent les zéros

ou racines de F'; les racines de B s’appellent les pdles de F. L’ordre de multiplicité d'un zéro (resp.
pole) a est 'ordre de multiplicité de la racine a de A (resp. B).

A
Soit F' € K(X). Notons P C K l’ensemble de ses poles. Soit x € K — P. Il existe une écriture F' = B
telle que B(x) # 0. On pose alors F(z) = A(z)B(z)*. Cet élément de K ne dépend pas de 1'écriture
A
F = B (avec B(x) # 0).

L’application x — F(z) de K — P dans K s’appelle la fonction rationnelle associée a F.

Décomposition en éléments simples

On va peu a peu essayer de décomposer une fraction rationnelle en une somme de termes plus simples.

A
a) Partie entiére. Le degré d’une fraction rationnelle F' = 3 est le nombre OF = 0A—0B(€ Z).
Ce nombre est indépendant de 'écriture. On a O(FG) = OF + 0G et O(F + G) < max{JF, G}

(avec la convention 00 = —c0).
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A ,
Soit F' = 3 une fraction rationnelle. Ecrivons A = BQ + R la division euclidienne de A par B.

On trouve F' = Q + g, ou @ € K[X|] C K(X) et g est une fraction rationnelle de degré < 0

(ou nulle). Donc :

Toute fraction rationnelle F € K(X) se décompose de fagon unique en une somme d’un po-
lynome Q et d’une fraction rationnelle Iy de degré strictement négatif. Le polynome () de cette
décomposition s’appelle la partie entiere de F'.

A
b) Parties primaires. Soit a présent F' = 7 une fraction rationnelle de degré < 0. Supposons que

B s’écrive B = BBy ou By et By sont des polynomes premiers entre eux. D’apres le théoreme
de Bézout, il existe des polynomes C; et Cs tels que A = B1Cy+ ByCh. Ecrivons C) = QB+ A
la division euclidienne de C par By et posons Ay = Cy + (B>, de sorte que A = Ay By + A1 Bs
avec 0A; < OBj. Notons qu'alors AsB; = A — A1 Bs, de sorte que 9(AyB1) < 0B il vient

A A A
5= gl + 52 avec 0A; < 0B; et 0As < 0By. On vérifie que cette décomposition est unique.
1 2
k
Décomposant B en produit H P™ ot les P, sont des polynomes irréductibles distincts on obtient
i=1

(par récurrence sur k) une décomposition unique

A A,
EZ;H”“

avec 0A; < m;0P;.
c) Eléments stmples. Considérons enfin le cas ou F' = —— ou P est irréductible, A < moP.
Supposons que m > 2, et notons A = PQ + R la division euclidienne de A par P. On trouve

F = —— + ———. Par récurrence sur m, on trouve donc que F' s’écrit

P pPm
m Rk
> b
k=1
avec ORy, < OP. Cette décomposition est encore unique.

A
d) Mettant tout cela ensemble, on trouve que toute fraction rationnelle F' = 5 s’écrit de fagon

unique sous la forme :
k. m;
1 R27]
F=B+} > —F
i=1 j=1 *1i

ou B = bH P™ est la décomposition de B en facteurs irréductibles (et b € K*), E et R, ; sont
des polynomes avec OR; ; < OP,.

Cette décomposition s’appelle la décomposition de F' en éléments simples.

Lorsque P; est un polynome du premier degré - c’est toujours le cas si K = C - les R;; sont de degré
nul, donc des éléments de K.

Dans le cas ou K = R, on peut avoir des P; du deuxieme degré; on aura alors des termes du premier
degré au numérateur.
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3.4 Exercices

3.1 [E@E Racines rationnelles

Soit P = ZakX ¥ un polynéme & coefficients entiers. Soit & = P ine racine rationnelle de P écrite
q
k=0
sous forme irréductible. Démontrer que plag et q|a,,.

3.2 [ Exercicel Factoriser le polynome P = X® — 4X* + 9X?% — 21X? + 20X — 5 sachant qu'il s’écrit
comme un produit de trois polynomes a coefficients entiers.

X242
3.3 | Exercicel Décomposer en éléments simples dans R[X]| la fraction rationnelle F' = W_l_l)z
En dédui imitive de application ¢ - — 2
n déduire une primitive de application —
p PP B 1)
3.4 [ Exercicel Trouver un polynéme P € K[X] de degré 3 tel que P(0 ) 1, (O) =0, P(1)=0
et P'(1) = 1. Quels sont les polynomes @ € K[X] qui vérifient Q(0) = Q( ) =10,Q(1) =0 et
Q(l)=17
3.5 Calculer des primitives des fonctions
8) 7o b) r+1 ¢) 7 r+1 ) 1
rt— a2 -2’ (22 +1)2° x(x—1)87 cos?
r+yt+z=3

3.6 | Exercicel Résoudre le systeme d’équations ¢ xy + yz + 2z =1 d’inconnues z,y, z € C.
P+ 22 =15

3.7 Soit K un corps et a,b € N. Le but de cet exercice est de calculer de plusieurs manieres
différentes le PGCD des polynomes X* — 1 et X* — 1 de K[X].

1. Soient p,q € N. Démontrer que X? — 1| X?? — 1.
2. a) On suppose b # 0. Quel est le reste de la division euclidienne de A par B?
b) Quel est le PGCD de X* —1et X*—17

3. a) Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Soient A, B € K[X]; Démontrer que
leur PGCD est le méme qu’on les considere comme éléments de K[X]| ou de L[ X].

b) Décomposer X* — 1 et X” — 1 en facteurs irréductibles dans C[X].
¢) En déduire PGCD(X* — 1, X" — 1) vus comme polynomes sur C sur R ou sur Q.

4. Notons d le PGCD de a et b. Ecrire une relation de Bézout X4 —1 = (X — 1)U + (X" — 1)V
et en déduire que PGOD(X* —1, X" —1) = X% — 1.

3.8 Soit P € R[X] un polynéme unitaire sans racines réelles.

1. Démontrer qu’il existe un polynome A € C[X] tel que P =A A et A et A soient premiers entre
eux.

Notons k le degré de A.

2. Démontrer qu’il existe un unique polynome J € C[X] de degré < 2k tel que J = i [A] et
J=—i[A].
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3. Démontrer que J € R[X] et J* = —1 [P].
4. Un espace vectoriel complexe peut étre considéré comme R-espace vectoriel. Inversement, soient

E un R-espace vectoriel et j un endomorphisme de E tel que j? = —idg.

a) Démontrer que E muni de son addition et de la loi externe donnée pour s,t € Ret z € E
par (s + it)x = sz + tj(z) est un espace vectoriel complexe.

b) Munissons E de cette structure. Démontrer que les endomorphismes du C-espace vectoriel
E sont les endomorphismes f du R-espace vectoriel E tels que jo f = f o j.

5. Soit E un R espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E sans valeurs propres
réelles. Démontrer qu’il existe sur £ une structure d’espace vectoriel complexe telle que f soit
C-linéaire.

3.9 Soit P € K[X].
/

1. Décomposer 5 o éléments simples.

2. Théoréme de Lucas. On suppose K = C. Démontrer que I’ensemble des zéros de P’ est inclus
dans I'enveloppe convexe de 'ensemble des zéros de P.

3. Ellipse de Steiner. Soient «, 3,7 € C les affixes de trois points non alignés et notons P le
polynéme P = (X — a)(X — 8)(X — 7). On veut démontrer qu'’il existe une unique ellipse
(appelée ellipse de Steiner) inscrite dans le triangle de sommets («, 3,7) et tangente aux cotés
du triangle en leur milieu dont les foyers sont les racines de P’.

a) Démontrer qu'il existe une unique application affine (sur R) £: C — C telle que /(1) = a,
0(j) = B, £(j*) =~ (o j = eleﬁ). Démontrer qu'il existe a, b, ¢ € C? tels que £(z) = az+bz+c
pour tout z € C et que 'on a P = (X — ¢)® — 3ab(X — ¢) — a® — b°.

b) Démontrer qu’il existe une unique ellipse qui soit tangente au milieu des trois cotés du triangle

(o, B,7).

¢) Démontrer que les affixes des foyers de cette ellipse sont les racines de P'.

3.10 [ Exercicel Hyperbole et triangle équilatére. Dans le plan affine euclidien on considére une hyper-
bole équilatere H. Notons O son centre de symétrie. Soient P un point de H, P’ son symétrique par
rapport a O et C le cercle de centre P et de rayon PP’.

1. Démontrer que C et H se coupent en quatre points (avec la possibilité que P’ soit un point
double).

2. On note A, B, C les trois autres points d’intersection de C avec H. Démontrer que le centre de
gravité du triangle ABC est P; en déduire que c¢’est un triangle équilatéral.

3.11 Polynémes a racines de module 1

Soit P un polynéme unitaire a coefficients entiers. Notons z1, ..., x, les racines de P (comptées avec

leur multiplicité), de sorte que P = H(X — ).
k=1
1. On suppose que pour tout k, on a |zx| = 1.

a) Soit ¢ € N. Démontrer qu’il existe un polyndéme unitaire P, a coefficients entiers dont les
n

racines sont les z%, - autrement dit que le polynéme P, = H(X —at) est & coefficients entiers.
k=1
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n—1
b) Soit Q@ = X" + Zanj € C[X] un polynome dont toutes les racines sont de module 1.
=0

. n
Démontrer que |a;| < ( )
J

¢) En déduire qu’il existe £ et m tels que tels que ¢ # m et P, = P,,.

)
d) Démontrer qu'il existe une permutation o € &,, telle que, pour tout &, on ait in = x?(k).
)

T

e) En déduire que pour tout r € N, on a zf, = Ty ()-
f) Démontrer que toutes les racines de P sont des racines de 1.

2. On suppose que toutes les racines de P sont réelles comprises entre —2 et 2. Démontrer qu’elles
sont de la forme 2 cos gm avec ¢ € Q (Considérer un polynéme Q) tel que Q(x) = 2" P(x +1/x)).

3. Soit A une matrice symétrique a coefficients entiers de norme < 2. Démontrer que les valeurs
propres de A sont de la forme 2 cos gm avec g € Q.

3.12 Résultant de deux polynomes. Soit K un corps commutatif. Pour n € N, notons E,,
I’espace vectoriel des polynomes de degré < n.

Soient A, B € K[X] des polynémes non nuls. Posons m = 0A et n = 0B et écrivons A = ZakX k
k=0

B = Zkak. On considere application linéaire f4 5 : E, X E,, = E,, 4, définie par fa (P, Q) =

AP —|—kz30Q. Pour £ =0,...,n — 1, notons C}, la matrice colonne a n + m lignes :

ag 0 0 0

ai ap 0

ag ay 0 0

(05} ag 0

A, [45] :

CO = 0 , Cl =lamn]|, Ck; = az , Cn—l = 0
0 0 ag

0 0 A, aq

0 0 0 as
0 0 0 Qm

De méme, pour £k =0,...,m — 1, notons Dy la matrice colonne a n + m lignes :
bo 0 0 0

by bo : 0

b2 bl 0 0

: bg bO 0

b, : by :
Do=|0|, Di=1]0b.1, Di=102|,... Dhi=1|0
0 0 : bo

0 0 bn bl

0 0 0 bg

0 0 0 by,
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(La matrice-colonne C} commence par k lignes nulles et se termine par n — 1 — k lignes nulles; la
matrice Dy commence par k lignes nulles et se termine par m — 1 — k lignes nulles.)

1. Etablir I’équivalence :

(i) les polynomes A et B sont premiers entre eux (pour K = C les polynémes A et B n’ont pas
de racine commune) ;

(ii) l'application f est bijective;

(iii) le déterminant Resy g de la matrice carrée de colonnes Cy, ..., Cy,_1, Dy, ..., Dy n'est pas
nul. Ce déterminant s’appelle le résultant de A et B.

2. Pour K = C écrire une relation nécessaire et suffisante pour qu'un polynéome A possede des
racines multiples.

3. Applications : calculer le résultant de A et B dans les cas suivants :
a) A=aX?+bX +cet B=A';
b) A= X34+ pX4qget B=A';
¢) A quelconque B = X —b.
Le résultant de A et A’ s’appelle le discriminant de A.
4. Quelques formules sur le résultant. Démontrer que 1’on a :
a) Resga = (—1)""Resa p pour A € K[X] de degré m et B € K[X] de degré n;
b) Resapp = b"Resa p pour b € K ;
c) Resap B, = Resap, Resap,;

d) si B=][(X =), Res(A,B) = [ Alw);

i=1 =1

) si A= H — ), Res(A,B):(—l)m”HB(:ci);
) si A= H —x;) et B= HX y;), Res(A, B) = H(xj—yi).

3.13 On se propose de démontrer le

Théoréme de Sturm. Soit P € R[X]| un polyndme sans racines multiples dans C. Posons Py = P,
P, = P et pour k > 2, supposant P,_o et P,_q construits, on écrit la division euclidienne de Pj_o
par P,_1 sous la forme P,_s = Q1Py_1 — P.. On note B, le dernier P, non nul. Notons A [’ensemble
des nombres réels qui sont racine dun P, (au moins) pour 0 < k < m. Pour xz € R\ A, notons
n(x) le nombre de changements de signes de la suite Py(x), Pi(x), ..., Pn(x), ¢’est-a-dire le nombre de
i €{1,...,m} tels que P,(z) et P,_1(z) soient de signes contraires. Pour tous a,b € R\ A tels que
a < b, le nombre de racines de P dans lintervalle [a,b] est n(a) — n(b).

1. Démontrer que, pour tout k < m, P, et Py, sont premiers entre eux. Démontrer que P,, est
constant et non nul.

2. Démontrer que I'application x — n(x) est constante sur tout intervalle contenu dans le complé-
mentaire de A.

Pour z € A, on note ny(x) la limite & gauche de n en x et ny(z) sa limite a droite.

3. Soit z une racine de P, avec k > 0.
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a) Démontrer que Py_; et Py, 1 ne s’annulent pas en x et sont de signes contraires. Démontrer
qu’il existe un intervalle ouvert J contenant x tel que, pour y € J \ {x}, le nombre de
changements de signe dans la suite P._1(y), Px(y), Prr1(y) soit égal a 1.

b) Démontrer que si z € A n’est pas racine de P, = P, alors ny(z) = nq(z).
4. Soit x une racine de P. Démontrer que n,(z) = nq(z) + 1.

Indication : Les polynomes P et P’ ont le méme signe & droite de x et des signes contraires & gauche
de x.

5. Etablir le théoreme de Sturm.

3.14 Résolution des équations du quatriéme degré

1. Soit P € K[X] un polynome scindé unitaire de degré 4. Notons z1, 29, 23, 24 ses racines. Trouver
un polynome de degré 3 dont les racines sont u; = 2129+ 2324, Us = 2123+ 2224, U3 = 2124+ 2223.

2. Sion sait résoudre les équations du troisieme degré, on peut trouver wuy, us, us. Comment trouver
alors les z; 7

3.15 Soit p un nombre premier.
1. Démontrer que dans F,[X] on a I'égalité X — X = H (X — ).

z€lF,

2. Démontrer le théoréeme de Wilson : (p—1)!+1=0 [p].

3.16 [Contenu d’un polynome]
1. Soient A, B € Z[X].

m n m—+n
Ecrivons A = Zaka, B = Zkak et AB = Z ¢ X"*. Soit p un nombre premier. On
k=0 k=0 k=0

suppose que p divise tous les cx. Démontrer que p divise tous les a; ou tous les by.

On appelle contenu d’un polynome P = Zkak a coefficients dans Z et on note ¢(P) le PGCD

k=0
de ses coeflicients po, . . ., pn.

2. Soient A, B € Z[X]. Démontrer que si ¢(A) = ¢(B) = 1, alors ¢(AB) = 1. En déduire que l'on a
toujours c(AB) = ¢(A)e(B).

3. Soient A, B € Q[X] non nuls tels que AB € Z[X]. Démontrer qu’il existe ¢ € Q non nul tel que
1
qA € Z[X] et —B € Z[X]
q

4. Soit P € Z[X] un polynoéme non constant. Démontrer que si P est irréductible dans Z[X] il est
irréductible dans Q[X].

3.17 [Critere d’Eisenstein| Soient P un polynéme non constant a coefficients entiers et p
un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients de P sauf le coefficient directeur - et
que P(0) n’est pas divisible par p*. Démontrer que P est irréductible sur Q.

p—1
Application. Démontrer que, pour tout nombre premier p, le polynome ¢, = ZX * est irréductible

k=0
sur Q.
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3.18 (**) Comment trouver les racines d’un polynome dans IF,, ¢
On se donne P € K[X] dont on veut trouver les racines dans K.

1. Trouver une méthode pour isoler les racines multiples.

Indication : On pourra utiliser la dérivée de P.

2. On suppose que K = IF, ot p est un (grand !) nombre premier. Donner une méthode pour trouver
un polynome scindé a racines simples ayant les mémes racines que P.

Indication : Penser au polynome X? — X.

3. On suppose que P est scindé a racines simples.

a)
b)

Ecrire P = AB ot les racines de A sont des carrés dans [F,, et celles de B ne le sont pas.

Soient a, b deux racines (qu’on ne connait pas). On veut les séparer, c’est a dire écrire P = AB
avec a racine de A et b de B. Pour cela, on cherche un polynome ) dont a ou b est racine
mais pas 'autre, puis on prend le PGCD de P et Q). (On dit que ) sépare a et b.) Soit ¢ € F,,

p—1

- distinct de a et de b. On pose Q = (X —¢) = — 1. Démontrer que @) sépare a et b si et

. C ,
seulement si n’est pas un carré.

En choisissant ¢ au hasard, on a donc une chance sur 2 de séparer a et b.

Esquisser une méthode qui va nous permettre de trouver toutes les racines de P (le degré de
P est ici supposé petit par rapport a p).
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Deuxieme partie

Algebre linéaire sur un sous-corps de C

4 Définitions et généralités

4.1 Espaces vectoriels

4.1 Définition. Soit K un corps commutatif. Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) est
un ensemble £ muni
e d’une loi de composition interne notée + ,
e d’une loi externe (action de K) K x E — E notée (A, x) — Az,
telles que
x (E,+) soit un groupe commutatif;
x pour tous A\, u € K et tous z,y € F on a:

Mr4+y) = x4+ Ay, A+p)r=r+px, Az =ANuz) et lo =uz.

Rappelons la notion suivante qui prend un sens grace a ’associativité et la commutativité de la somme :
4.2 Définition. Soient F un K-espace vectoriel et A une partie de E. On appelle combinaison linéaire
n

d’éléments de A un élément x de E qui s’écrit sous la forme x = Z Az oun € Ny Aq, ..., A\, sont
k=1
des éléments de K et x1,...,x, des éléments de A.
4.3 Exemples. a) Muni de 'addition et de la multiplication de K, le corps K est un K-espace
vectoriel.
b) Muni de l'addition des polynémes et du produit d'un polynéme par un scalaire, K[X]| est un
K-espace vectoriel.
¢) Sur K" on considere I'addition et I’action de K données par les formules :
(1, Tn) + (Y1s e Un) = (X1 F Y1y oy Ty F Yn) €8 A1, 2,) = (A2, .o, ATy).
Muni de ces opérations, K™ est un K-espace vectoriel.

d) Plus généralement, donnons nous un entier n et une famille (Ey, ..., E,) de K-espaces vectoriels.

n
Notons £ le produit H Ey = FEy x...xX E, des Ej. Les éléments de £ sont des suites (x1,...,x,)
k=1
ou xy € Fj. Sur £ on considere 'addition et 'action de K données par les formules : (z1, ..., x,)+

(Y1, s Yn) = (1 + Y1, s T+ yn) e Nay, ..., 2,) = (Axq, ..., Az,). Muni de ces opérations,
£ est un K-espace vectoriel. Cet espace s’appelle I'espace vectoriel produit des E;.

4.2 Sous-espaces vectoriels

4.4 Définition. Soit F un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E une partie F' de
E, qui est un sous-groupe de E pour + et telle que pour tout x € F' et tout A € K on ait A\x € F.

Pour vérifier que ' C F est un sous-espace vectoriel on doit vérifier :

e QcFetVieK, x,ye Fonax+ye Fetxel;
ou
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e F#£PetVA\ue K, z,ye F,ona Xz +puy € F.

Plus généralement, un sous-espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires :

4.5 Proposition. Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Toute combi-
naison linéaire d’éléments de F est dans F'.

4.6 Proposition. Soient E un K -espace vectoriel. L intersection d’une famille de sous-espaces vecto-
riels de E est un sous-espace vectoriel de E.

Autrement dit, si (E;);er est une famille de sous-espaces vectoriels de E, son intersection i.e. 'ensemble
ﬂ E;={x € E; Vie I, x € E;} est un sous-espace vectoriel de F.
iel
4.7 Exemples. Soit F un K-espace vectoriel.
a) Soit A une partie de E. Il existe un plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient A :
I'intersection de tous les sous-espaces de E' contenant A.
b) Soit (E;)i;e; une famille de sous-espaces de E. Il existe un plus petit sous-espace vectoriel de F
qui contient tous les I : c’est le plus petit sous-espace de E contenant leur réunion A = U E;.
el
4.8 Définition. Soit E un K-espace vectoriel.
a) Soit A une partie de E. Le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient A s’appelle le
sous-espace vectoriel engendré par A. Nous le noterons Vect(A).
b) Soit (F;)ie; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Le plus petit sous-espace vectoriel de

E qui contient tous les E; s’appelle la somme des E; et se note ZEl SiI=A{1,...,n} cette
i€l
somme se note aussi By + -+ E,.

4.9 Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel.

a) Soit A une partie de E. Le sous-espace engendré par une partie A de E est I'ensemble des

combinaisons linéaires d’éléments de A.
n

b) Soit (Fy,...,E,) des sous-espaces vectoriels de E. La somme Z FE; des E; est l'ensemble

i=1

{Zxk; (x1,...,2,) € By X ... XEn}.
k=1

Pour établir cette proposition, on démontre que les combinaisons linéaires d’éléments de A (resp.
des sommes d’éléments des Ej) forment un sous-espace vectoriel et on utilise la proposition pour
démontrer que c’est le plus petit.
4.10 Définition. Soit F un K-espace vectoriel.

a) Deux sous-espaces F, G de E sont dits supplémentaires si F +G = FE et FNG = {0}.

b) Soient n € N (n > 2) et (E,..., E,) des sous-espaces de E. On dit que les sous-espaces E; sont
en somme directe si 'application (z1,...,z,) — =1 + ...+ x, est injective.
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4.3 Applications linéaires

4.11 Définition. Soient F, F' deux K-espaces vectoriels.
e Une application f : F — F est dite linéaire (ou K-linéaire) si Vr,y € E et YA € K on a
fle+y) = [f(z)+ fy) et f(Az) = Af().
e Une application linéaire de E dans F s’appelle aussi un endomorphisme de E.
e On appelle isomorphisme (d’espaces vectoriels) une application linéaire bijective.
e On appelle automorphisme un endomorphisme bijectif.

4.12 Proposition. a) La composée d’applications linéaires est linéaire.

b) La réciproque d’un isomorphisme est linéaire : ¢’est un isomorphisme.

4.13 Exemple. Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces supplémentaires de E. Pour
tout z € E, il existe un unique élément y € F tel que z —y € G. Notons P(x) cet unique élément.
L’application P : E' — FE ainsi définie (d’image égale a F') est linéaire. On I'appelle le projecteur sur F
parallelement o G. Pour y € F et z € G, on a P(y + z) = y. Remarquons que P o P = P : en d’autres
termes P est idempotent.

Inversement, tout endomorphisme idempotent est de cette forme.

4.14 Proposition. Soient E, F' des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. L’ image
f(E)) d’un sous-espace vectoriel By de E est un sous-espace vectoriel de F' ; l'image réciproque f~'(F})
d’un sous-espace vectoriel Fy de I’ est un sous-espace vectoriel de E.

4.15 Définition. Soient E, F' des espaces vectoriels et f : £ — F une application linéaire. On appelle
image de f et on note im f le sous-espace f(FE) de F'; on appelle noyau de f et on note ker f le
sous-espace f~'({0}) de E.

4.16 Proposition. Soient E, F des espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire. L’appli-

cation f est injective si et seulement si ker f = {0} ; Uapplication f est surjective si et seulement si
imf =F.

4.17 Proposition. Soient E, I des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Soit Ey
un supplémentaire de ker f dans E et notons g : Ey — im f Uapplication x — f(z). Alors g est un
1somorphisme.

4.4 Ensembles d’applications linéaires

4.18 Proposition. Soient E, F des K -espaces vectoriels.

a) Soient f,g des applications linéaires de E dans F et A\ € K. Les applications f + g : x —
f(x)+g(x) et \f : 2= Nf(x) (de E dans F') sont linéaires.

b) Muni de ces opérations, l’ensemble des application linéaires de E dans F' est un K-espace vec-
toriel noté L(E, F).

Lorsque E = F', l'espace L(E, F') se note L(E). Muni de I’addition et de la composition des applications
linéaires, L(E) est un anneau. De plus, les structures d’espace vectoriel et d’anneau sont compatibles

au sens suivant : pour g € L(E), les applications f — go f et f o g sont linéaires. En d’autres termes,
L(FE) est une K-algebre.

Rappelons pour mémoire la définition d’'une K -algébrem :

1. Nos algebres sont supposées associatives. Cette convention n’est pas prise par tous les ouvrages.
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4.19 Définition. Une K-algebre est un ensemble A muni de trois lois :
e une addition + (qui est une loi interne A x A — A);
e une multiplication (a,b) — ab (interne) ;
e une loi externe K x A — A, notée (\,a) — Aa.

Ces lois doivent satisfaire :

a) muni des lois internes (addition et multiplication) A est un anneau;
b) muni de I'addition et de la loi externe A est un espace vectoriel ;
¢) les multiplications interne et externe vérifient : Va,b € A et VA € K on a (Aa)b = A(ab) = a(A\b).

4.20 Proposition. L’ensemble des automorphismes d’un K -espace vectoriel E est un groupe (pour la
composition). On 'appelle groupe linéaire de E et on le note GL(E).

Pour démontrer que GL(FE) est un groupe, on démontre en fait que c’est un sous-groupe du groupe des
bijections de E dans E : 'application identité idg de F est linéaire, et on applique la proposition £.12]

4.5 Familles libres, génératrices, bases
4.5.1 Familles, familles de vecteurs

Soient X et I des ensembles. On appelle famille d’éléments de X indicée par I une application de I
dans X. Cependant, la notation est un peu modifiée. Si f est une famille d’éléments de X indicée par
I, élément f(i) (pour un point i € I) se note avec i en indice, par exemple z;. La famille f elle-méme
se note (x;)ier.

Solent (z;)ier et (y;);es des familles d’éléments de X. On dira que (x;);cr est une sous-famille de (y;) ;e
(on dit parfois que (y;);jes est une sur-famille de (x;);er) si I C J et, pour tout i € I, on a z; = y;.

Soit F un K-espace vectoriel. Une famille de vecteurs (de E) est donc une application d’un ensemble
I dans E notée (x;);er. On parle aussi parfois de systéme de vecteurs. On s’intéressera ici surtout au
cas des familles finies (;);cs, c’est a dire au cas ou I est un ensemble fini. Le plus souvent, on prendra

I=A{1,...,n}.

4.21 Remarque. Une partie A de E détermine une famille de vecteurs : (z).ea (qui est 'application
de A dans E qui a x € A associe z € E).

4.5.2 Applications linéaires de K’ dans F

Fixons un ensemble fini 1. Rappelons que K’ est le K -espace vectoriel des familles d’éléments de K
indicées par I, i.e. des applications de I dans K Pour i € I, notons e; € KT I’élément (sj)jer déterminé
par s; =1 et s; = 0 pour j # 1.
Remarquons qu'un élément (\;);c; s’écrit alors Z Ai€;.
icl

4.22 Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel.

a) Soit (x;)ier une famille finie de vecteurs de E. L’application f : (N\;)ier — Z)‘ixi de K' dans

iel
E est linéaire.

b) Toute application linéaire f de K! dans E est de cette forme : il existe une unique famille (x)ier

d’éléments de E telle que pour tout (\)ier € K on ait f((\)ier) = Z NiT;.
icl

On a x; = f(e;) pour tout 7 € I.
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4.5.3 Familles libres, génératrices, bases

4.23 Définition. Soient F un K-espace vectoriel (z;);c; une famille finie de vecteurs de F. Notons
f: K" — E Tapplication (A)ies — > Aii.
i€l
e On dit que la famille (x;);c; est libre si f est injective (sinon, on dit qu’elle est liée);
e on dit que la famille (z;);c; est génératrice si f est surjective;
e on dit que la famille (x;);c; est une base de E si f est bijective.

4.24 Remarques. a) La famille (z;);cr est libre si le noyau de f est réduit a {0}, c’est-a-dire si la

condition Z Aix; = 0 implique que tous les A; sont nuls.
iel
b) L’image de 'application f est le sous-espace vectoriel de E engendré par {z;; ¢ € I}; la famille
(x;)icr est génératrice si ce sous-espace est F.

c¢) La famille (x;);e; est une base si elle est a la fois libre et génératrice.

4.25 Proposition. a) Une sous-famille d’une famille libre est libre.

b) Une sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
4.26 Généralisation. Soient E un K-espace vectoriel et (x;);c; une famille quelconque de vecteurs
de F.

a) La famille (x;);cs est dite génératrice si le sous-espace engendré par {x;; i € I} est E;

b) la famille (z;);c; est dite libre si toute sous-famille finie est libre;

c¢) la famille (z;);c; est une base si elle est a la fois libre et génératrice.

4.27 Proposition. Soit (z;);c; une famille de vecteurs de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) (x;)ier est libre mazimale : toute sur-famille libre de (x;);er est égale a (x;)ier ;
(i) (z;)ier est génératrice minimale : toute sous-famille génératrice de (x;);cr est égale a (x;)er ;

(ill) (x;)iesr est une base.

4.6 Matrices

Soient I, J deux ensembles finis et K un corps. Une matrice de type I x J a coefficients dans K est une
famille d’éléments de K indicée par I x J. On la représente par un tableau dont les lignes sont indicées
par I et les colonnes par J. On note M ;(K) 'espace des matrices de type I x J a coefficients dans
K. SiI=A{1,...,m}etJ={1,...,n}, les matrices de type I x J s’appellent des matrices d’ordre
m,n et on écrit M., ,,(K) plutdt que M ;(K). Enfin lorsque I = J (ou m = n) on parle de matrices
carrées de type I (ou d’ordre m). On note M, (K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

4.6.1 Applications linéaires de K’ dans K’

Soient I et J deux ensembles finis. Il résulte en particulier de la proposition qu'une application
K-linéaire f de K’ dans K’ est déterminée par une famille (z;);c; d’éléments de K. Une telle famille
est donnée par une matrice (a; ;)i j)erxs & coefficients dans K, appelée matrice de f, et 'on a donc
o f(e;) = (a;;)ier pour tout j € J;
o f((Nj)jes) = (pi)ier avec p; = Zai,j)\j, pour tout (\;)jes € K.
jeJ
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4.6.2 Produit matriciel

Soient I, J, L trois ensembles finis, f : KX — K7 et g : K7 — K' des applications linéaires. Notons
A = (a;0)oeixr €t B = (b ;)@ jerxs leurs matrices respectives. La matrice de g o f est (ci¢)(i)erxe

ou ¢y = Z b;jaje. Cette matrice s’appelle le produit des matrices B et A et se note BA.
jed

4.6.3 Matrices inversibles. Groupe GL(n, K)

Soit J un ensemble fini. La matrice de 'application identité de K7 dans lui méme est la matrice carrée
appelée matrice identité (d; ;)¢ jyesxs telle que, pour tout ¢,j € I on ait 6;; = 1sii = jet §;; =0 si
i # j. Convenons de noter 1; cette matrice. Pour J = {1,...,n} on écrira plutot 1,, ou I,,.

Une matrice A € M; ;(K) est dite inversible si elle représente un isomorphisme, i.e. s’il existe B €
M (K) telle que AB=1; et BA=1;.

On appelle groupe linéaire (d’ordre n) et 'on note GL(n, K) le groupe des matrices carrées d’ordre n
inversibles.

4.7 Exercices

4.1 Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de FZ. Démontrer qu’ils sont supplémentaires si et seule-
ment si 'application s : (z,y) — x +y de F' x G dans FE est bijective.

2. Soient n € Net Fy, ..., E, des sous-espaces de F/. Démontrer que les espaces F; sont en somme
directe si et seulement si on a (Ey + ...+ Ej) N Exyq = {0} pour tout k € {1,...,n —1}.

Commentaire. Le fait que I'intersection deux & deux des espaces E; est réduite & {0} n’implique pas en général que leur
somme est directe. Par exemple, la somme de trois droites distinctes d’un plan vectoriel n’est pas directe puisque le plan
est engendré par deux d’entre elles.

4.2 [Exercicel. On note E I'ensemble des fonctions continues de R dans R.
1. Démontrer que E est naturellement muni d’une structure de R-espace vectoriel.

2. On note P C E et I C FE les sous-ensembles formés des fonctions continues paires et impaires
respectivement. Démontrer que P et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

3. Donner quelques exemples de décomposition f =p+1avec f € E,pe Peti € [.

4.3 [ Exercicel. Soient F,G, H des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. On suppose que
GCH, FNHCFNGet F+ H C F+ G. Démontrer que G = H.

4.4 [Exercicel 1. Soient F, G des sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E. On suppose que
F U G est un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que 'on a F C Gou G C F'?

2. Soient Fi,..., F, des sous-espaces vectoriels stricts (F; # E) d'un K-espace vectoriel E.
k
a) Soit k € {1,...,n — 1} et soient z,y € E tels que = ¢ UF’ et y € Fj.1. Démontrer que
i=1

pour j € {1,...,k + 1} il existe au plus un \; € K tel que y + \jz € Fj.

b) On suppose que K est infini. Démontrer que U F,#+ FE.
i=1
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4.5 Soient E, F' des espaces vectoriels et f : £ — F une application. Démontrer que f est
linéaire si et seulement si son graphe Gy = {(z, f(z)); = € E} est un sous-espace vectoriel de 'espace
vectoriel produit £ x F'.

4.6 [ Exercicel Soient E, F,G des espaces vectoriels, f : E — F et g : F — G des applications
linéaires. Démontrer que ker g Nim f = f(kerg o f).

4.7 [Exercicel

Soient a,b € K. Notons E C K" I'ensemble des suites (z,)ncx telles que, pour tout n > 2 on ait
Ty = QTp—_1 + bXp_o.

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de K.

2. Soit (z,,)neny un élément de E tel que g = x; = 0. Démontrer que l'on a z, = 0 pour tout
n € N.

a b 4. n 1 [ Up 4
3. Posons A = (1 O)' Ecrivons A (0) = (Un) Démontrer que

a) pour tout n € N on a v,11 = Uy, ;
b) (tn)nen et (Vn)nen sont des éléments de E';
¢) (Upn)nen €t (Vn)nen forment une base de E.

4. Posons F' = {(x)nen; To = x1 = 0}. Démontrer que E et F' sont des sous-espaces supplémentaires
de KM,
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5 Théorie de la dimension

5.1 Espaces vectoriels de dimension finie

5.1 Définition. On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il possede une famille
génératrice finie.

Il sera ici plus commode de raisonner en termes de parties libres ou génératrices d’un espace vectoriel :

5.2 Remarque. Soit E un K-espace vectoriel. Une partie X de E détermine une famille (z),cx et
I'on peut donc parler de parties libres ou génératrices. Soit(x;);c; une famille de vecteurs de E. Posons
X = {x;; i € I'}. La famille (z;);e; est une famille génératrice de E si et seulement si X est une partie
génératrice de E'; la famille (z;);c; est une famille libre de E si et seulement si X est une partie libre
de E et I'application i — x; est injective.

5.3 Théoreme de la base incomplete. Soient E un K -espace vectoriel, G C E une partie génératrice
finie de E et L C G une partie libre de E. Alors il existe une base B de E telle que L C B C G.

L’ensemble G = {X partie génératrice de E; L C X C G} n’est pas vide puisque G € G. Un élément
B de G qui possede un nombre minimum d’éléments est une base de F.
5.4 Corollaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

a) Toute partie génératrice finie de E contient une base ;

b) toute partie libre finie est contenue dans une base.

Pour (a) on applique le théoréme de la base incompléte a L = (); pour (b) si L est une partie libre finie
et G1 est une partie génératrice finie, on applique le théoreme de la base incomplete a L et G = LUG].

5.2 Dimension d’un espace vectoriel

5.5 Lemme d’échange (Steinitz). Soit G C E une partie génératrice finie, x € G ety € E. Ecrivons

y = Z Az, et supposons que A, # 0. Alors (G \ {x}) U{y} est génératrice.
z€G

Ecrivons Gy = G\ {z} et G, = Gy U {y}. Ona z = A\, (y — Z )\Zz>, donc = € Vect(Gy). 11 vient
z€Gq

G C Vect(Gy), donc E = Vect(G) C Vect(Ga).

5.6 Théoreme. Soient E un espace vectoriel, G une partie génératrice finie de E& et L une partie libre
de E. Alors L est finie et Card(L) < Card(G).

Supposons d’abord que L soit finie et démontrons que Card(L) < Card(G).

Notons L \ G l'ensemble des x € L avec z ¢ G. On raisonne par récurrence sur le cardinal de L\ G,
c’est-a dire sur le nombre N d’éléments de L qui ne sont pas dans G.

e Si N =0, alors L C G, donc Card(L) < Card(G).
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e Soit N € N et supposons que 1'on ait démontré que si L et G sont deux parties finies de E avec
L libre et G génératrice et Card(L \ G) = N, alors Card(G) > Card(L).
Soient maintenant L une partie libre et G une partie génératrice de F telles que Card(L \ G) =
N—+1. Posons L; = (GNL). Soit y € L\ G. Comme G est génératrice, on peut écrire y = Z A2

zeG
Comme L est libre, il vient y & Vect(L;), donc il existe x € G \ L; tel que A, # 0. Par le lemme

d’échange G; = (G \ {z}) U {y} est génératrice et L \ G; a N éléments. Par '’hypothese de
récurrence, on a Card(L) < Card(G;) = Card(G).
Enfin, une partie infinie 7' de F contient une partie finie de cardinal Card(G) 4 1, qui ne peut étre
libre ; donc T n’est pas libre.

5.7 Corollaire. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases sont finies et ont méme
nombre d’éléments.

5.8 Définition. Soit F un espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E le nombre
dim E d’éléments d’une base quelconque de E.

5.9 Théoreme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Posons n = dim E.
a) Toutes les bases de E ont n éléments.
b) Toute famille libre de E a au plus n éléments; une famille libre a n éléments est une base.
c) Toute famille génératrice de E a au moins n éléments ; une famille génératrice a n éléments est

une base.

5.10 Théoreme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de E est
de dimension finie. On o dim F' < dim E ; si dim F' = dim F, alors F = E.

Toute partie libre de F est libre dans £ donc a au plus n éléments. Notons k(< n) le plus grand nombre
d’éléments d’une partie libre de F' et soit L une partie libre de F' a k éléments. C’est une partie libre
maximale, donc une base de F'. Donc dim F' = k < n. Si k = n, alors L est une base de F/, donc F' = F.

5.11 Corollaire. Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie posséde un supplé-
mentasire.

En effet, soient £ un espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E et L une base
de F. On peut la compléter en une base B de E. Le sous-espace vectoriel engendré par B\ L est un
supplémentaire de F'.

5.12 Proposition. Soient F,G des sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel E.
Alors F + G et F NG sont de dimension finie et l'on a dim F' + dim G = dim(F + G) + dim(F N G).

Supposons d’abord que F'NG = {0}. On obtient une base de F'+ G en réunissant une base de F' avec
une base de G : on a donc dim(F + G) = dim F' + dim G.

Dans le cas général, choisissons un supplémentaire GG; de FFNG dans G. Alors G est un supplémentaire
de F dans F' + G et par le premier cas, on a dimG = dim(F N G) + dim Gy, et dim(F + G) =
dim F' + dim G.

5.3 Rang

5.13 Définition. a) Une famille (z;);c; de vecteurs d’'un espace vectoriel est dite de rang fini si
I’espace vectoriel qu’elle engendre est de dimension finie. La dimension de cet espace s’appelle
rang de la famille (x;);c; et se note rg(z;)ics-
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b) Une application linéaire f est dite de rang fini si son image est de dimension finie. La dimension
de im f s’appelle rang de f et se note rg(f).

c¢) Le rang d’une matrice d’ordre m,n est le rang de I'application linéaire de K™ dans K™ qu’elle

représente.

5.14 Théoréme du rang. Soient E, F' des espaces vectoriels et f : E— F une application linéaire.
Si E est de dimension finie on a dim E' = dim(ker f) 4 rg(f).

Cela résulte immédiatement de la proposition [4.17
5.15 Théoreme. Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application
linéaire.

a) Sidim E < dim F, Uapplication f n’est pas surjective.

b) Sidim E > dim F', lapplication f n’est pas injective.

c) Sidim E = dim F et en particulier si E = F, i.e. si f est un endomorphisme, on a l’équivalence
entre : (i) f est surjective; (ii) f est injective; (iii) f est bijective.

Pour vérifier qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est un automorphisme, il
suffit de vérifier son injectivité ou sa surjectivité.

5.16 Théoreme. Deuxr K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils
ont méme dimension.

5.4 Exercices

5.1 Pour n € N, notons E,, 'espace vectoriel des polyndmes de degré < n.
Soient A, B € K[X] des polynoémes non nuls. Posons m = dA et n = dB. On considere 'application
linéaire fap: E, X E,, = E,,+,, définie par f4 (U, V)= AU + BV.

1. Notons D le (un) PGCD de A et B et d son degré.
a) Quelle est la dimension de 'espace DK [X] N E,,,, des multiples de D de degré < m + n.

b) Démontrer que I'image de fa p est contenue dans l'espace DK[X] N Ep .

¢) Démontrer que pour tout P € DK[X]|NEp,,, il existe (U, V) € K[X])?tel que P = AU+BYV.
A T'aide d’une division euclidienne en déduire que 'image de fa p est DK[X]| N Eppyp.

d) Quel est le rang de fap?

2. Quel est le noyau de fap?

3. Autre méthode pour calculer le rang. Posons F' = {AU, U € E,} et G ={BV; V € E,, }.
a) Quelle est la dimension de F'? De G? De FNG?
b) En déduire le rang de f4 p.

5.2 Soit E un espace vectoriel et (z1,...,z,) une famille génératrice de E. Posons

I'={ie{l,...n}; x; & Vect{z;; j <i}}.

1. Soit (A;) € K" une famille non nulle telle que Z)\j:vj = 0. Soit iy le plus grand élément de
j=1

{7 €{1,...,n}; \; # 0}. Démontrer que iy & I.
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2. Démontrer que, pour tout j € {1,...,n} on a x; € Vect{z;; i € {1,...5} NI}

3. Démontrer que (;);c; est une base de E.

5.3 [ Exercicel. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de
E. Démontrer qu’il existe un automorphisme f de E tel que f(F) = G si et seulement si F' et G ont
méme dimension.

5.4 | Exercice, Soit F' un sous-espaces vectoriel d'un espace vectoriel F.

1. Soient G et (G5 deux sous-espaces de E. On suppose qu’ils sont tous les deux supplémentaires
de F. Démontrer que GG; et (G5 sont isomorphes.

On dit que F est de codimension finie dans E s’il admet un supplémentaire de dimension finie.
On appelle alors codimension de F' et I'on note codim F' la dimension d’un tel supplémentaire.

2. On suppose que FE est de dimension finie. Démontrer que la dimension et la codimension de F'
sont finies et que I'on a codim F' = dim £ — dim F'.

3. Démontrer que si F' est un sous-espace de E de codimension finie, tout sous-espace de E conte-
nant F' est de codimension finie inférieure ou égale a celle de F.

4. Soit f une application linéaire de £ dans un espace vectoriel G. Démontrer que f est de rang
fini si et seulement si ker f est de codimension finie et que, dans ce cas on a codim(ker f) = rgf.

5.5 Exercicel Soient E, F, G des espaces vectoriels f : E — F et g : F — G des applications linéaires.

1. On suppose que f est de rang fini. Démontrer que go f est de rang fini et que 'on arg(gof) < rgf.
Plus précisément, démontrer que 'on a rg(g o f) = rgf — dim(ker g N'im f).

2. On suppose que g est de rang fini. Démontrer que go f est de rang fini et que I'on arg(go f) < rgg.
Plus précisément, démontrer que 'on a rg(g o f) = rgg — codim(ker g + im f).

5.6 Cet exercice m’a été proposé par Gentiana Danila et Catherine Gille.

1. Soient p un nombre premier et n € N*. Combien y a-t-il de droites dans F;? Et combien
d’hyperplans (voir définition [6.31]) ?
2. Combien y a-t-il de systemes libres a k éléments dans F)) 7 Combien y a-t-il de bases?

3. Combien y a-t-il de sous-espaces de dimension k dans I} (pour 0 < k < n).

4. a)

Diner avec le capitaine. Nous sommes sur un bateau de croisiere, au mois d’aotut. Il y a
31 passagers a bord et le capitaine décide d’en inviter chaque soir 6 au diner selon la regle
suivante : deux personnes doivent se trouver ensemble a la table du capitaine une et une
seule fois. Pouvez-vous aider le capitaine a organiser ses invitations ?

Le jeu de Dobble consiste en 57 cartes, chacune comportant 8 symboles, et chaque couple
de cartes ayant un et un seul symbole en commun. Proposer un moyen de construction
d’un tel jeu sur le méme principe que le probleme du capitaine. Remarquer que dans cette
construction chaque symbole apparait 8 fois.

5.7 1. a) Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 2 de K*. On suppose que tout

élément non nul de £ a au moins 3 composantes non nulles. Démontrer que les applications
g:FE— K?eth: E— K?quiaz € FE associent ses deux premieres et ses deux dernieres
composantes respectivement sont bijectives. Démontrer que la matrice Ap de ho g™ ! est une
matrice 2 x 2 inversible et a coefficients non nuls.
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b) Inversement démontrer que, pour toute matrice A € My(K) inversible et a coefficients non
nuls, il existe un unique sous-espace vectoriel E de K* tel que tout élément non nul de E ait
au moins 3 composantes non nulles et A = Ag.

. On appelle sudoku une application f : IF§ — T3 telle que pour tous x,y € IF§ distincts, mais
ayant leurs premiere et deuxiéme composante égale (z et y sont situés sur la méme ligne dans
une grille de sudoku) ou la troisieme et quatrieme (méme colonne) ou la premiere et la troisieme
(méme petit carré) on ait f(z) # f(y). On appelle sudoku fort une application f : F3 — F3 telle
que pour tous z,y € 3 distincts, mais ayant deux composantes égales on ait f(z) # f(y).

a) Démontrer qu’une application linéaire f : F3 — F2 est un sudoku fort si et seulement si tout
¢élément non nul de ker f a au moins trois composantes non nulles.

b) Combien y a-t-il de sudokus forts linéaires ?

¢) Combien y a-t-il de sudokus linéaires ?
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6 Matrices et bases

Dorénavant, (presque toutes) nos bases seront indicées par {1,...,n}.

6.1 Matrice d’une application linéaire
6.1.1 Matrice d’une application linéaire entre espaces vectoriels munis de bases

Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie. Choisissons des bases B = (ej,...,e,) et
B' = (é},...,e),) de E et F respectivement. Par définition (cf. déf. 4.23), elles donnent lieu & des
isomorphismes pg : K" — E et pp : K™ — F. Soit f : E — F une application linéaire. On lui
associe I'application linéaire pg,l ofopp: K" — K™ Notons A = (a;;)1<i<m: 1<j<n la matrice de cette

application. On a donc f(e;) = Z a; ;e;.
i=1

6.1 Définition. La matrice ainsi définie s’appelle matrice de f dans les bases B et B’. On la note
Mp 5(f).

La matrice d’'une composée est le produit des matrices :

6.2 Proposition. Soient E, F,G des K espaces vectoriels de dimension finie munis de bases B, B', B”
respectivement. Soient f : E — F et g : F — G des applications linéaires. On a Mpr g(go f) =

Mpn p(9)Mp 5(f)-

6.1.2 Changements de base, matrices de passage

Donnons-nous & présent deux bases B et By de E. Il est commode (usuel) d’appeler B 1'< ancienne
base > et By la < nouvelle base .

6.3 Définition. On appelle matrice de passage de la base B a la base By la matrice dont les vecteurs-
colonnes sont les coefficients des vecteurs de B; (la nouvelle base) dans la base B (I’ancienne base).

La matrice de passage P de B a By est la matrice Mp g, (idg) de l'identité de E allant de la base B;
dans la base B. Soit x € F; notons X (resp. X;) le vecteur-colonne formé des composantes de x dans
la base B (resp. By). On a X = PXj.

6.4 Remarques. a) Une matrice de passage est inversible : la matrice de passage de By a B est
I'inverse de la matrice de passage de B a Bj.

b) Toute matrice inversible est la matrice de passage de B a une autre base : une matrice inversible
P représente un automorphisme f de E dans la base B (i.e. P = Mp (f)). C'est aussi la
matrice de passage de B a la base f(B).

6.5 Formule de changement de base. Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Donnons nous des bases B et By de E et des bases B' et By de F. Notons P la matrice de passage de
B a By et Q la matrice de passage de B a By. Soit f : E — F une application linéaire. Les matrices
M et M, de f dans les bases B, B’ et By, B sont reliées par la formule M, = QM P.

En effet, on écrit M = Mp p(f), M1 = Mp: p,(f), P = Mpp,(idp) et Q = Mp p/(idr). Par la prop.

[6.2] on a
QM = Mp g, (idr)Mp; 5, (f) = Mp 5, (f) = Mp p(f)Mp,p,(1dr) = MP.
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6.2 Matrices équivalentes, matrices semblables
6.2.1 Matrices équivalentes

6.6 Définition. Soient m,n € N. Deux matrices A, B € M,, ,(K) sont dites équivalentes sl existe
des matrices inversibles P € M,,(K) et Q € M, (K) telles que B = P~ AQ.

Deux matrices sont donc équivalentes si elles représentent la méme application linéaire (d’un espace
vectoriel dans un autre) dans des bases différentes.

6.7 Proposition. Deuzr matrices équivalentes ont le méme rang.

6.8 Proposition. Soient E et F' des espaces vectoriels et f : E— F une application linéaire. Notons
r son rang. Il existe des bases B de E et B' de F telles que la matrice de f soit (a; ;) avec a;; =1 si
1=7<reta;; =0 simon.

En d’autres termes, Mp g(f) admet la décomposition par blocs (g 8)
Il suffit de prendre
e pour Bune base (ey, ..., e,)ou (ey,...,e,)est labase d'un supplémentaire de ker f et (e,41,...,¢€,)
une base de ker f;
e pour j < 7 on pose €; = f(e;); d’apres la proposition @‘, la famille (e],...,€.) est une base
de im f; on la compléte en une base B’ = (¢}, ... ¢/ ) de F.

6.9 Théoreme. Deux matrices d’ordre m,n sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang.

6.2.2 Transposée d’une matrice

6.10 Définition. Si A = (a; ;)i jjcrxs est une matrice de type I x J, on appelle transposée de A la
matrice ‘A = (b;;)(j.)esx1 de type J x I donnée par b;; = a; ; pour tout (j,i) € J x I.

Regroupons dans la proposition suivante les principales propriétés de la transposée des matrices :

6.11 Proposition. a) Soient I,J, L des ensembles finis. On a ‘17 = 1;. Pour tout A € My ;(K)
et tout B € M;(K), on a '(AB) ='B'A.
b) La transposée d’une matrice carrée inversible est inversible.

c) Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.

6.2.3 Matrices extraites

6.12 Définition. Soient I,J des ensembles finis et A = (a;;)jjerxs € My,y(K). Soient I' C I et
J' C J. La matrice (a; ;) jjerxs € My y(K) s'appelle une matrice extraite de A.

. , . . o o s . / /! .« N . .
6.13 Exercice. Décrire 'application linéaire de K7 dans K7 associée & une matrice extraite. On sera
7’ N . . . . Va . ’ /
amené & construire des applications linéaires K7 — K7 et KT — K.
6.14 Proposition. a) Le rang d’une matrice extraite de A est inférieur ou égal a celui de A.

b) Sile rang de A est > r, il existe une matrice carrée d’ordre r inversible extraite de A.
En d’autres termes, le rang de A est l'ordre de la plus grande matrice carrée inversible extraite

de A.
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Le (a) résulte... de I'exercice.

Pour (b), on sait que le rang de A est le rang de ses vecteurs-colonnes. Dans le systeme (x;);ec; qui
engendre I'image de A qui est de dimension > r, on choisit une base (x;);e,, de cette image ; puisque J;
a rgA éléments, on peut choisir une sous-famille (z;);e,r a r éléments, qui sera donc libre. La matrice
extraite B, de type I x J', est de rang r, donc sa transposée aussi. Raisonnant de méme avec ‘B, on
trouve une partie I’ C I dans les colonnes de B a r éléments telle que la matrice extraite (carrée d’ordre
r) soit de rang r.

6.2.4 Matrices d’endomorphismes

Dans le cas d'un endomorphisme f d’un espace vectoriel E, on va en général choisir la méme base au
départ et a larrivée, i.e. considérer la matrice Mp g(f) o B est une base de E.

6.15 Formule de changement de base. Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie et f un
endomorphisme de E. Donnons nous des bases B et By de E. Notons P la matrice de passage de B a
By. Les matrices M et My de f dans les bases B et By sont reliées par la formule My = P'MP.

6.16 Définition. Soit n € N. Deux matrices A, B € M, (K) sont dites semblables s’il existe une
matrice inversible P € M,,(K) telle que B = P~'AP.

Deux matrices sont donc semblables si elles représentent le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

6.17 Définition. Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice carrée. On appelle trace de A le nombre
TI'(A) = Zam.

i=1
6.18 Proposition. Soient A € M, ,(K) et B € M,, n(K) deuz matrices. On a Tr AB = Tr BA.

6.19 Corollaire. Deux matrices semblables ont méme trace.

Cela nous permet de définir la trace d’'un endomorphisme : c¢’est la trace de sa matrice dans n’importe
quelle base.

Nous reviendrons plus longuement sur les endomorphismes au paragraphe [§|

6.3 Dualité, base duale
6.3.1 Formes linéaires; dual d’un espace vectoriel

Soit F un K-espace vectoriel.

6.20 Définition. On appelle forme linéaire sur E une application linéaire de E a valeurs dans K. On
appelle dual de E et I'on note E* I'espace vectoriel L(FE, K) formé des formes linéaires sur F.

Base duale

6.21 Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit (eq,...,e,) une base de E.

a) Pour tout k € {1,...,n}, il existe une unique forme linéaire e; € E* telle que ej(e;) = 0 si
Jj#k etei(ex) =1.
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b) La famille (e3,... e

) est une base de E*.

En particulier, dim E* = dim E.

6.22 Définition. La base (e],...,e’) de E* s’appelle la base duale de (eq, ..., e,).

r n

6.23 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel et
x € E\F. Il existe f € E* telle que F' C ker f et x & ker f.

Soit (eq,...ex) une base de F. Posons ey 1 = x; puisque x ¢ F| la famille (eq,...,exy1) est libre.
Complétons-la en une base (eq, .. .e,). Il suffit alors de poser f = e; ;.

6.24 Exemple. Soit n € N. Notons FE,, le sous-espace vectoriel de K[X] formé des polynémes de degré
< n. C’est un espace vectoriel de dimension n. Soient (z1,...,x,) des points distincts deux a deux
de K. Pour k € {1,...,n}, notons f; la forme linéaire P +— P(x;). Considérons I’application linéaire
¢ : B, — K" définie par ¢o(P) = (f1(P),..., fu(P))

Si P € ker @, alors P admet les racines z7 ..., x,, donc P est le polynéme nul. L’application ¢ est donc
injective ; puisque dim E,, = dim K™ = n, elle est bijective.

1
Pour k € {1,...,n}, notons Qy le polyndéme Q) = H (X — z;) et posons P, = Q. La
L<j<n; j#k ()

famille (P, ..., P,) est une base de E,,. Sa base duale est (fi,..., fn).

En particulier, si Aq,..., A, sont des éléments de K, il existe un et un seul polynome de degré < n tel

que P(zy) = A\ pour tout k : ce polynéme est Z M. Pi. (formule d’interpolation de Lagrange).
k=1

Transposée d’une application linéaire

6.25 Définition. Soient E, F' des espaces vectoriels et ¢ : E — F une application linéaire. On appelle
transposée de ¢ I'application linéaire ‘o : f — f o ¢ de F* dans E*.

Supposons que F et F soient des espaces vectoriels de dimension finie. Soient B et B’ des bases de E/
et F respectivement. La matrice Mp« (5)-(‘0) de % de la base duale de B’ dans la base duale de B
est la transposée de la matrice Mp p(¢) de ¢ dans de la base B dans la base B’. En particulier, on a

rglp = rgp.

Bidual d’un espace vectoriel Pour x € E, l'application e, : f — f(x) est une forme linéaire sur
E*. Cest donc un élément du dual de E*. On appelle le bidual de E et 'on note E** le dual de E*.
L’application x +— e, est appelée homomorphisme canonique de E dans son bidual. Lorsque E est de
dimension finie, on a dim E** = dim E* = dim £ ; ’homomorphisme canonique est injectif (prop.
avec F' = {0}) il est bijectif. On I'appelle I'isomorphisme canonique.

6.3.2 Espaces vectoriels en dualité

Le point de vue que nous adoptons pour ce qui concerne I'orthogonalité est celui de deux espaces < en
dualité ». Cela nous permet
e de traiter de fagon symétrique un espace et son dual ;
e de traiter en méme temps le cas d'un espace muni d’une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée comme un espace euclidien.

93



Soient E, F' des espaces vectoriels. Il revient au méme de se donner
x une forme bilinéaire b : £ X ' — K ;
* une application linéaire ¢ : E — F™*;
* une application linéaire v : F — E*.
Ces applications sont reliées par la formule b(z,y) = o(z)(y) = ¥ (y)(z).
Lorsqu’on s’est donné de telles applications, on dit que F et F' sont des espaces vectoriels en dualité.
Cette généralité permet de recouvrir deux cas particuliers fondamentaux :
o F=FE"ety=1idp;
e [ = E et b est une forme bilinéaire symétrique (i.e. ¢ = 1) voire antisymétrique (i.e. p = —).

Choisissons des bases B = (eq,...,e,) et B = (€},...,¢)) de E et F respectivement. On appelle

matrice de la forme bilinéaire b la matrice A = (a;;) € My, n(K) définie par a;; = b(e;, €j). Clest la
matrice Mp- g/ (¢) de ¢ de la base B' dans la base duale de B et la transposée de la matrice Mgy« ()
de ¢ dans de la base B dans la base duale de B’. On en déduit :

6.26 Proposition. Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie en dualité. On a rge = rgi).
En particulier, ¢ est un isomorphisme si et seulement si v est un isomorphisme.

6.27 Exemple. Supposons que F' = E* et ¢ = idg. Alors ¢ : E — (E*)" = E™ est I’homomorphisme
canonique de E dans son bidual caractérisé par I'égalité p(z)(f) = f(z) pour x € FE et f € E*. Lorsque
E est de dimension finie, ¢ donc 1’isomorphisme canonique.

6.3.3 Orthogonalité

6.28 Définition. Soient E et F' des espaces vectoriels en dualité. Des vecteurs x € E et y € F sont
dits orthogonauz si b(z,y) = 0. L’orthogonal d'une partie A de E (resp. d'une partie B de F') est
'ensemble A+ = {y € I'; VYo € A; b(x,y) =0} (resp. 'ensemble B® = {z € E; Yy € B; b(x,y) =0}).

Remarquons que, avec les notations ci-dessus, on a ker p = F° et ker¢) = E*.

Regroupons dans le prochain énoncé les principales propriétés de 1'orthogonalité.

6.29 Proposition. Soient E et F' des espaces vectoriels en dualité.
a) Pour toute partie A C E (resp. B C F), l'ensemble A+ (resp. B°) est un sous-espace vectoriel
de E (resp. de F). Si Ay C Ay, on a Ay C Ay (resp. si By C By, on a By C BY).
On suppose de plus que E et F' sont de dimension finie, et que ¢ et v sont des isomorphismes.

b) Pour toute partie A C E (resp. B C F) lespace (AX)° (resp. (B°)*) est le sous-espace de E
(resp. F') engendré par A (resp. B).

¢) Pour tout sous-espace vectoriel By de E (resp. Fy de F), on a dim Ei- = dim E — dim E, (resp.
dim FY = dim F' — dim F}).

d) L’application Ey — Ell est une bijection décroissante de [’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E sur l'ensemble des sous-espaces vectoriels de F' ; la bijection réciproque est Fy — FY.

e) Soient Ey, By (resp. Fi, Fy) des sous-espaces vectoriels de E (resp. F). On a (B, + Fy)* =
ELfNEy et (BN Ey)* = Ef + Ef (resp. (Fy + F)° = FCNFY et (F1NF)° = F?+ FY).

Notons que les assertions < resp. > se déduisent des autres en échangeant les roles de E et F' et en
remplagant b par Papplication b : (y,x) — b(z,y) de F x E dans K.
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a) Ona A+ = ﬂ ker ¢, ou ¢, € F* est 'application y — b(z, y). C’est donc un sous-espace vectoriel
TEA

de F.
Si A; C Ay et y € Ay, alors pour tout = € Ay, on a b(z,y) = 0 (puisque = € Ay), donc y € A7,

b) Notons E; le sous-espace vectoriel de E engendré par A.
Pour z € Aet y € A, on a b(x,y) =0, donc x € (A)° cela prouve que A C (A1)°.
Comme d’apres a) (A™)° est un sous-espace vectoriel de F, il vient F) C (A*)°.
Soit z € E\ Ey; d’apres la prop. , il existe f € E*, nulle sur E et telle que f(z) # 0. Comme
1 est surjective, il existe y € F' telle que f = 1(z) : pour tout = € A, on a b(z,y) = f(z) =0,
donc y € A*; on a b(z,y) = f(2) # 0, donc z & (A+)°. On a prouvé que z € E; = (A)°, donc
(AM)° C E,.

¢) Remarquons que, puisque ¢ est un isomorphisme, il vient dim F' = dim E* = dim E.

Notons v, : FF — E} lapplication qui, a y € F, associe la forme linéaire qui a « € E; associé
b(x,y) (autrement dit, 1 (y) est la restriction & F; de 1 (y)). Par définition E;- est le noyau de
V1.

Soit Fy un supplémentaire de F; et f; € EY. L’application f : E — K quiaz = 1422 € 1D E5
associe f(x1) est linéaire : c’est un élément de E*. Comme 1) est surjective, il existe y € F' tel
que ¥(y) = f. Pour &y € Ey, x93 € Es, on a b(xy + x2,y) = fi(x1). On en déduit que 4 (y) = f1,
donc 1, est surjective.

D’apres le théoreme du rang, il vient dimker ¢y = dim F' — dim £} = dim £ — dim E;.

d) Pour démontrer que les applications F; +— Ell et Fy — FY sont des bijections réciproques l'une
de 'autre, on doit démontrer que pour tout sous-espace F; de E et tout sous-espace Fi de F,
on a (Ei)° = Ey et (F°)* = Fy, ce qui est immédiat d’apres @ On peut aussi le déduire de
puisque l'on a clairement By C (Ef)° et Fy C (FP)* .

e) Légalité (B, + Ey)*" = Ef NEy- est immédiate : pusique By C By + By il vient (Ey + Ey)* C Ef-
et de méme (F), + Ey)* C Ey donc (Ey + Ey)* € B N Ey. Siy € Ef N Ey, alors, pour
T =1x+ x5 € By + Ey, on a bz, + x9,y) = b(x1,y) + b(x,y) = 0, donc y € (E; + Ey)*.

On en déduit I'égalité (Fy + F)° = FY N FY, done Fy + Fy = ((Fy + F)°)" = (FP N EY*. 1
suffit alors de prendre F; = E;- (donc F? = E;), pour trouver (E; + Fy)* = Ef N E;

Appliquant cette proposition a E de dimension n et F' = E* et b(z, f) = f(z), on en déduit qu'un
sous-espace vectoriel £y de E de dimension k peut étre décrit ou bien :

k
e par une base (ey,...,e;) de Ey. Alors E; se décrit comme I'ensemble des vecteurs Z Aje; (avec
j=1
au plus écriture unique). On obtient ainsi une description paramétrique de Ej.
e par une base (fi,..., fa_x) de Ef. Alors E; est 'ensemble des vecteurs z € E tels que I'on ait
fi(z) = fo(z) = ... = fu_k(z) = 0. On obtient ainsi un systeme (minimal) d’équations de Ej :

une description cartesienne de Ej.

6.3.4 Hyperplans

6.30 Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(i) Il existe un vecteur non nul e € E tel que E = Ke ® H.
(ii) £ # H et, pour toutec E\ H, ona E=Ke@® H.

(iii) 11 existe une application linéaire f € E* non nulle telle que H = ker f.
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En effet, (ii)=-(i) est immédiat.

(i)=(iii) : si £ = Ke @ H avec e # 0, pour tout z € E, il existe un et un seul A € K et y € H avec
x = Xe + y. Posons alors f(z) = A. L’application f est une forme linéaire et 1'on a ker f = H.

(iii)=(ii) : si f est une forme linéaire non nulle, alors ker f # E. Donnons-nous e € E \ ker f. Soit

f(z)

x € E. Alors pour A € K, on a x — e € ker f si et seulement si f(x) = Af(e), soit A\ = m 11 existe
e

donc un et seul A € K tel que x — Xe € ker f. Cela prouve que £ = Ke ® H.

6.31 Définition. On appelle hyperplan de E un sous-espace vectoriel de E vérifiant les propriétés
équivalentes de la proposition |6.30

Soit H un hyperplan de E. Il existe donc une forme linéaire f, unique a un multiple scalaire pres dont
c’est le noyau. Soit x € E. On a donc x € H <= f(z) = 0. On dit donc que I"équation f(x) = 0 est
une équation de H.

De la proposition on déduit que un sous-espace vectoriel E; de dimension k d'un espace vectoriel
de dimension n est intersection de n — k hyperplans de E.

6.4 Exercices

Ay
As
matrice carrée d’ordre r inversible. Démontrer que rgA =r < A, = AgAl_lAQ.

. : o . A
6.1 | Exercice. Soit A une matrice décomposée par blocs A = ( AQ) . On suppose que A; est une
4

6.2 [ Exercicel. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie B, B’ deux bases de E. Notons P la
matrice de passage de B & B’. Quelle est la matrice de passage de la base duale B* de B A la base

duale (B")* de B'.

6.3 Soit E un K espace vectoriel.

1. Démontrer que deux formes linéaires sur £ dont les noyaux sont égaux sont proportionnelles.

2. Soient fi,..., fr des formes linéaires sur E et f € E*. Démontrer que f € Vect{f,..., fi} si et
k

seulement si ﬂ ker f; C ker f.

j=1

6.4 . Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (f1,..., f,) une famille d’éléments
de E*. Notons ¢ : E— K" l'application z — (f1(x),..., fu(x)).

1. On suppose que la famille (f1,..., f,) est une base de E™.

a) Démontrer que ¢ est injective. En déduire qu’elle est bijective.

b) Démontrer qu’il existe une base B de E telle que ¢(B) soit la base canonique de K™.
2. En déduire que toute base de E* est duale d'une base de E.

3. Démontrer que 'on a les équivalences suivantes :
¢ est injective si et seulement si la famille (f1,..., f,) est génératrice;
© est surjective si et seulement si la famille (f1,..., f,) est libre.

6.5 Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire
de F dans F.
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1. Démontrer que ‘f est injective si et seulement si f est surjective et 'f est surjective si et seulement
si f est injective.

2. Démontrer que ker’f = (im f)* et im‘f = (ker f)*.

6.6 Notons b : M, (K) x M, (K) — K l'application (A, B) — Tr(AB).
1. Démontrer que b est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (ces termes sont définis page
o1).
2. On suppose que n > 2. Démontrer que tout hyperplan de M,,(K') contient une matrice inversible.

3. On suppose que K = R. Quelle est la signature de b7

6.7 Soient a et b deux points distincts de K. Sur le K espace vectoriel E des polynomes
de degré < 3, on considere les formes linéaires f; : P — P(a), fo : P — P'(a), f3 : P — P(b),
fo: P s P(b).

1. Calculer {fl’ fQ, f37 f4}0.

2. Démontrer que (f1, fa, f3, f1) est une base de E*.

3. Quelle est la base de E dont (f1, f2, f3, f1) est la base duale?

6.8 On se propose de donner deux démonstration du
Lemme de Schur. Un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de dimension finie qui laisse stable
tout hyperplan est une homothétie.

1. Rappel : Démontrer qu'un endomorphisme qui laisse invariante toute droite vectorielle est une
homothétie.

2. Premiere méthode.
a) Démontrer que la transposée de u laisse fixe toute droite - donc c¢’est est une homothétie.
b) En déduire que u est une homothétie.

3. Deuzieme méthode. Démontrer que u laisse stable toute droite - donc c¢’est une homothétie.

6.9 . [Dual d’un espace vectoriel complexe] Remarquons que tout espace vectoriel complexe
est naturellement un espace vectoriel réel. Soit ' un espace vectoriel complexe. Notons Ef son dual
et Eg le dual de E considéré comme espace vectoriel réel. Pour ¢ € Ef, notons Re({) I'application
z — Re(l(x)).
1. Démontrer que ¢ — Re(f) est une bijection de E¢ sur Ej.
2. En particulier, E} s’identifie a 1'espace vectoriel complexe Ep. Décrire directement la structure
d’espace vectoriel complexe sur Fg, i.e. la multiplication d'un élément de Fr par un nombre
complexe.

6.10 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et f un endomorphisme
de E.

1. Démontrer qu'un sous-espace F de E est stable par f si et seulement son orthogonal F* est
stable par ' f.

2. Démontrer que f possede une valeur propre (dans K) si et seulement s’il existe un hyperplan
de F stable par f.

On en déduit par récurrence sur dim E que si le polynéme caractéristique de f est scindé, alors f est trigonalisable - cf.

fin de la démonstration du théoreme [8.71

27



6.11 Soient L un corps commutatif, X C L un sous-corps de L.

1. Démontrer que toute matrice A € M,, ,(K) a méme rang considérée comme matrice a coefficients
dans K ou a coefficients dans L.

2. En déduire qu'un systéme (1, ..., x) de vecteurs de K™ libre sur K reste libre si on le considere
comme systeme de vecteurs de L".

3. Soit M € M, (K). Démontrer que le polynéme minimal de M est le méme sur K et sur L.

6.12 [Exercicel 1. Soit A € M(Q). Pour K = Q,R ou C, notons fx : K* — K* I’application
linéaire de matrice A. Démontrer que ker fg = ker fo et ker fc = {x +iy; 2,y € ker fr}.
Démontrer que im fg = im fg et im fc = {z + iy; =,y € im fr}.

2. Soient A, B € M,,(Q). Posons Ey ={M € M,(Q); AM = MB}, Er ={M € M,(R); AM =
MBY et Ec = {M € M,(C); AM = MB).

a) Démontrer que Eq est dense dans Eg et que Ec = {M +iN; M,N € Eg}.

b) En déduire que A et B sont semblables sur Q si et seulement si elles le sont sur C.
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7 Systemes d’équations linéaires, déterminants

7.1 Systemes d’équations linéaires

Dans un sens, l'algebre linéaire consiste a expliquer la structure des systemes linéaires. Inversement,
les questions d’algebre linéaire se résolvent a ’aide de systemes.

Un systeme linéaire de m équations aux inconnues (x1, ..., z,) est de la forme
a11r1 + aipr2 + ...+ T, = by
a1 —+ a2 22 + ... + A2 nTn = b2
Um1T1 + ApmaTe + ... + ApaTn = by
On dit qu’on a résolu ce systéme si on a décrit I’ensemble des n-uplets (x1, ..., z,) qui satisfont les m

égalités ci-dessus.

Ce systeme est équivalent a 1’équation matricielle AX = B ou A est la matrice A = (a; ;) € M, ,(K),
X est la matrice colonne inconnue (z;) € K" et B est la matrice colonne (b;) € K™. Le rang de la
matrice A s’appelle aussi le rang du systéme.

7.1 Définition. Un systeme d’équations linéaires est dit de Cramer s’il s’écrit de fagcon matricielle
AX = B ol A est une matrice inversible. Un systeme de Cramer a une et une seule solution : X = A™'B.

Nous verrons plus loin (au paragraphe [7.3)) comment résoudre en pratigue un systeme linéaire.

Résolution théorique. Notons r le rang de A. Par la proposition[6.14] on peut choisir I C {1,...,m}
et J C {1,...,n} tels que la matrice extraite (a;;) jerxs soit carrée d’ordre r et inversible. Les x;
pour j € J s’appellent alors les inconnues principales, et les équations d’indice ¢ € I s’appellent les
équations principales.

Quitte a échanger 'ordre des équations et des inconnues, nous allons supposer que I = J = {1,...,r}.

4 AQ) (out A; est inversible d’ordre 7).

Décomposons A par blocs A = ( A A,

7.2 Proposition. Soit A une matrice d’ordre (m,n) de rang r ; supposons qu’elle admette une décompo-

b1
. A A . ‘ . ‘ . .
sition par blocs A = (Al AZ) ou Ay est inversible d’ordre r. Soit B= | : | . L’équation AX = B en
3 A4
bm
gl bry1 by
les inconnues X = | : | admet des solutions si et seulement si : = AsATH | i |, dans ce cas
Tn b, b,
s a1 by Ty
I’ensemble des solutions est {X = | : |; | : | = A" - A, : S Tpidy .-, Tp € K}
Ty T, b, T,

Ay 0

-1
As T ) d’ordre m est inversible d’inverse U™ = ( A 0 ) Le
3 m—r

—AzATY I,

~1
systeme est donc équivalent & U PAX = U7 'B. Or U !4 est de la forme ({)T Alc,AQ), et puisque
4

La matrice carrée U = <
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I, AT'A,

rgU 'A = 1gA = r, il vient Cy = 0. Le systeme devient <O 0

) X =U"'B, soit
0= (—A43A7" L) B et (I, A7'Ay) X = (47" 0)B.

. X B
Ecrivons enfin X = ( X1> et B = ( Bl) ou Bj et X, sont des matrices-colonne a r lignes. Le systeme
2 2

devient :

B2 = A3A1_1B1 et X1 + A1_1A2X2 = Al_lBl.

Quelques applications

1. Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie, f une application linéaire et A sa matrice
dans des bases données. La résolution du systeme AX = B donne :
e Des équations de I'image, 7.e. I’ensemble des B pour lesquels ce systeme admet des solutions
(on dit qu'il est compatible) : pour i > r, (ou plus généralement pour i € {1,...,n} \ I ou
I est 'ensemble des équations principales) on obtient une équation du type b; = Z%‘,kbk
la somme étant prise de 1 a r (sur J dans le cas général). Les a; ; sont les coefficients de la
matrice AzA;".
e Une base de I'image : les vecteurs-colonne d’indice j € {1,...,r} (j € J dans le cas général).
e Pour chaque élément b de 'image, une paramétrisation (par x;, j > r - ou j € J dans le cas
général) de I'ensemble des = € E tels que f(z) = b.
e En particulier, on obtient une base du noyau indexée par j € {r+1,...,n} (en considérant
le systeme AX = 0, i.e. en prenant les b; tous nuls) : elle est formée par les vecteurs-colonne

a1
de la matrice ( 1;11 A2>.

2. Applications < géométriques >
Soient F un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel (resp. affine) de E.
Une représentation paramétrique de F est donnée par une application linéaire (resp. affine) f de
R* dans E d’image F. Une telle représentation paramétrique sera minimale si f est injective.
Un systéme d’équations cartésiennes (ou représentation cartésienne) de F' est donné par une
application linéaire g : E — R’ telle que F' = ker g (resp. F' = g~ *(B) ot B est un point de R").
Une telle représentation cartésienne sera minimale si g est surjective.
La proposition[7.2]nous permet de passer d’une représentation & l'autre : elle donne une représen-
tation paramétrique minimale de ’ensemble des solutions de ’équation g(X) = B; elle donne
un systeme minimal d’équations cartésiennes de 1’ensemble des X tels que le systeme f(Y) = X
admet des solutions.
En particulier, si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E donnés par des représentations
cartésiennes, on a immédiatement un systeme d’équations cartésiennes de F' N G'; on peut de
méme facilement donner une représentation paramétrique de F' + G si F' et GG sont donnés par
une représentation paramétrique. La résolution de systemes nous permet donc de donner des
équations cartésiennes et paramétriques d’une intersection et d’'une somme de sous-espaces.

7.2 Déterminants
7.2.1 Formes multilinéaires alternées; déterminant relatif a une base

7.3 Définition. Soient F, I’ des K-espaces vectoriels et n € N. Une application D : E" — F est appelée
multilinéaire ou n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune des variables. Une application
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multilinéaire D : E" — F est dite alternée si D(x,...,x,) = 0 dés que deux x; sont égaux, i.e. deés
qu'il existe 4,j € {1,...,n} avec i # j et x; = x;. Lorsque F' = K on parle de forme multilinéaire et
de forme multilinéaire alternée.

L’ensemble des formes n-linéaires alternées est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel
(sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel F' E™ de toutes les applications de E™ dans F ).

Soit D une application n-linéaire alternée. Soient x1,...,z, € E. On a
0= D<x1 + X2, Ty —|—.CC2,.CL'3,...,Q?n> = D(ill'l,l’g,l'g,...,l’n) +D($2,$1,£L‘3,...,$n),
donc D(xo, 21,23, ...,2,) = —D(x1, 29, x3,...,2,). Plus généralement, si i, j sont deux éléments dis-

tincts de {1,...,n},ona D(...,z...,x5,...) = —=D(...,zj, ..., 2;...).

Puisque G,, est engendré par les transpositions, on en déduit que pour toute permutation ¢ € G,, on

a D(To(1), To@2), - - - Tom)) = €(0)D(21, 22, ..., 2,) Ol € est la signature.

7.4 Théoréme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (e1,...,e,) une base de E. Il
existe une unique forme n-linéaire alternée detg : E™ — K telle que detg(eq,...,e,) = 1.

Notons (e], ..., e) la base duale de (eq, ..., €e,).

Existence. Démontrons que l'application D définie par D(zy,...,z,) = Z l_IeU(J ;)

G’GGn

convient.
n

e Pour chaque 0 € &,, posons L, : (z1,...,2,) — Hefr i(@j) = He;‘(xaq(i)). Pour tout

]_1 =1

o €6, tout (z1,...,x,) € E" et tout i € {1,...,n} lapplication (He;(j)(:cj)>e§(i) est une
J#i

forme linéaire, donc I'application L, est multilinéaire. On en déduit que D = Z e(o)L,

0'6671,
est multilinéaire.

e Démontrons qu’elle est alternée. Soient i, € {1,...,n} et (x1,...,2,) € E™ tels que i # j et
x; = x;. Notons 7 la transposition (7, j) et remarquons que Lyor (21, ..., %n) = Ly(21, ..., Zp).
L’application ¢ + o o 7 est une bijection du groupe alterné 2, sur son complémentaire
S, \ Ay, de sorte que

Y (o) Lol = Y (La(xl,...,xn) —LUOT(xl,...,a:n)) — 0.

ceGy, oy,

e Enfin, on a Lig(B) =1 et, pour 0 € &\ {id}, on a L,(B) = 0; donc D(B) = 1.

Unicité. Par multilinéarité, pour connaitre une forme n-linéaire D : E" — K, il suffit de la
connaitre sur les vecteurs de la base, i.e. de connaitre les nombres D(es(l), .. ,es(n)) pour toute
n

application s : {1,...,n} — {1,...,n}. Onaura D(z1,...,x,) = Z D(esys - -5 €s(n)) H €5 ()
j=1
ou la somme est prise sur 'ensemble de toutes les applications s : {1,...,n} — {1,...,n}, puis-

quon a z; = Z e;(z;)e;.

i=1
Si D est alternée, alors D(egn), ..., esm)) = 0 si s n’est pas injective. De plus, pour tout o € &,
ona D(es1y; .-, €omn)) = (0)D(e1,. .., e,). En d’autres termes, I'application D — D(ey, ..., ey)
est, injective.
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L’application detg s’appelle le déterminant associé a la base B.

7.5 Proposition. Soient B, B’ deux bases d’un espace vectoriel E de dimension finie. Posons n =
dim E. Pour tout (z1,...,x,) € E", on a detg(z1,...,x,) = detg(B')detp (1, ...,z,).

En effet, il résulte (de la démonstration) du théoreme 7.4 que Uapplication D — D(B') est une bijection
de I'espace vectoriel des applications n-linéaires alternées sur K. Les applications n-linéaires alternées
detp et detp(B')detp qui coincident en B’ sont égales.

7.6 Proposition. Soit B une base d’un espace vectoriel E de dimension finie. Posons n = dim E.
Pour tout (xq,...,x,) € E", on a detg(xy,...,x,) # 0 si et seulement si (z1,...,x,) est une base de
E.

Posons B’ = (x1,...,2,). Si B’ est une base de F, on a 1 = detg(B) = detp(B')detg (B) d’apres la
prop. donc detg(B') # 0.

Puisque detg est n-linéaire et alternée, le nombre detp(zy,...,x,) ne change pas lorsque on ajoute a
un zj une combinaison linéaire des autres - sans changer les autres z;. Si la famille (z4,...,2,) n’est
pas libre, par une telle opération, on peut changer un xj en 0, donc detp(zy,...,x,) = 0.

7.7 Formules de Cramer. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soit v € E. Ecrivons v = Z AL€k -

k=1
On a detg(ey,...,€5-1,0, €ty €n) = Ak
Soit maintenant (uy,...,u,) = B’ une autre base de E. L’équation zyu; + ... + z,u, = v en les
inconnues 1, ...,r, € K admet une et une seule solution donnée par
4 o detp(ur, .oy Up—1, 0, Uy, - - -5 Un)
Ty = etB’(uly‘--auk—lavvuk—‘rl?"wun) - '
detp(uy, ..., up)

7.2.2 Déterminant d’un endomorphisme

7.8 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(E) un endomorphisme
de E. Il existe un unique élément de K appelé déterminant de I’endomorphisme f et noté det f tel
que pour toute forme n-linéaire alternée D sur E (ot n = dim(E)) et tout (z1,...,x,) € E" on ait

D(f(x1),..., f(zn)) = (det ) D(z1,...,x,).

Soit B = (ey,...,e,) une base de E. L’application Dy : (z1,...,x,) — detg(f(z1),..., f(z,)) est une
forme n-linéaire alternée sur E. On a donc Dy = Dy(B)detg. Soit D une forme n-linéaire alternée sur F';
il existe A € K tel que D = Adetp; notons Dy application Dy : (z1,...,2,) — D(f(z1),..., f(z,)) =
Metg(f(x1), ..., f(z,)). Il vient Dy = XDy = ADy(B)detg = Do(B)D.

11 suffit donc de poser det f = Dy(B).

Si B = (eq,...,e,) est une base de E, on a det f = detg(f(e1),..., f(en)).

Donnons les principales propriétés du déterminant des endomorphismes.

7.9 Théoréme. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(FE).
a) On adet f # 0 si et seulement si f est inversible.
b) On a det(go f) = det fdetg.

a) Soit B = (ey,...,e,) une base de E. On a detf = detg(f(e1),..., f(e,)); donc det f # 0 si et
seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base de E, i.e. si et seulement si f est inversible.
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b) Si D est une forme n-linéaire alternée sur E et h € L(E), notons Dy, la forme n-linéaire alternée
Dy, : (z1,...,x,) — D(h(x1),...,h(x,)). Par la proposition ci-dessus, on a D, = (det h)D. On
trouve det(g o f) D = Dyoy = (Dy)s = (det f) D, = (det f)(det g) D. Il suffit de choisir D non
nulle pour conclure.

Il résulte de ce théoreme que f — det f est un homomorphisme de groupes de GL(E) dans K*. Son
noyau {f € L(E); det f = 1} s’appelle le groupe spécial linéaire de E et se note SL(FE).

7.2.3 Déterminant d’une matrice carrée

Soit n € N. L’espace vectoriel des vecteurs-colonnes M, ;(K) est naturellement muni d’une base B

dite < canonique » formée des vecteurs-colonnes e; ayant un 1 dans la j*"¢ ligne et toutes les autres
lignes nulles.

7.10 Définition. Le déterminant d’une matrice carrée A € M,,(K) est le déterminant de ses vecteurs-

colonnes relativement a la base canonique. C’est le déterminant de l’endomorphisme X — AX de
M1 (K) défini par A.

n

De la formule donnée dans le théoreme , il résulte que si A = (a;;), on a det(A) = Z H o) -

oeG, 7j=1

7.11 Remarque. Si K est juste un anneau commutatif, cette formule garde un sens et permet de
définir le déterminant d’une matrice a coefficients dans K.

Sip: Ky — K est un homomorphisme d’anneaux et A = (a; ;) € M,,(K7) est une matrice a coefficients
dans K7, notons ¢(A) € M, (K3) la matrice (¢(a;;)). On a det(p(A)) = p(det(A)).

Si P est la matrice de passage d’une base B a une base B’, on a det(P) = detg(B').

Donnons les principales propriétés du déterminant des matrices carrées.

7.12 Théoreme. Soient P,Q) € M, (K).
a) On a det(P) # 0 si et seulement si P est inversible.
b) On a det(PQ) = det Pdet Q.
c) On a det("P) = det(P).

a) et b) résultent du théoreme [7.9]

Ecrivons P = (a; ;). On a det('P) = Z H Qj.o(

o€e6,
Pulsque le prodult dans K est associatif et commutatif, pour ¢ € Gn et (A1,..., ) € K" on
n
a H)\U(j H)\ En particulier, posant \; = a;,-1(;, on trouve 1_[(1](7 g(j),j- Donc
j Jj=1 J=1 j=1

n

det(P) = Z (o) Hamfl(j). Notons que o +— o' est une bijection de &, dans lui-méme. Il vient

cgEG, 7=1
det(P) = Z Ha = det('P), puisque e(c ') = (o).
oe6G, 7j=1

Il résulte de ce théoreme que P +— det(P) est un homomorphisme de groupes de GL,(K) dans K*.
Son noyau {P € M, (K); det P = 1} s’appelle le groupe spécial linéaire et se note SL, (K).
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7.13 Formules de Cramer. Soient A € M,,(K) une matrice inversible et B € M,, 1 (K') une matrice-
Ty A
colonne. Ecrivons X = . |. D’apres (7.7, la solution du systétme AX = B est donnée par z; = -2

A

Ty

o A = det(A) et A; est le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la 7€ colonne de A par

la colonne B.

Mineurs. Soit A € M,,,(K). On appelle mineurs de A les déterminants des matrices carrées ex-
traites de A.

La proposition [6.14] s’énonce :

7.14 Proposition. Le rang d’une matrice est ['ordre de son plus grand mineur non nul.

Cofacteurs. Soient A € M,,(K) une matrice carrée et i,j € {1,...,n}. On note 4;; € M,_;(K) la
matrice obtenue en enlevant de A sa i ligne et sa ™ colonne.

7.15 Lemme. Soient A = (axy) € M, (K) une matrice carrée et i,j € {1,...,n}. On suppose que
a;; =1 et que pour k #1, on a ay; = 0. Alors det A = (—1)""7 det A, ;.

Supposons d’abord que ¢ = j = n. Dans la somme det A = Z (o) H ao(k),k les seuls termes non nuls

ce6, k=1
sont obtenus par les 0 € &, tels que o(n) = n. Identifions avec &,,_; I'ensemble de ces permutations.
n—1
On a det A = Z e(0)ann H Aoy e = det(Anp).
ce€S, 1 k=1
Pour le cas général, considérons les permutations ¢; = (i,i +1,...,n) et ¢; = (j,j +1,...,n) et P,

. : ., . _ L Aii 0
les matrices de permutation associées. La matrice B = PcilAch s’écrit par blocs B = ( ;’] 1),

donc par le cas ¢ = j = n, on a det B = det 4;;. Or ¢; étant un cycle de longueur n — i+ 1, on a
det(P,,) = e(c;) = (—=1)"" et det(F,;) = (—=1)""7, d’ou le résultat.

7.16 Proposition: développement relativement a une colonne ou une ligne.
Soit A = (a;;) € M,(K) une matrice carrée.

a) Pour tout j € {1,...,n}, on a det A = Z(—l)”jai’j det A; ;.
i=1

b) Pour touti € {1,...,n}, on adet A = Z(—l)”jam det A4, ;.
j=1

Pour i,5 € {1,...,n}, notons B;; € M, (K) la matrice qui a les mémes colonnes que A sauf la jéme
n
qui est égale & e;. Par linéarité en la 7™ colonne, on a det A = Z a;;det B; ;. L’assertion (a) résulte

i=1
donc du lemme [7.15] En remplagant A par sa matrice transposée, on en déduit (b).

64



Comatrice

7.17 Définition. Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice carrée. On appelle cofacteur associé a (4, j)
pour i,j € {1,...,n} le terme (—1)""/ det A; ;. On appelle comatrice de A la matrice com(A) de terme
général (—1)"" det A, ;.

7.18 Proposition. Soit A € M,,(K) une matrice carrée. On a A'com(A) = ‘com(A)A = det(A)I,.
En particulier, si A est inversible, on a A~' = (det A)~!fcom(A).

Remarquons que cette formule pour I'inverse de A est tres peu praticable - sauf en dimension 2... Si

,e a b 1 d —b
ad — be # 0, 'inverse de (C d) est P (_C a )

7.2.4 Interprétation du déterminant lorsque le corps de base est R

Supposons que le corps de base soit R.

Signe du déterminant et orientation. On dit que deux bases B et B’ ont méme orientation si
detp(B’) € R ; on dit sinon qu’elles ont une orientation opposée. La relation < avoir méme orienta-
tion > est une relation d’équivalence. Ainsi, les bases de F se séparent en deux classes d’équivalence.

Choisir une orientation de I'espace c’est choisir une de ces deux classes.

Valeur absolue du déterminant et volume. Pour fixer une mesure des volumes sur F - c’est a
dire une mesure de Lebesgue sur F, choisissons une base B = (ey, ..., ¢,) et normalisons le volume en

décidant que le volume du < cube > {Z tie;; (t1,...,tn) €10,1]"} est 1. Si (x4, ..., x,) est une famille

=1
de vecteurs, le volume du parallélépipede {Z tixy; (ti,...,t,) €10,1]"} est |detp(xy, ..., x,)l|
i=1
Un endomorphisme f de E multiplie le volume par |det f| : si A C E est une partie < mesurable > on
a vol(f(A)) = |det fl|vol(A).

Plus généralement, la formule de changement de variable d’une intégrale multiple pour un difféomor-
phisme fait aussi intervenir la valeur absolue d'un déterminant : si U et V' sont des ouverts de R" et
f:U — V est un difféomorphisme de classe C*, pour toute fonction intégrable g : V — R on a

/g(xl,...,xn)dxl...dxn:/gof(xl,...,a:n)‘Jf(xl,...,xn)‘dxl...dxn
v U

ou Jy est le déterminant de la matrice jacobienne.

7.3 Opérations élémentaires sur les matrices

Nous expliquons a présent comment de facon algorithmique
e calculer le rang et le déterminant d’une matrice ;
e trouver l'inverse d’une matrice inversible ;
e résoudre un systeme d’équations linéaires. . .

65



7.3.1 Matrices élémentaires

On fixe un corps commutatif K et n € N (n > 2). Pour i,j € {1,...n}, notons E;; € M,(K) la
matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (7, j) (i-ieme ligne, j-iéme colonne) qui
vaut 1. Les E; ; forment une base de M,,(K).

On appelle matrices élémentaires trois types de matrices carrées :

Transvections. Soient i,j € {1,...,n} avec ¢ # j et soit A € K*. Posons T; ;(A\) = I, + \E, ;.
Cette matrice a donc tous ses coefficients diagonaux égaux a 1, ses coefficients hors-diagonaux
nuls sauf celui d’indice (7, 7) qui vaut A.

Les matrices T; j(\) s’appellent des matrices de transvection.

Dilatations. Soit i € {1,...,n} et soit A € K*, A # 1. Posons D;(\) = I, + (A — 1)E;; € M, (K).
Cette matrice a donc tous ses coefficients hors-diagonaux nuls, ses coefficients diagonaux égaux
a 1 sauf celui d’indice (i,7) qui vaut A.

Les matrices D;(A) s’appellent des matrices de dilatation.

Transpositions. Soient i,j € {1,...,n} avec i # j. Posons P, ; =1, — E;;, — E; ; + E; ; + Ej ;.
Cette matrice a donc tous ses coefficients diagonaux égaux a 1 sauf ceux d’indice (i,1) et (7, j)
qui sont nuls, et ses coefficients hors-diagonaux nuls sauf ceux d’indice (7, j) et (j,4) qui valent
1.

Les matrices P, ; s’appellent des matrices de transposition.
Les matrices de transposition sont des cas particuliers des matrices de permutation : soit 0 € G,,
une permutation; on appelle matrice de permutation associée la matrice P, = (axs) € My (K)
telle que

o apy=1sik=0(();

o a0 =0slk#o(l).
Remarquons que o — P, est un homomorphisme de groupes de &,, dans G L, (K).

Les matrices élémentaires sont inversibles : on a T; ;(A) ™" = T ;(=X), Dy(A) ™" = Di(1/X) et P}' = P, ;.

7.3.2 Opérations sur les lignes et les colonnes

Soit A € M, ,(K) une matrice. On appelle opération élémentaire sur les lignes de A une opération
d’un des trois types suivants :

(L1) Ajouter a une ligne un multiple d'une autre ligne.

(L2) Multiplier une ligne par un scalaire non nul.
(L3) Intervertir deux lignes.
Ces opérations reviennent a multiplier A a gauche par une matrice f:lémentaire. Ainsi \
1. la matrice T; j(A\)A s’obtient a partir de A en ajoutant a la ¢ ligne A fois la 7™¢ ligne.
2. la matrice D;(A)A s’obtient a partir de A en multipliant la jeme ligne par .
3. la matrice P; ;A s’obtient a partir de A en intervertissant la i€ o 1a j°M€ Jigne.
De méme, on appelle opération élémentaire sur les colonnes de A une opération d'un des trois types
suivants :

(C1) Ajouter a une colonne un multiple d’une autre colonne.
(C2) Multiplier une colonne par un scalaire non nul.
(C3) Intervertir deux colonnes.

Ces opérations reviennent a multiplier A a droite par une matrice élémentaire.
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7.3.3 Opérations sur les lignes : Algorithme de Gauss

Soit A € M, ,(K).

L’algorithme de Gauss consiste a effectuer des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice
jusqu’a ce qu’elle obtienne une forme < simple ». Commencons par définir ces matrices simples. Notons
(E\, ... E,) la base canonique de I'espace vectoriel M., 1(K) des matrices-colonnes a m lignes.

7.19 Définition. Convenons d’appeler matrice échelonnée réduite ou matrice a pivots une matrice
A€ M, ,(K), telle qu'il existe r € {0,...m} et une application strictement croissante k +— j(k) de
{1,...,r} dans {1,...,n} satisfaisant :

e pour k € {1,...,r}, la colonne d’ordre j(k) de A est égale & Fj;

epourie{l,....,r}etj<j(i)onaaq;;=0;

e pouri e {r+1,...,m}ettout j€{l,...n} onaa;; =0.

Au bout du k-ieme pas de 'algorithme de Gauss on aura choisi j(k) et les j(k) premieres colonnes de
A™ formeront une matrice échelonnée réduite (qui ne changera plus dans la suite).

L’algorithme de Gauss est le suivant :
(k)

e On pose A¥) = A et on construit successivement des matrices A% = (a;

k—1)

) pour 1 < k< m.
e Soit k€ {1,...,m} et supposons Al construit.
Si les m — k + 1 derniéres lignes sont nulles, la matrice A*~Y est échelonnée réduite.

S’il existe i > k et 7 tels que agf;_l) # 0, on note j(k) le plus petit j tel qu'il existe i > k avec

a; ; et on choisit ¢(k) > k tel que a,,,, . Le couple (¢(k), s ainsi choisi s’appelle
S 2o h k) > k tel que afj Y, #0. L le (i(k), j(k h I
un pivot.
Maintenant on fait subir & A®~Y successivement les opérations élémentaires suivantes :
(E1) on divise la ligne d’ordre i(k) par agé“kslj.)(k) ; (opération de type (L2))
(E2) on intervertit la ligne d’ordre k et la ligne d’ordre (k) ; (opération de type (L3))
(E3) maintenant ay k) = 1. On annule tous les autres termes de la (opérations de type

colonne j(k) () : pour ¢ # k on retranche a; ;) fois la ligne d’ordre
k a la ligne d’ordre .
(L1))
e Lorsque k = m ou lorsque toutes les lignes d’ordre i > k + 1 de A®) sont nulles, on a obtenu
une matrice échelonnée réduite : on arréte l’algorithme.

7.20 Remarque. Remarquons que dans la k-ieme étape, lorsque k < m, on peut utiliser uniquement
des opérations de type (L1). En effet,

a) si a,(ckj_(lg = 1 on effectue directement 1'étape (E3) qui n’utilise que les opérations (L1);

b) si un coefficient i > k est non nul, en ajoutant un multiple convenable de la i-ieme ligne a la
k-ieme on arrive a ay jx) = 1;

c) si apjk) 7 1 et a; j) = 0 pour tout ¢ > k, on commence par ajouter la k-ieme ligne a la suivante
(on peut puisque k < m), et on est ramené au cas (b).

2. Souvent, on ne fait pas completement la derniere étape de cette transformation : on n’annule que les coefficients
a; j(k) pour i > k. On obtient ainsi une matrice échelonnée « non réduite ». On a toujours des < pivots > qui sont des 1
en position (k,j(k)), avec des 0 & gauche et en dessous, mais on n’'impose pas qu'il y ait aussi des 0 au dessus.
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7.3.4 Applications
Résolution pratique de systeémes linéaires

On veut résoudre un systeme d’équations AX = B, ou A € M,, ,,(K). On crée une matrice C' = (A B)
a m lignes et n + 1 colonnes. En lui appliquant 'algorithme de Gauss sur les lignes, on obtient une
matrice échelonnée réduite C' = (A" B') avec A" = UA et B' = UB ou U est une matrice inversible,
donc un systeme A’X = B’ équivalent a celui du départ.

Notons r le rang de C'. Deux cas sont possibles :

a) On a j(r) =n+1, cest-a~dire rgA =r — 1 <r =rg (A B) et 'équation d’ordre r du systéme
A'X = B est 0 =1 :il n’y a pas de solution.

b) On a j(r) < n, i.e. rg A = rgC et le systeme admet des solutions qui sont tres facilement
paramétrées par les x; pour j qui n’est pas de la forme j(k).

Inversion de matrices carrées

Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible. Lorsqu’on fait subir a A 'algorithme de Gauss sur les
lignes, on obtient nécessairement une échelonnée réduite inversible. La seule telle matrice est [,,.

Inverser la matrice A, revient a résoudre un systeme AX = B pour toute matrice B. Si on pose
b

B = 1 | et que l'on résout le systeme AX = B i.e. on fait subir a (A B) 'algorithme de Gauss, la
bn

solution sera donnée sous la forme X = A™'B.

Une autre fagon d’effectuer le méme calcul est la suivante : il suffit d’opérer 'algorithme de Gauss aux
lignes de la matrice (A 1,) (€ M, 2,(K)). A la fin de Palgorithme on aura la matrice (I, A™").

Génération de GL(n, K) et SL(n, K)

Si A € GL(n,K), on a démontré que I'on peut la multiplier par des matrices élémentaires et obtenir
I,. En particulier, A™" est produit de matrices élémentaires. On en déduit immédiatement :

7.21 Proposition. GL(n, K) est engendré par les matrices élémentaires.

Grace a la remarque [7.20, on peut faire mieux :

7.22 Théoreme. a) SL(n, K) est engendré par les transvections.

b) GL(n,K) est engendré par les transvections et les dilatations.
Détaillons la démonstration de ce théoreme :

Démonstration. a) On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, la seule matrice de SL(1, K) est
1. C’est le produit de 0 transvections!!
Supposons que n > 2 et soit A € SL(n, K). On va démontrer qu’il existe des matrices S et T,
produits de transvections telles que A = SBT ou B = (b;;) avec by; = 1 et, pour k # 1 on a

1 0) ou A; est une

birx = b1 = 0. En d’autres termes, la matrice B est de la forme B = (0 A
1

matrice carrée de taille n — 1.
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Alors, on aura det S = detT = 1, puisque le déterminant d’'une transvection vaut 1, donc
det B = det A = 1. D’apres 'hypothese de récurrence A; est un produit de transvections, donc
B aussi, donc A aussi.

Pour passer de A a B on effectue donc des opérations élémentaires (du premier type) sur les
lignes et les colonnes en multipliant a gauche et a droite par des transvections.

ler cas : Si aj; = 1 on effectue des (au plus 2(n — 1)) opérations < L; donne L; — aji1 Ly > et
<« (j donne C; — ay;Cy > et on arrive a B.

2éme cas : Si a;; # 1 mais il existe ¢ > 2 tel que a;; # 0, une opération sur les lignes < L;
donne L; + ¢L; > nous ramene au premier cas (on choisit ¢ tel que ay; + ca;y = 1).

3éme cas : siaj; # 1etay = 0pour tout i # 1. (Remarquons que, A étant inversible, a;; # 0.)
On commence par une opération sur les lignes < Ly donne Ly + Lq > et on est au 2e cas!

b) Soit A € GL(n, K); posons d = det A et posons B = AD,(d)~". Alors, puisque det D,,(d) =
det A, il vient det B = 1, donc B est produit de transvections et A est produit de transvections
et d’une dilatation. O]

7.23 Remarque. On peut assez facilement démontrer que tout élément de SL(n, K) est produit d’au
plus n? transvections :

pour passer de n a n — 1, si on part du 2e cas ci-dessus, il suffit d’une transvection pour se ramener au
ler cas et 2n — 2 transvections pour obtenir la matrice B. Si on est dans le 3e cas, il faut une premiere
étape pour obtenir un élément non nul dans une ligne, une deuxieme pour se retrouver dans le premier
cas. Notons cependant que apres, ces deux étapes, seule la deuxieme ligne a un coefficient non nul en
position (i,1), donc on aura a effectuer encore 1+ (n — 1) opérations pour annuler la premieére ligne
et la premiere colonne. En tout n + 2 opérations : ce cas est plus favorable que le deuxieme sauf pour
n=2.

Donc, on trouve que A € SL(2,K) est produit de 4 transvections; et si pour n > 3 toute A; €
SL(n — 1, K) est produit de (n — 1)? transvections, toute matrice de SL(n, K) est produit de (2n —
1) 4+ (n — 1)* = n? transvections.

Calculs de rang, de déterminants

Pour calculer le rang d’'une matrice A, on peut simplement lui faire subir 'algorithme de Gauss. Par
contre, comme on ne change pas le rang en multipliant a gauche ou a droite par une matrice inversible,
on peut utiliser a loisir les opérations a la fois sur les lignes et sur les colonnes.

On peut calculer le déterminant d’une matrice carrée A en utilisant les opérations sur les lignes et les
colonnes. La seule chose a retenir est :
e Lorsqu’on ajoute a une ligne (resp. colonne) un multiple d’une ligne (resp. colonne) on ne change
pas le déterminant.
e Lorsqu’on multiplie une ligne (ou une colonne) par un scalaire on multiplie le déterminant par
ce scalaire.
e Lorsqu’on intervertit deux lignes ou deux colonnes on multiplie le déterminant par —1.

7.24 Remarques. a) Lorsqu’on effectue des calculs de maniere approchée, on ne pourra jamais
démontrer que le rang est strictement inférieur a min(m,n). En effet, ’ensemble des matrices
de rang min(m,n) est dense. Par contre, on arrivera a minorer le rang puisque les matrices de
rang > k forment un ouvert, par exemple, si on arrive a démontrer qu’'un déterminant extrait
d’ordre k est égal a D a e preset que 0 ¢ |D —e, D + €.
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b) On peut effectuer de fagon tres efficace des opérations élémentaires sur les matrices a coef-
ficients entiers - et plus généralement sur un anneau euclidien A. Dans ce cas, les seules di-
latations < autorisées > sont les D;(A) avec A inversible dans A. La division euclidienne est

apres tout I'opération élémentaire (Z) — ( ) L’algorithme d’Euclide, qui revient a faire

b—aq

. (01N (0 1\ (1 —q\, .
agir des matrices <1 —q) = (1 0) (0 1 ) (voir exerc.

¢lémentaires on peut passer de Z a ?Z ou d est le PGCD de a et b.

Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations - qui sont hors programme - mais signalons
juste que I'on démontre ainsi que pour un anneau euclidien A :
e SL,(A) est engendré par les matrices de transvection;

—

.10) nous dit que par opérations

e toute matrice de M,, ,(A) est équivalente a une matrice ( ) ou D est une matrice carrée

0 0
d’ordre r diagonale D = diag(d;) avec d;|dy] ... |d,.

7.4 Exercices

7.4.1 Calculs de déterminants

7.1 [ Exercicel Soient A € M,(K), B € M, (K) et C € My (K). Notons M € M,.,4(K) la matrice

A B>. Démontrer que 'on a det M = det Adet C'.
04p C

Indication : Distinguer le cas ou A est inversible et celui ou elle ne l'est pas.

qui admet la décomposition par blocs M = (

Par récurrence, on en déduit que si M est une matrice triangulaire par blocs et si l’'on note Ai,..., A ses
blocs diagonauzx, alors det M = det Ay ...det Ag.

7.2 | Exercicel Soient aq,...,a, € K. Considérons le déterminant

1 a o ... a}?
1 ay a3 ... ay’
2 -1
Anlay,. .. a,) =1 a3 a3 ... ag
1 a, a2 ... o
appelé déterminant de Vandermonde.
1. Calculer Ay(ay, as).
2. En considérant A, (aq,...,a,) comme polynome en a,, établir 1'égalité
n—1
Ap(ay, ... a,) = Ay q(a1,. .., an1) H(an — ag).
k=1

3. En déduire que A, (ay,...,a,) = H (ax — a;).

1<j<k<n

4. Pouvait-on prévoir des le départ que si les a; sont distincts A, (aq, ..., a,) # 07 Quelle applica-
tion linéaire représente cette matrice ?
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7.3 | Exercicel Soit P = Z&kX ¥ € K[X] un polynéme unitaire (a, = 1). En développant relative-

k=0
ment a une ligne ou une colonne, démontrer que 'on a

A0 0 ... 0 agp

-1 X 0 ... 0 aq

DR E )

0O 0 0 ... A (2

0O 0 0 -1 A+a,_
n—1

7.4| Exercice. Soient K un corps commutatif et n € N*. Soit P = X "—l—z a, X" un polynéme unitaire

k=0

de degré n. Notons E, 'espace vectoriel des polynémes de degré < n. Soit T' € L(E,) 'application
linéaire qui a ) € F,, associe le reste de la division euclidienne de X par P.

1. Quelle est la matrice de 7" dans la base (1, X,..., X" ') de E?

2. Calculer det T

3. Quelle est la matrice de 7' — Aidy, dans la base (1, X — A,..., (X — A)""1).
4. Calculer det(T — Aidg,).

7.5 Déterminant de Cauchy. Soient xy,...%,,y1...,y, € K. On suppose que pour tout
1

i,7,on ax; +y; # 0. Calculer le déterminant de la matrice <

a:ﬁ—y])

7.6 Pour n € N*, calculer la différence entre le nombre de dérangements pairs et le nombre
des dérangements impairs.

7.7 [Semi-continuité du rang] Soit m,n,r € N. Démontrer que les matrices de rang < r
forment un fermé de M,, ,(K) (pour K = R ou C). On suppose que r < min(m,n). Quelle est
I’adhérence de I'’ensemble des matrices de rang r?

7.8 Soient K un corps commutatif, n > 2 et A € M, (K).

. Calculer le rang de la comatrice Ade A.

1
2. Calculer le déterminant de A.

3. Soit B € M, (K). Démontrer que 1'on a AB = AB.
4

. Décrire le polynome caractéristique de A en fonction de celui de A.

7.4.2 Opérations élémentaires

Il est certainement utile de faire un certain nombre d’exercices pratiques de résolution de systemes
linéaires - que l'on trouve dans de nombreuxr ouvrages. On ne présente ici que quelques exercices un
peu plus théoriques.

7.9 | Exercicel Calculer le déterminant de Vandermonde par opérations élémentaires.
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Indication : On commence par retrancher la premiere ligne de toutes les autres - et on développe par la
premiere colonne ; puis on met un terme en facteur dans toutes les lignes obtenues; enfin on retranche
chaque colonne a la suivante.

7.10 . Soient A € M,,,(K) une matrice et U une matrice carrée d’ordre m inversible.
Posons A" = UA. Notons C1, ..., C, les colonnes de A, r son rang, et C1,...,C! les colonnes de A’ et
r’ son rang.

1. Démontrer que r = 7’ et que pour toute partie J de {1,...n}, on arg{Cy; j € J} =rg{C}; j €
J}.
On suppose que A’ = UA est échelonnée réduite.

kéme

2. Pour k=1,...,r, notons j(k) la place du pivot de A’. Démontrer que

j(k) = inf{j; rg(Cy,...,C;) = k}.

T
d . ! / , 9 . /
3. Ecrivons A" = (a; ;). Démontrer que I'on a C; = E ay. ;Cj)-
k=1
4. En déduire que pour toute matrice A il existe une et une seule matrice échelonnée réduite qui
s’écrive A" = UA avec U inversible.

En ce sens, les matrices échelonnée réduite représentent les classes de l'action de GL(n) par
multiplication a gauche sur M, ,.

7.11 [Exercicel 1. Démontrer que SL(n, K) est le sous-groupe des commutateurs de GL(n, K)
(sauf pour n =2 et K = F).

2. Démontrer que SL(n,R) et SL(n,C) sont connexes. En déduire que GL(n,R) a deux compo-
santes connexes et GL(n,C) est connexe.

7.12 (Décompositions LU et de Cholesky). Soit n € N. Pour k € {1,...,n} et A € M,(K),
notons Ay, la matrice carrée d’ordre k composée Ay = (a;;)1<i j<k- Notons Q, (K) I'ensemble des matrices
A € M,(K) telles que, pour tout k € {1,...,n}, la matrice Ay soit inversible.

Notons aussi respectivement L,,, V), les ensemble des matrices de triangulaires inférieures et supérieures
avec des 1 sur la diagonale, et D,, 'ensemble des matrices diagonales a coefficients diagonaux dans K™.

1. a) Soient L € L,,, D € D, et V € V,. Démontrer que LDV € Q,(K).

b) Démontrer inversement que, pour tout A € €2,, il existe un unique triplet (L, D,V) €
L, x D, xV, tel que A = LDV . Exprimer les coefficients diagonaux de D.
1l est habituel de poser U = DV, de sorte que A = LU, L est triangulaire inférieure avec des 1
sur la diagonale et U est triangulaire supérieure.
2. a) Soit A= LDV € Q,(K) une matrice symétrique. Démontrer que V = "L,
b) Soit A= LDV € ,(C) une matrice hermitienne. Démontrer que 'on a V' = L*.

c) Soit A € Q,(R) symétrique. Exprimer la signature de la forme quadratique de matrice A en
fonction des déterminants des matrices Ay, (cf. aussi exerc. [9.4)).

3. (Décomposition de Cholesky). On pose K = R ou C et A est une matrice symétrique (resp.
hermitienne) définie positive. Démontrer qu’il existe une unique matrice 7" triangulaire supérieure
avec des coefficients (réels) strictement positifs sur la diagonale telle que A = "T'T (resp. A =
7).
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4. Démontrer que 2, (K) est ouvert dans M, (K) et que 'application A — (L, D, V) de ©,,(K) dans
M, (K)? est continue.

7.13 (****) Soient p € N et £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Notons A, I'espace
vectoriel des formes p-linéaires alternées D : E? — K.

1. Soient F' un espace vectoriel de dimension p, f : E — F une application linéaire et B une base

de F. Démontrer que l'application (x1,...,z,) — detg(f(z1),..., f(x,)) est un élément de A,,.

2. Fixons une base (e, ..., e,) de E. Notons J, 'ensemble des applications strictement croissantes
s:{1,...,p} = {1,...,n}. Démontrer que I'application ® : A, — K“» définie par ®(D)(s) =
D(es1), €s(2), - - - » €s(p)) est linéaire et bijective.

n
3. En déduire que pour p < n, l'espace vectoriel A, est de dimension ( ), et que, pour p > n,
p

I’espace vectoriel des formes p-linéaires alternées est réduit a 0.
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8 Réduction des endomorphismes

Nous énoncons ici les définitions, propriétés, résultats en termes d’endomorphismes. Ils peuvent bien
stir etre aussi énoncés en termes de similitude de matrices carrés. On peut en effet identifier une matrice
carrée A € M,,(K) avec I'endomorphisme X — AX de M,,;1(K) qu’elle définit.

8.1 Vecteurs propres et valeurs propres
8.1.1 Sous-espaces stables par un endomorphisme

8.1 Définition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Un sous-espace vectoriel F' est
dit stable par u si u(F) C F. L’application = +— wu(x) de F' dans F est un endomorphisme de F'
appelé endomorphisme de F' induit par u (on dit aussi que c’est 'endomorphisme de F' déduit de u
par restriction).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, 4 un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel
de E. Soit (eq, ..., ex) une base de F' que 'on complete en une base B = (eq,...,e,) de E. Alors F est

*

stable par u si et seulement si la matrice de v dans la base B est de la forme ;

8.2 Proposition. Si les endomorphismes u et v commutent, alors imu et ker u sont stables par v.

8.1.2 Vecteurs propres et valeurs propres

On cherche a présent les espaces stables de dimension 1.

8.3 Définition. Soient F/ un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de E.

a) Soient A € K et x un vecteur non nul de E. On dit que A et = sont une valeur propre et un
vecteur propre associés si u(x) = Ax.

b) Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de u s'il existe un vecteur z € E non nul tel que

u(z) = .
¢) Soit z € E un vecteur non nul. On dit que x est vecteur propre de w si u(x) est proportionnel a
x.

d) Soit A € K une valeur propre de u. L’espace propre associé est ker(u — Aidg) = {z € E; u(z) =
Az}. On le note Ey(u).

Il est parfois commode de poser F)(u) = ker(u — Aidg) méme lorsque A n’est pas une valeur propre de
u. Dans ce cas, on a E)(u) = {0}.

8.4 Proposition. Les espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe.

On doit démontrer que pour tout N et tout N-uplet (A1,..., Ax) de valeurs propres distinctes de u les
espaces propres Fy,, ..., F\, sont en somme directe.
e Pour n =1, il n'y a rien a démontrer.
e Soit N > 2 et Aq,..., Ay des valeurs propres distinctes de u. Supposons que les espaces
N

propres E),, ..., E\,_, solent en somme directe. Soient z; € E), tels que sz = 0. Alors
i=1
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N N N-1 N N
0= U(Z x;) = Z iz, donc Z(/\N—)\i)xi = A\y sz—z Aiz; = 0. Puisque Ey,, ..., E\,_,
i=1 i=1

i=1 i=1 =1

sont en somme directe, il vient (Ay — A1)z; = ... = (Ay — An_1)xy_1 = 0 et puisque les \; sont
N

distincts, il vient 1 = ... = xy_1; = 0. Enfin I'égalité Z x; = 0 permet de conclure que zy =0
i=1

aussi.

8.1.3 Polynome caractéristique

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Notons A = (a;;) €
M, (K) la matrice de u dans une base B de E. Notons M = (m;;) € M,(K[X]) la matrice définie
par m;; = a;; sii# j et mi; = a;; — X. On pose Y7 = det(M) € K[X]) (¢f. remarque [7.11)).

Soit B; une autre base de E, notons P € M, (K) la matrice de passage de B & By et A, = P"'AP
la matrice de I'endomorphisme u dans la base Bj. On plonge K dans le corps K(X) des fractions
rationnelles sur K. Par définition, xZ = det(A—X1,) et x?* = det(A; —X1,,) = det(P~'(A-XI,)P) =
det(P~')xZ det P. En d’autres termes, on a démontré que le polynéme Y ne dépend pas de la base B.

8.5 Définition. Soient F/ un K-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E. On

appelle polynéme caractéristique de 'endomorphisme u et ’on note Y, le polynome y” pour n’importe
quelle base B de E.

Pour tout A € K, on a donc det(u — Aidg) = x,(A) (on applique la remarque a I'homomorphisme
P — P()\) de K[X] dans K). Remarquons que cette égalité définit le polynome caractéristique si K
est infini.

On a immédiatement :

8.6 Proposition. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.
Les valeurs propres de u sont les racines de x,.

8.1.4 Triangulation d’un endomorphisme
Une matrice carrée A = (a;; € M,,(K) est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si pour ¢ > j
(resp. i < j)onaa;;=0.

On dit qu’un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension finie F est triangulable ou trigona-
lisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire. On dit qu’une matrice
carrée M est triangulable ou trigonalisable si c’est la matrice d’'un endomorphisme trigonalisable, i.e.
s'il existe une matrice inversible P telle que P~'M P soit triangulaire.

8.7 Théoréme. Un endomorphisme (une matrice carrée) est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scindé.

n
Le polynome caractéristique d’une matrice triangulaire A = (a; ;) est H(am — X). Il est scindé. Si
i=1

un endomorphisme (une matrice carrée) est trigonalisable, son polynome caractéristique est égal au
polynome caractéristique d’une matrice triangulaire : il est scindé.

Démontrons la réciproque par récurrence sur la dimension de ’espace :

Sin =1,il n’y a rien a démontrer : toute matrice est triangulaire!!
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Soit n > 1. Supposons que tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n—1 (toute matrice
carrée d’ordre n — 1) a polynéme caractéristique scindé soit trigonalisable. Soit F un espace vectoriel
n

de dimension n et u un endomorphisme dont le polynéme caractéristique y, s’écrit x, = H()‘Z - X).
i=1
Comme A; est une valeur propre de wu, il existe un vecteur propre e; associé a la valeur propre \;.

Complétons e; en une base B de E. La matrice de v dans la base B est de la forme M = ()(\)1 ]@)

On a xy = xu = (M — X)xw, done xy = HO” — X). D’apres I'hypothese de récurrence, N est
=2
trigonalisable : il existe une matrice carrée inversible Q d’ordre n — 1 telle que Q' NQ soit triangulaire
10 ) -
). La matrice

0
0 Q 0 Q!

) est triangulaire, d’ou le résultat.

[ Lo . : 1
supérieure. Posons alors P = < ) C’est une matrice inversible (d’inverse <

N LQ
0 Q'NQ

D’apres la preuve ci-dessus, si u est un endomorphisme dont le polynome caractéristique est y, =
n

P*MP:(

H()‘i — X)) on peut choisir une base dans laquelle la matrice de u sera triangulaire de diagonale
i=1
(A1, ..., An), C’est-a~dire : on peut choisir 'ordre dans lequel apparaissent les éléments diagonaux.

8.1.5 Diagonalisation d’'un endomorphisme

On dit qu’un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension finie E' est diagonalisable s’il existe
une base de F dans laquelle la matrice de u est diagonale. On dit qu’une matrice carrée M est diago-
nalisable si ¢’est la matrice d’'un endomorphisme diagonalisable, i.e. s’il existe une matrice inversible
P telle que P~'M P soit diagonale.

8.8 Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Soit A\ une
valeur propre de u. Alors dim E est inférieure ou égale a l'ordre de multiplicité de la racine \ dans le
polynome caractéristique x,.

Soit (eq, ..., ex) une base de E,. Complétons-la en une base de E. Dans cette base, la matrice de u est

de la forme M = <>\ék ;\}), done xo, = (A — X)*xx.

8.9 Théoreme. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors u est
diagonalisable si et seulement si son polynome caractéristique est scindé et la dimension de tout sous-
espace propre est égale a l'ordre de multiplicité de la valeur propre associée.

Si la matrice de v dans une base est la matrice diagonale diag(Ay,...,\,), la dimension de 'espace
propre associé a une valeur propre A est égale au nombre de j tels que A\; = A qui est lui-méme égal a

la multiplicité de la racine A de x, = H()\j - X).

j=1
Inversement, si x,, est scindé et la dimension de tout sous-espace propre est égale a I’ordre de multiplicité
de la valeur propre associée, en mettant ensemble des bases des espaces propres, on obtient une famille

libre d’apres la prop. [8.4} Le nombre d’éléments de cette famille libre est Z dim E) = Z ordre() =
A A

Ox, = dim E : c’est donc une base. La matrice de u dans cette base est diagonale.
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Remarquons que toute racine A de x, est une valeur propre de u : on a donc 1 < dim E) < ordre()).
En particulier, si A est racine simple de y, on aura dim E) = ordre()). Pour voir si u est diagonalisable,
on ne doit donc se préoccuper que des racines multiples de .

8.10 Corollaire. Un endomorphisme dont le polynome caractéristique est scindé a racines simples est
diagonalisable.

8.2 Polynémes d’endomorphismes

8.2.1 Polynoémes annulateurs, polynéme minimal

N
Soient E un espace vectoriel et u© un endomorphisme de . Pour un polynéome P = Z a, X", on pose
k=0
N
P(u) = Z aru®. L’application P +— P(u) est un homomorphisme d’algebres de K[X] dans L(E).
k=0

Si E est de dimension finie, cet homomorphisme n’est pas injectif. Son noyau est un idéal de I'anneau
principal K[X].

8.11 Définition. Un polynéme P est dit annulateur pour u si P(u) = 0. On appelle polynéme minimal
de u 'unique polyndéme unitaire w, qui engendre I'idéal formé par les polyndémes annulateurs pour w.

En d’autres termes, les polynémes annulateurs sont les multiples du polynéme minimal. Pour P € K[X],
on a donc P(u) =0 <= w,|P.

8.2.2 Le théoreme de Cayley-Hamilton

8.12 Théoreme de Cayley-Hamilton. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un
endomorphisme de E. On a x,(u) = 0.

En d’autres termes w, divise y,.

Il y a de nombreuses démonstrations de ce théoreme. En voici une relativement simple basée sur les
matrices compagnon.

Soit € E un vecteur non nul. Soit k le plus petit entier tel que u*

(x) soit contenu dans le sous-
1

e

espace engendré par les u/(x) pour 0 < j < k. Berivons u*(z) = aju! (z). Pour j = 1,... k,
=0

posons e; = u/~'(z). Par définition de k, la famille (ey,...,ex) est libre. Complétons-la en une base

(e1,...,6,) de E. Dans cette base, la matrice de u est sous la forme (0 N) ou C' est la matrice carrée
00 ... 0 Qo
10 ... 0 u

d’ordre k (appelée matrice compagnon) : ¢ = [0 1 ... 0 az | 11 en résulte que x, = xoxn-
00 ... 1 Ap—1

k-1 k-1
Or (=1)"x¢c = X* - Z a; X7 (cf. exerc. [7.3). On a donc (—1) xo(u)(z) = u"(x) — Z aju’ (x) = 0. 11

=0 =0
vient x,(u)(z) = xn(u) o xo(u)(x) = 0. Cela étant vrai pour tout z, il vient y,(u) = 0.
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8.2.3 Théoreme de décomposition des noyaux

8.13 Théoréme de décomposition des noyaux. Soient Pi,..., P, des polynomes premiers entre
¢

euxr deux a deux. Posons P = H P;. Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E.
j=1

a) On a ker P(u @ker

b) En particulier, si P est un polynéme annulateur de u, on a E = @ker(Pj(u)). De plus, pour
j=1
tout j, le projecteur d’image ker P;(u) et de noyau @ker(Pi(u)) est un polynéome en u (i.e. un
i#]
élément de l'algébre Klu)).

Commencons par une remarque que nous utiliserons plusieurs fois dans la démonstration :

8.14 Remarque. Soient U,V € K[X] tels que V|U. Alors ker V (u) C ker U(u) (et im U(u) C im V' (u)).
En effet, écrivons U = VW. Si z € ker V(u), alors U(u)(z) = W (u)(V(u)(z)) =0, donc = € ker U (u).

(Et si z € imU(u), alors il existe y € E tel que z = U(u)(y) = V(u) (W (u)(y)) donc z € im V (u)).

Pour k € {1,...,¢}, posons Q = P/P, = HB-. Comme Py et (Q, sont premiers entre eux, il existe
itk
un polynéme Ry, tel que RyQr =1 [Fy]. Posons enfin Sy = RyQy. Pour i # j, P; divise S;, et comme
¢

P; divise aussi 1 — .95, il vient Z S;i=1 [Pj]. Alors 1 — Z S; est divisible par les P;, donc par leur

PPCM, c’est-a-dire P. Remarquons aussi que, pour tout j, P divise P;S;.
e Puisque P; divise P, on a (d’aprés la remarque 8.14)) ker P;(u) C ker P(u). Comme ker P(u) est
¢

un sous-espace vectoriel, il vient Z ker P;(u) C ker P(u).
j=1

e Soit = € ker P(u). Comme P divise P;S;, on a P](u) o Sj(u)(z) =0, donc S;(u)(x) E ker P;(u).
¢

Comme P divise 1— Z S;,siz € ker P(u), alors z = Z Si( ). Donc ker P(u) C Z ker P;(u
i=1
e Donnons-nous des x; pour j = 1,...,¢ avec z; € ker Pj(u) tels que Za:j = 0. Comme P;
j=1

divise 1 — §;, alors Sj(u)(z;) = z;; pour i # j, P; divise S;, donc S;(u)(x;) = 0. Il vient
¢

;=5 (u)(z z;) = 0. Donc les ker P;(u) sont en somme directe.
i=1
L’assertion (b) résulte aussi des calculs ci-dessus : le projecteur d’image ker P;(u) et de noyau

Zker ) est S;(u).

i#]

8.2.4 Endomorphismes diagonalisables

8.15 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) w est diagonalisable ;
(ii) uw admet un polynéme annulateur scindé a racines simples ;

(ili) le polynome minimal de u est scindé a racines simples.

Tout diviseur d'un polynome scindé a racines simples est scindé a racines simples ; donc (ii) <= (iii).
k
Soient Ap, ..., Ag les valeurs propres (distinctes) de u et posons P = H(X — ;). Si u est diagonalisable,
i=1
il admet une base B de vecteurs propres. L’endomorphisme P(u) est nul sur la base B, donc il est nul.
Le polynome P est donc un polyndéme annulateur.

k
Inversement, s’il existe un polynome annulateur scindé a racines simples P = H(X —\;), alors F =
=1
k (2
EB ker(u — N\;idg) d’apres le < lemme des noyaux > (théoreme [8.13]).
i=1

8.16 Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme diagonalisable
de E. La restriction de u a tout sous-espace de E stable par u est diagonalisable.

8.17 Proposition. Soient E un espace vectoriel et (u;);c; une famille d’endomorphismes de E. On
suppose que tous les u; sont diagonalisables et que pour tout i,j € I, on a u; o u; = uj o u;. Alors il
existe une base (e1,...,e,) de E dans laquelle tous les u; sont diagonauz.

Procédons une récurrence < forte » sur dim £. Si dim E est 1, il n’y a rien a démontrer, de méme que
si tous les u; sont des homothéties.

m
Supposons donc que u;, n’est pas une homothétie. Alors £ = @ E), ou les ), sont les espaces propres

k=1
de wu;, ; chacun de ces espaces est invariant par tous les u;, et les restrictions des u; a ces espaces sont

diagonalisables et deux a deux permutables. Par I’hypothese de récurrence, il existe une base de chacun
des Fj. qui diagonalise toutes les restrictions des u;. Mettant ensemble toutes ces bases, on trouve une
base de E qui diagonalise les ;.

8.2.5 Sous-espaces caractéristiques

8.18 Définition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, © un endomorphisme de F et A\ une
valeur propre de u. Soit r 'ordre de multiplicité de A dans y,. On appelle sous-espace caractéristique
de u associé a la valeur propre A le noyau de (Aidg — u)".

8.19 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. On
suppose que le polynome caractéristique de u est scindé. Alors E est somme directe des sous-espaces
caractéristiques de u.

Cette proposition résulte du lemme de décomposition des noyaux (théoreme |8.13) a 'aide du théoreme
de Cayley-Hamilton.

8.20 Définition. Soit F un espace vectoriel. Un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe
p € N tel que v = 0.

Si u est nilpotent, toute valeur propre de u est nulle. En fait y, = (=X)3™¥ (¢f. exerc. .
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8.21 Théoreme: Décomposition de Dunford. Soient E un espace vectoriel de dimension finie
et u un endomorphisme de E. On suppose que le polynome caractéristique de u est scindé. Il existe
un unique couple (d,n) d’endomorphismes tels que u = d + n avec d diagonalisable n nilpotent et
satisfaisant don =nod.

Existence. Soient (\1,..., ;) les valeurs propres distinctes de u. Pour tout j, notons NN, I'espace
k

caractéristique associé a A;. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, F = @Nj.
j=1

k
Notons p; le projecteur d’image IV; et de noyau @ N;. Posons d = Z Ajpj- Il est diagonalisable :
i =1
son espace propre pour la valeur propre A; est N;. Posons n = u — d. Chaque N; est stable par
n et 'endomorphisme de N; induit par n coincide avec u — A;idg. Il est nilpotent. On en déduit
que n est nilpotent. Enfin, les p; sont des polynomes en u, donc d et n sont des polynomes en
u : ils commutent.

Unicité. Soient (d,n) le couple construit dans la partie existence, et (d',n’) un autre couple satis-
faisant les conditions ci-dessus. Alors d’ commute & u, donc & tout polynéme en u. Il commute
avec d. D’aprés la prop. [8.17 d et d’ sont simultanément diagonalisables. De méme, n’ et n com-
mutent. On en déduit (d’apres la formule du bindéme) que n’ —n est nilpotent. Or d—d' = n’ —n.
Cet endomorphisme est diagonalisable et nilpotent : ses valeurs propres sont toutes nulles. Il est
nul.

8.3 Applications; considérations topologiques dans le cas ou le corps K
est R ou C

8.3.1 Puissances de matrices ; suites récurrentes

Donnons-nous une suite (Xj) de vecteurs-colonne définie par une relation de récurrence X;,; = AXy
olt A est une matrice carrée donnée. Il vient immédiatement X5 = A* X, d’ott la nécessité de calculer
les puissances de A.

Une telle formule de récurrence peut étre un peu plus cachée : fixons aq,...,a,_1 € K et considérons
Tk
n—1
. - Th+1 .
une suite (z)ren vérifiant pour tout k € N, zp,, = Z a;Zp+j. On pose alors X = . . La suite
j=0
Lk+n—1
o 1 0 ... 0
0O 0 1 ... 0
Xy vérifie la relation de récurrence X,y = AXyou A=|: + . : est (la transposée
o o0 0 ... 1
ap ay az ... Qap—1

d’)une matrice compagnon.

I1 est bien plus facile de calculer les puissances d’une matrice si elle est sous forme diagonale! Si A est
diagonalisable, elle s’écrit A = PDP ™" avec D = diag(\y, ..., \,) diagonale. Alors, on a A* = PD*pP~!
et DF = diag(\¥, ... \F).

Faisons quelques remarques dans le cas ou K = R ou K = C. Rappelons que, sur un espace vectoriel
réel ou complexe de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et définissent donc la méme
topologie, en particulier la méme notion de convergence des suites, de continuité, différentiabilité, etc.
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1. Si K =R, il peut étre utile de considérer une matrice A € M,,(R) comme matrice a coefficients
complexes et de la diagonaliser sur C.

2. Si A € M,(C) n’est pas diagonalisable, on peut utiliser la décomposition de Dunford : A = D+N
avec DN = ND ou A est diagonalisable et N est nilpotente. Comme N" = 0, la formule du
binéme qui calcule (D + N)* (pour & grand) n’a que n termes.

3. On peut étudier le comportement & I'infini d'une suite X, = A*X,. Par les deux remarques
précédentes, I’étude d’une telle suite se rameéne (presque) a une étude de suites géométriques.

Un exemple : nombre de chemins de longueur n dans un graphe. Un graphe (orienté) est
donné par deux ensembles X, Y et deux applications s et b de Y dans X. Les éléments de I’ensemble
X s’appellent les sommets du graphe; ceux de 'ensemble Y les arétes (orientées). Une aréte y va du
sommet s(y) source de y, au sommet b(y) but de y. On dit que le graphe est fini si les ensembles X et
Y sont finis.

Un graphe non orienté est donné par un graphe orienté (X, Y, s, b) avec une application 7: Y — Y (de
retournement des arétes) satisfaisant 7 o7 =idy et so7 =b (donc bo 7 = ).

La matrice d’adjacence d'un graphe fini (X, Y s, b) est la matrice carrée A dont les lignes et les colonnes
sont indexées par X dont le coefficient a, ,/ est le nombre d’arétes de source et de but 2’. Remarquons
que la matrice d’adjacence d’un graphe non orienté est symétrique.

Pour n € N, un chemin de longueur n dans le graphe (X, Y, s,b) est une suite (y1,¥s,...,y,) d’arétes
telles que pour j = 1,...,n — 1 on ait s(y;+1) = b(y;); la source d’un tel chemin est s(y;) et son but
est b(yn)-

Pour calculer le nombre a(n)

-, de chemins de longueur n de source x et de but 2, remarquons qu’un tel
chemin est donné par un élément z € X, un chemin (yi,...,y,_1) de longueur n — 1 de source x et de

. n _
but z et un chemin ¥, de source z et de but 2’. En d’autres termes, on a a; m), = g ai”z l)az o
) ) ’
zeX

Par récurrence sur n, on en déduit que la matrice (ai";,)x@/ est la puissance n-ieme A" de la matrice

A. On trouvera dans 'exercice quelques calculs de nombre de chemins dans un graphe a ’aide de
puissances de matrices.

Matrices de transition. On peut aussi affecter chaque aréte du graphe d’un poids. Un exemple
typique de cette situation est le cas ou les sommets du graphe représentent des états d’un systeme
évoluant dans le temps et les coefficients des arétes représentent la probabilité de transition d’un état
a un autre en une unité de temps. Un exemple < pratique > est donnée dans 1’exercice ci-dessous.
On trouvera d’autres exemples dans Dantzer p. 411 avec des enfants jouant a la balle, dans Escoffier
1.14 p. 29 avec des particules se déplacant dans un triangle...

On se donne donc N états possibles d’un systeme qui évolue dans temps. On suppose que la probabilité
pi,; de passer de I'état ¢ au temps n a I'état j au temps n + 1 ne dépend que de 7 et de 7 mais :

e pas du temps n;

e et pas non plus de ce qui s’est passé avant.
On obtient ainsi une matrice M = (p; ;) carrée de taille N. Alors, les coefficients de la matrice M* =
(pl(?) représentent la probabilité de passer de I’état ¢ au temps n a ’état j au temps n—+ k. D’ou 'utilité
encore de réduire M afin de pouvoir calculer ses puissances.

N

Remarquons que, pour tout ¢, on a Z pi; = 1 en d’autres termes LM = L ou L est la matrice-ligne
j=1

dont tous les coefficients sont égaux & 1. Donc 1 est valeur propre de ‘M, donc de M. De plus, les

pi; ¢tant des probabilités on a p; ; = 0 pour tous 4,7. On entre ainsi dans le monde des matrices a
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coefficients positifs... On sait alors trouver un vecteur propre C' avec des coefficients positifs associé
a la valeur propre 1. On normalise C' en supposant que la somme de ses coefficients vaut 1, (i.e.
LC = 1). Toutes les autres valeurs propres (dans C) de M sont de module < 1. Si pour n assez grand
tous les coefficients de M"™ sont strictement positifs (c’est-a-dire s'il est possible en n étapes de passer
de n'importe quel état a n’'importe quel état), alors cette valeur propre est simple, toutes les autres
valeurs propres sont de module < 1, et M"™ converge vers le projecteur spectral C'L correspondant
quand n — oo. La convergence est géométrique de raison le module de la plus grande valeur propre
distincte de 1.

8.3.2 Exponentielles de matrices et applications

8.22 Proposition. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie.

u
a) Soit u € L(FE). La série de terme général — est convergente.
n!

oo

On pose exp(u) = Z

n=0

b) Soit u,v € L(E) tels que uov =vou. On a exp(u+ v) = exp(u) exp(v).

n!’

c¢) Soit u € L(E). L’équation différentielle 2’ (t) = ux(t) admet comme solution x(t) = exp(tu)zy.

Considérons le systeme différentiel z'(t) = ux(t) + b(t), ot b est une fonction continue définie sur un

intervalle ouvert I a valeurs dans E. Cherchons la solution sous la forme () = exp(tu)y(t). Le systeme
t

devient exp(tu)y'(t) = b(t), soit y(t) = y(to) +/ exp(—tu)b(t) dt.

to
Encore une fois, il est bien plus facile de calculer I'exponentielle d’'une matrice si elle est diagonalisée :
remarquons que exp(PDP™') = Pexp(D) P~*. Si 'endomorphisme u n’est pas diagonalisable, on uti-
lisera sa décomposition de Dunford pour calculer exp(tu). Remarquons que si n est un endomorphisme
nilpotent, exp(tn) est polynomiale en ¢.

8.3.3 Exemples de parties denses de L(FE)

8.23 Proposition. On suppose que K =R ou C. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
a) GL(E) est ouvert et dense dans L(E).
b) Si K =C, l'ensemble des endomorphismes diagonalisables est dense dans L(E).

Démonstration. a) L’application déterminant est polynomiale donc continue, donc GL(E) image
inverse par det de l'ouvert K* de K est ouvert dans L(FE). Soit u € L(F). Comme Yy, a un
nombre fini de racines, il y a un nombre fini de & € N tels que uy = u — (1 + k) 'idg soit non
inversible. Donc pour k assez grand, ux, € GL(E), et la suite u; converge vers u, donc u est dans
I'adhérence de GL(FE) : donc GL(FE) est dense dans L(E).

b) On peut trianguler u dans une base (ey,...,e,) de E. Notons v ’endomorphisme de E tel que
n—1

v(e;) = je; pour j € {1,...,n}. Soit kK € N* un nombre tel que soit strictement inférieur
a inf |\; — \j|, cet <inf » étant pris sur tous les couples de valeurs propres distinctes. Alors les
nombres \; -+ z sont deux & deux distincts, donc u+k~'v a toutes ses valeurs propres distinctes :

il est diagonalisable. O
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8.4 Exercices

8.1 [ Exercice] Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (Ei, ..., E;) une famille de sous-
k

espaces vectoriels de E telle que £ = EBE]-. Choisissons une base de E formée de bases de Ej;.

Jj=1
Caractériser les matrices des endomorphismes pour lesquels les sous-espaces £ sont stables.

8.2 . (Matrice circulante). Soient ay, ..., a, des nombres complexes. On définit les matrices
A, J € M,(C) en posant

Qo aq s ... QAp—1 010 . 0
Qp—1 Qo ay ... Qp-9 00 1. 0
A= | Gn—2 GQp—1 Gp ... aAp—3 et J =
: : : : 000 1
ay as as ... Qo 1 00 0
n—1
1. Démontrer que A = Z apJ*.
k=0

2. Calculer le polynome minimal et le polynome caractéristique de J.

3. Diagonaliser J puis A.

8.3 m Soient A, B € M, (K). Démontrer que x4 = Xpa-
. Dans le cas ou A est inversible.

Pour tout A, B si K =R ou C.

Pour tout A, B si K est infini.

Pour tout A, B et tout corps commutatif /.

Comparer xap et xpa si A € M, ,(K) et B € M, ,(K).

.ow%.we\DH

Endomorphismes trigonalisables

8.4 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Posons n = dim E. Un drapeau de E est
une suite (Ey)o<k<n de sous-espaces de E telle que pour tout k on ait Ey C Fiyq et dim Ey, = k. Une
base (e, ..., e,) est dite adaptée au drapeau (Ey)o<r<n Si pour tout k, on a e, € Ej.

1. Démontrer que toute base de E est adaptée a un et un seul drapeau de £. Démontrer que tout
drapeau possede des bases adaptées.

2. Soient (Ey)o<k<n un drapeau, (e, ..., e,) une base adaptée et v un endomorphisme de E. Démon-
trer que le drapeau (Fy)o<k<n est stable par u (i.e. tous les Ej, sont stables par u) si et seulement
si la matrice de u dans la base (eq, ..., e,) est triangulaire supérieure.

3. Soient u un endomorphisme de E et (Ej)o<r<n un drapeau stable par u. Notons Aq, ..., A, les
éléments diagonaux de la matrice de u dans une base (ey, . .., e,) adaptée a (E)ocrp<n. Démontrer
que (u — M\idg)(Fy) C Ex—1. En déduire une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton
pour les endomorphismes triangulables.

8.5 [Exercicel 1. Soient F un espace euclidien et u un endomorphisme trigonalisable de FE.
Démontrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est trian-
gulaire.
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2.
3.
4.

En déduire que I'ensemble des matrices trigonalisables est fermé dans M, (R).
Quelle est 'adhérence de I’'ensemble des matrices diagonalisables réelles ?

Démontrer que l'intérieur de l’ensemble des matrices diagonalisables est formé des matrices
diagonalisables a valeurs propres distinctes.

8.6 [Exercicel 1. Soit A € M, (K) une matrice carrée. On suppose que son polynome caractéristique
n

n

est scindé : x4 = H()\k — X). Soit @ € K[X]. Démontrer que xga) = H(Q()\k) - X).

k=1 k=1

. Soit P un polyndéme unitaire a coefficients entiers. Soient Ay, ..., A\, ses racines dans C comptées
n

avec leur multiplicité. Démontrer que pour tout entier ¢ € N, le polynome H(X — A{) est a
k=1
coefficients entiers.

Indication : Utiliser une matrice compagnon.

8.7 | Exercicel Démontrer qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est trigona-
lisable si et seulement s’il admet un polynome annulateur scindé.

8.8 Endomorphismes nilpotents. Soient F un espace vectoriel de dimension finie non
nulle et © un endomorphisme nilpotent de E. Notons m le plus petit entier tel que u™ = 0.

1.
2.
3.

Quel est le polynome minimal de u ?
Démontrer que u n’est pas surjective.

Démontrer que im wu est stable par u. En déduire par récurrence sur dim E que u est triangulable.
Quel est le polynome caractéristique de u ?

Pour k = 0,...,m, posons N = keru” et [, = im u* (on a Ny = {0} = I, et N,, = F = I).
Démontrer que la suite (Vi) est croissante et la suite (I;) est décroissante.

Démontrer que la suite (dim I}, — dim I;;1) = (dim Ny 1 — dim Ny) est décroissante.

Endomorphismes cycliques

8.9 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.

1.

Soit xy € E. Pour k € N*, on pose x;, = u*(x). Soit k € N* tel que x;, € Vect(zg, ..., Tp_1).

Démontrer que Vect(zg,...,zr_1) est stable par u; en déduire que pour tout ¢ € N, on a
xy € Vect(xg, ..., T5_1).
Un vecteur € E est dit cyclique pour lendomorphisme u si (z,u(z),u?(z),...,u"(z),...)

engendre F. On dit que u est cyclique s’il existe un vecteur x € F cyclique pour u. Démontrer
que u est cyclique si et seulement s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est une
matrice compagnon. Démontrer que dans ce cas x, = w@,.

8.10 | Exercice, Cet exercice m’a été proposé par Gentiana Danila.

1.
2.

Démontrer que pour tout n € N* il existe un polynome irréductible de degré n sur Q.

Démontrer qu’il existe un corps K contenant Q et qui est un Q-espace vectoriel de dimension n
sur Q. Construire une application Q-linéaire de K dans M,,(Q) qui soit aussi un homomorphisme
d’anneaux.

. Démontrer que tout sous-espace de dimension n”*—n+1 de M, (Q) contient une matrice inversible.
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8.11 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E. Pour
r € E, notons J, = {P € K[X|; P(u)(x)=0}.

1.
2.

Démontrer que, pour tout z € E, J, est un idéal de K[X].

Démontrer que le vecteur x est cyclique pour u si et seulement si J, est 'idéal engendré par le

polynome caractéristique de u.
k

Ecrivons w, = H P;lj la décomposition de w, en produit de polynomes irréductibles unitaires.
=1
Pour j € {1,.. .], k}, soit Q; € K[X] le polynome tel que P;Q); = w,.
Démontrer que pour tout j, il existe z € E tel que (Q;(u))(x) # 0. En déduire qu'il existe
z; € E tel que P (u)(x;) = 0 mais f’frl(u)(xj) # 0. Démontrer que J,, est I'idéal engendré
par Pj% .
k

. On pose y = Z xj. Démontrer que J, est 'idéal engendré par w,.

Jj=1
Démontrer que u est cyclique si et seulement si w, = xu.

8.12 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E.

1.

On suppose que u est cyclique. Soient x un vecteur cyclique pour u et F' un sous-espace vectoriel
de E stable par u.

a) Démontrer que 'ensemble J = {P € K[X]; P(u)(x) € F'} est un idéal dans K[X].
Il existe donc un unique polynoéme unitaire Pr qui engendre 7.

b) Démontrer que Pp divise le polynéme minimal w, de u (qui est égal au polyndéme ca-
ractéristique de u - au signe pres).
On écrit w, = PrQF.

c) Démontrer que F' = im Pp(u) = ker Qp(u).

d) Démontrer que la restriction de u a F' est cyclique et que dim F' = 0QF.

On suppose que le corps K est infini. Démontrer que u est cyclique si et seulement si ’ensemble
des sous-espaces de E stables par u est fini(on pourra utiliser ’exercice .

On suppose que de F n’est pas nul. Démontrer que F ne possede pas de sous-espaces invariants
par u autres que {0} et F si et seulement si son polynome caractéristique est irréductible.

Décomposition de Dunford

8.13

Exercicel Quelle est la décomposition de Dunford de la matrice ((1) 1) ?

8.14 [ Exercice|l Soit A € M, (R). Considérons-la comme matrice & coefficients complexes et soit
A = D + N sa décomposition de Dunford (vue comme matrice & coefficients complexes). Démontrer
que D et N sont des matrices réelles.

8.15

p
Exercicel Soit K un corps commutatif. Si P,Q € K|[X], écrivant P = Z a, X", on note P o Q
k=0

p

le polynome Z a, Q.

k=0
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1. Soient P,Q, R € K[X]; démontrer que Po (Q+ R)=PoQ + RP oQ [R?].
2. On fixe P € K[X] tel que P et P’ soient premiers entre eux.
a) ConstruireD; € K[X] tel que P|X — D; et P*|Po D;.
b) On définit Dy, par récurrence en posant Dy = Dy o D;. Démontrer que, pour tout k, on a
Dy =X [P]et P*|PoDy.

3. Soient K un sous corps de C, n € N et € M, (K) une matrice carrées. Notons 74 son polynéme
T T

minimal et m4 = H P™ sa décomposition en polynomes irréductibles sur K. On pose P = H P;.
i=1 k=1
a) Démontrer que les polynomes P et P’ sont premiers en ter eux.
On définit alors D, comme dans la question précédente. Soit k € N tel que 2¥ > m; pour
tout .
b) Démontrer que Dy (A) est diagonalisable sur C et A — Dy (A) est nilpotente.

En d’autres termes : si A = D+ N est la décomposition de Dunford de A vue comme matrice
a coefficients complexes, on a D, N € M, (K).

8.16 [ Exercicel Soient F un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de F'; notons
@, son polynéome minimal. Soit P € K[X]. Démontrer que P(u) est inversible si et seulement si @, et
P sont premiers entre eux et que, dans ce cas, il existe un polynome @ € K[X] tel que P(u)™' = Q(u).

8.17 Soit u un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel £ de dimension finie.

1. On suppose que le polynéme minimal de u est de la forme P* ot P est un polynéme irréductible
de K[X]. Soient z € E non nul et F le sous-espace vectoriel de E engendré par les v/ (z) (j € N).
Notons v I'endomorphisme de F' déduit de w par restriction. Démontrer que y, = w, est une
puissance de P. En déduire (a I’aide d’une récurrence) que le polynéme caractéristique de u est
une puissance de P.

2. En utilisant le < lemme des noyaux >, démontrer que le polynome minimal et le polynome
caractéristique d’un endomorphisme ont mémes diviseurs irréductibles.

3. Démontrer que pour P € K[X] les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Les polynomes P et x, sont premiers entre eux.
(ii) Les polynomes P et w, sont premiers entre eux.

(iii) L’endomorphisme P(u) est inversible.

8.18 [ Exercicel Nous proposons une autre méthode pour démontrer que x, et w, ont mémes diviseurs
irréductibles (exercice [8.17). Soit P un diviseur irréductible de x,. Soit L une extension de K dans
laquelle P a une racine. En considérant la matrice de u dans une base comme matrice a coefficients
dans L, démontrer que det(P(u)) = 0. En déduire que P divise w,.

8.19 | Exercicel Soient E un espace vectoriel de dimension finie non nulle sur un corps K et u un
endomorphisme de F.

1. Soit w le polynome minimal de u et soit P un polynome irréductible divisant . Notons k le
degré de P. Démontrer qu’il existe un sous-espace de dimension k stable par u.

2. On suppose que K = R. Démontrer que u possede un sous-espace stable de dimension 1 ou un
sous-espace stable de dimension 2.
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8.20 | Exercicel Soit (H) : y™ = a,_1y™ ™V + ... + agy une équation différentielle linéaire scalaire
homogene d’ordre n a coefficients constants sur K = R ou C. Une solution de (H) est donc une fonction
f:R — K de classe C™ qui vérifie f™ =a,_; f™ Y+ ... +ay f.

1. Démontrer que toute solution de (H) est de classe C*°.
Notons E 1’espace vectoriel des fonctions C*° de R dans C. Notons D : £ — FE D'application
linéaire f +— f'.

2. Soit A € C. Notons uy : E — E DPapplication définie par (ux(f))(t) = eMf(t), pour f € F
et t € R. En calculant uy o D o u;l, démontrer que 'ensemble des solutions de 1’équation

"\ (m
Z (k) (—=1)*AFy(m=k) — () est T'espace vectoriel dont une base est formée des fonctions t
k=0

tieM pour 0 < 5 < m.

q

3. Posons P=X"—a, 1 X" ' —...—a; X —agy. On écrit P = H(X — Ax)™ la décomposition de
k=1

P en polynomes irréductibles sur C (ou les A, sont distincts deux a deux). Démontrer qu’une

base de 'espace des solutions de (H) est t — e pour 1 < k< qget 0<j < my.

4. On suppose que les a; sont réels. Décrire une base de l'espace des solutions réelles de (H).

Puissances et exponentielle de matrices

8.21 [Exercicel 1. Combien de chemins de longueur n joignent un sommet d'un triangle & un
autre 7

2. Combien de chemins de longueur n joignent un sommet d’un hexagone au sommet diagonalement
opposé ?

3. Combien de chemins de longueur n joignent un sommet d'un pentagone a un autre ?

4. Combien de chemins de longueur n joignent un sommet dun tétraedre a un autre ?

5. Combien de chemins de longueur n joignent le sommet d’un cube au sommet diagonalement
opposé ?

8.22 | Exercicel Un exemple de matrice de transition. Une étude de la météo dans une ville dont nous
tairons le nom donne les observations suivantes :

e Il est presque impossible d’avoir deux beaux jours consécutifs.

e S’il fait beau un jour, on a la méme probabilité d’avoir un gros orage ou une pluie fine le
lendemain.

e S’il ne fait pas beau un jour, une fois sur deux le temps sera le méme le jour suivant ; et, si le
temps change, on aura une chance sur deux qu’il fasse beau.

On considére enfin que le temps qu’il fera demain ne dépend que du temps d’aujourd’hui et non pas du
temps des jours passes...

On note By, Gy, Py, respectivement I'événement : le jour k il fait beau, on a un gros orage, ou juste
by,
une pluie fine et by, gi, pr les probabilités respectives de ces événements. On pose X = | g
Pk
1. Exprimer Xy, en fonction de Xj.
2. En déduire pour tout k une écriture de X}, en fonction de Xj.

3. S’il fait beau aujourd’hui, quelle est la probabilité qu’il fasse beau dans une semaine ?
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4. Quelle est la proportion moyenne des jours de beau temps ?

8.23 . Démontrer que pour tout endomorphisme u d'un espace vectoriel réel (ou complexe)
de dimension finie, il existe un polynome P € K[X] tel que exp(u) = P(u).

8.24 On pose K =R ou C.

1. Soient A, B € M, (K). Notons w4 le polynéme minimal de A. On suppose que wa(B) = 0. Soit
P € K[X] tel que P(A) = exp(A). Démontrer que exp(B) = P(B).

00 ... 0 —ag
n—1 1 0 . 0 -
2. Soit P = X"+ Z ax X" € K[X] un polynéme unitaire et notons Cp = |0 1 ... 0 —ay
k=0 Do . :
00 ... 1 —Anp—1

sa matrice compagnon. Ecrivons exp(Cp) = (¢; ;) et posons Rp = Zci71Xi_1. Démontrer que
i=1
exp(Cp) = Rp(Cp).
3. Notons F,, l'espace vectoriel des polynomes de degré < n. Démontrer qu’il existe une application
continue M — Py, de M, (K) dans E,, telle que, pour tout M € M, (K) on ait Py (M) = exp(M).

8.25 [ Exercicel Un endomorphisme w est dit unipotent si u — id est nilpotent. Soit E un espace
vectoriel réel ou complexe de dimension finie.

1. Démontrer que I’exponentielle d'un endomorphisme nilpotent de £, est un endomorphisme uni-
potent.
X7 —1)i+l X
2. Pour k € N, notons Ej et Lj les polynomes donnés par E) = Z - et Ly = Z L
— ] X J
7j=1 7j=1
Démontrer que EjoLy et LioEj, admettent en 0 les développements limités Eyo Ly (x) = x4o(z¥)
et Ly o Ey(x) = x4 o(x¥). En déduire que si u est un endomorphisme de E tel que v**! = 0, on
a exp(Lg(u)) =1id 4+ u et Ly(exp(u) —id) = w.
3. Démontrer que exp est un homéomorphisme de I’ensemble des matrices carrées d’ordre n nilpo-
tentes sur ’ensemble des matrices carrées d’ordre n unipotentes.

4. Démontrer que l'application exp : M, (C) — GL,(C) est surjective.
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9 Formes quadratiques

9.1 Formes bilinéaires, formes quadratiques
9.1.1 Définitions et généralités

9.1 Définition. Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel.

e Rappelons qu'une forme bilinéaire sur E est une application b : ' x F — K linéaire en chacune
des variables, i.e. telle que, pour tout x € F, les applications y — b(x,y) et y — b(y, x) sont des
formes linéaires sur F.

e Une forme bilinéaire b : E x E — K est dite symétrique si pour tout (x,y) € E x E on a
by, ) = b(z,y).

e Une forme bilinéaire b : £ x F — K est dite antisymétrique si pour tout (z,y) € F X E on a
b(y> I‘) = —b(l’, y)

e Une forme bilinéaire b : £ x E — K est dite alternée si pour tout x € E on a b(z,z) = 0.

9.2 Proposition. a) Toute forme bilinéaire alternée est antisymétrique.

b) Sila caractéristique du corps K est différente de 2, on a la réciproque : toute forme bilinéaire
antisymétrique est alternée.

c) Si la caractéristique du corps K est différente de 2, toute forme bilinéaire b : E x E — K se
décompose de maniere unique sous la forme b = bs+b, ot bs est une forme bilinéaire symétrique
et b, est une forme bilinéaire alternée.

Démonstration. Soient E un K-espace vectoriel et b: EF x E — K une forme bilinéaire sur F.

a) Pour tout z,y € E,on ab(x+y,z+y) =b(x,x)+b(y,y) + b(z,y) + b(y,x). Si b est alternée, il
vient 0 = b(x,y) + b(y, x).

b) Si b est antisymétrique, prenant = = y, il vient b(z,x) = —b(x,z). Si la caractéristique de K
n’est pas 2, il vient b(z, x) = 0.

¢) Unicité. Si b= bs + by, il vient b(z,y) + b(y, x) = 2bs(z,y) et b(z,y) — b(y, x) = 2b,(x,y), donc

1 1

bs(l'hy) = §(b($, y) + b(y,l’)) et ba(xay) = é(b($7y) - b(yv ZL’))
1 1

Existence. Il suffit de poser by(z,y) = é(b(x,y) + b(y,x)) et by(x,y) = 5(1)(35,3/) — by, x)).

On vérifie immédiatement que b, est une forme bilinéaire symétrique, que b, est une forme

bilinéaire alternée et que 'on a b = b, + b,. O

9.3 Définition. Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel. On appelle forme quadra-
tique sur E une application q : ' — K telle qu’il existe une forme bilinéaire b : ' x F — K satisfaisant
q(z) = b(x,x) pour tout x € E.

9.4 Proposition. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, ' un K-espace
vectoriel et g une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bilinéaire symétrique p : EXE —
K satisfaisant q(x) = (x,z) pour tout x € E.

Démonstration. Par définition, il existe une forme bilinéaire b : E x £ — K telle que pour tout x € E
on ait b(z,z) = q(x). Soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire symétrique. Alors ¢(z,z) = ¢(x) pour
tout x € F, si et seulement si la forme bilinéaire b — ¢ est alternée, c’est a dire si et seulement si ¢ = b
ou b = by + b, est la décomposition de b de la proposition ci-dessus (cf. |d) de la proposition . n
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9.5 Définition. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace
vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et ¢ : E X E — K une forme bilinéaire symétrique. Si pour
tout x € F on a p(z,x) = q(x) on dit que g est la forme quadratique associée a ¢ et que p est la forme
polaire de q.

9.6 Identités de polarisation. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E' un
K-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et ¢ : E X . — K sa forme polaire. En développant
o(r £ y,x +y) on trouve les identités de polarisation :

1

o(r,y) = %(q(fv +y) —q(z) —qly)) = Z(Q(l' +vy) —q(z —y)) pour tous z,y € E.

9.7 Définition. Soient K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et B =
(é1,...,€,) une base de E. La matrice d’une forme bilinéaire b dans la base B est la matrice A = (a; ;)
ou a;; = b(e;,e;). Si la caractéristique de K est différente de 2, on appelle matrice d’une forme
quadratique dans la base B la matrice (dans la base B) de sa forme polaire.

L1 Y1
Soient x,y € E. Notons X = | : | et Y = | : | les vecteurs-colonnes formés des coordonnées de

Tn Yn
x et y dans la base B. Soit b une forme bilinéaire sur £ et notons A = (a; ;) sa matrice dans la base

B. Par bilinéarité de b, on a b(z,y) = Zamxiyj = 'XAY. Notons que la matrice A est symétrique
.3

(égale a sa transposée) si et seulement si la forme bilinéaire b est symétrique; de méme la matrice A
est antisymétrique si et seulement si la forme bilinéaire b est antisymétrique.

Supposons que la caractéristique de K soit différente de 2. Si A = (a; ;) est la matrice dans la base B
d’une forme quadratique ¢, on a ¢(x) = Z Qi jT;Tj = Z ;v + Z 2a; ;x;7;.

i i i<j
9.8 Changement de base. Soient By, B deux bases de F et notons P la matrice de passage de By a
B. Soit z,y € E; notons X, Yy (resp. X, Y) les vecteurs-colonne formés des composantes de x,y dans
la base By (resp. B). On a Xy = PX et Yy = PY. Donc si Ay (resp. A) est la matrice d'une forme

bilinéaire ¢ dans la base By (resp. B), on a p(x,y) = "X AY = XyA,Yy, d’ott I'on tire A = 'PAyP.

9.9 Matrices congruentes. Deux matrices carrées A, B d’ordre n sont dites congruentes s’il existe
une matrice inversible P € GL,(K) telle que A = "PBP. Deux matrices symétriques A, B sont donc
congruentes si et seulement si elles sont matrices d’'une méme forme quadratique sur un K-espace
vectoriel £ dans deux bases de E' (on suppose que la caractéristique de K est différente de 2).

9.10 Définition. Soient K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une
forme quadratique sur E. Un vecteur x de E est dit isotrope pour ¢ si g(x) = 0. L’ensemble des vecteurs
isotropes pour ¢ s’appelle le cone isotrope de q.

9.1.2 Orthogonalité

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace vectoriel et ¢ une
forme quadratique sur E. Notons ¢ sa forme polaire.

e On dit que deux éléments x,y € E sont orthogonauzx pour q si p(z,y) = 0. On dit qu'une famille
(z;)ier est orthogonale pour g si pour tout 7,7 € I avec i # j, on a p(x;, x;) = 0.

e L’orthogonal pour ¢ d’'une partie A de E est son orthogonal pour la forme bilinéaire ¢ (cf. :
c’est I'ensemble AT = {y € E; Vo € A; ¢(x,y) = 0}. C’est un sous-espace vectoriel de E.
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e En particulier, 'ensemble {z € E; Yy € E; ¢(x,y) = 0} est un sous-espace vectoriel de F (c’est
'orthogonal E+ de E tout entier). On appelle noyau de ¢ ou noyau de ¢ et on le note ker ¢ ou
ker .

e On dit que la forme quadratique g est non dégénérée si ker ¢ = {0}. On dit aussi que la forme
bilinéaire ¢ est non dégénérée.

9.11 Définition. Supposons que la dimension de E soit finie et soit ¢ une forme quadratique sur £.
On appelle rang de ¢ et I'on note rg ¢ la codimension de ker q.

On a donc rgg = dim F — dim ker q.
Si ¢ est la forme polaire de g, le rang de ¢ s’appelle aussi le rang de ¢ et se note aussi rg ¢.

Supposons que la dimension de E soit finie et soit B une base de E. Notons A la matrice de ¢ dans
la base B. Soit x € E et X le vecteur-colonne formé des coordonnées de x dans la base B. On a
r €kerq <= AX =0. Il vient rgq = rg A.

9.12 Proposition. Si E est de dimension finie et q est non dégénérée, pour toute forme linéaire
¢ € E*, il existe un unique x € E tel que l'on ait (y) = p(z,y) pour tout y € E.

Démonstration. L’application L : E — E* qui & x € E associe la forme linéaire y — ¢(x,y) est
injective puisque ¢ est non dégénérée, donc bijective puisque dim E* = dim E (cf. [6.22)). O

Nous utiliserons plus loin le résultat suivant

9.13 Lemme. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie tel que la restriction de ¢ a F
soit non dégénérée. Alors E =F @ F*.

Démonstration. Soit x € E. Par la proposition m (appliquée a la restriction de ¢ a F'), il existe un
unique y € F tel que pour tout z € F on ait p(z, z) = p(y, 2), i.e. tel que x —y € F*. O]

9.1.3 Décomposition de Gauss

Dans toute cette partie on fixe un corps commutatif K de caractéristique différente de 2.

9.14 Théoreme. Soit q une forme quadratique sur un K-espace vectoriel de dimension finie E. Alors
il existe une base de E orthogonale pour q.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E.
e Sin < 1 toute base de E est orthogonale.
e Supposons le théoreme démontré pour toute forme quadratique sur un K-espace de dimension
n — 1. Si g est nulle, il n’y a rien a démontrer : toute base de E est orthogonale. Sinon, il existe
un vecteur e € F tel que g(e) # 0. La restriction de g & Ke est alors non dégénérée. Par le
lemme on a alors E = Ke® (Ke)*. D’apres I'hypothese de récurrence, la restriction de g &

(Ke)™ admet une base orthogonale (ey, ..., e,_1). Posons e, = e. La base (ei,...,e,) de E est
orthogonale. O
Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme quadratique sur E et B = (eq,...,e,)

une base de E. La base B est orthogonale pour ¢ si et seulement si la matrice de ¢ dans la base B est
diagonale.

Supposons que la base (eq,...,e,) soit orthogonale. Quitte & intervertir les éléments de la base, on
peut supposer qu'il existe r € {0,...,n} tel que g(e;) # 0 pour i < r et g(e;) = 0 pour ¢ > r. Pour

91



= Zx e et y = Zye on a p(z,y) = Zq(ei)xiyi et q(z) = Y qle)z} =) ale)e;(w) o (¢])
i=1 i

de81gne la base duale de (e1,...,€n). Alors @ € kerq si et seulement si e](z) =

(er41,-..,€,) est une base de ker ¢. En particulier r = codim ker q.

1
0 pour 7 < r, donc

On a démontré :

9.15 Corollaire : Décomposition de Gauss. Soit ¢ une forme quadratique sur un K -espace vectoriel

de dimension finie E. Alors il existe des formes linéaires indépendantes (1, ..., /¢, et des scalaires non
T

nuls ay, ..., a, tels que q(x) = Zai&(xf. Onar=rgq. O
i=1

Méthode de Gauss. Donnons-nous une forme quadratique ¢ sur un K-espace vectoriel de dimension

finie £. Notons ¢ sa forme polaire

Notons r le rang de ¢. Si on trouve une base orthogonale (fi, ..., f,) vérifiant ¢(f;) # 0 pour i < r et

q(f;) = 0 pour @ > r, on aura ¢ = Zai(fi*)g, ou l'on a posé a; = q(f;). Remarquons que, pour tout
i=1

i, les formes linéaires a;f;" et x — @(z, f;) coincident en x = f; et sont nulles pour z = f; pour j # i.

Puisqu’elles coincident sur la base (f;), elles sont égales.

Partons d’une base quelconque (e, ..., e,) de E.

1
e Sig(ey) # 0, on va prendre f; = e;, donc poser ¢1(x) = ﬁgp(x, e1). Notons que le noyau de la
qie1

forme quadratique q; = ¢ — q(e1)3 est ker ¢ @ Key, donc rgq, = r — 1 et ¢, est une combinaison
linéaire des formes eje; pour 2 < i < j < n, en d’autres termes, on aura une expression de la

forme qﬂi Ti€;) = Z bij i

i=1 2<i<j<n
On aura donc a < réduirje > une forme quadratique avec une variable de moins.

e Plus généralement, s'il existe k tel que g(ex) # 0, nous pourrons appliquer cette recette.

e Si tous les g(ex) sont nuls, mais ¢ n’est pas nulle, quitte a intervertir les vecteurs de la base, on
peut supposer que (e, es) # 0. La restriction de g & F = Key @ Key est non dégénérée. En
trouvant une base orthogonale de F' (par exemple (e;+e9, €1 —e3)), il nous restera a < réduire > la
forme ¢ restreinte & F*, qui est de rang r—2 et qui ne fait intervenir que les variables (z, . . . , Tn).

n

En pratique, notons A = (a; ;) la matrice de ¢ dans cette base. Pour x = Zmie,“ on a donc ¢(z) =

i=1
E Qi3T5 .

1<i,5<n

La méthode expliquée ci-dessus revient a construire pas a pas, les formes ¢; de la facon suivante :

a) Siap #0 (ie. g(er) # 0), on écrit

q(zr) = anx%+22&1i$1$i+ Z Qi T3

i=2 2<i,j<n
n
aiq 2
= a1 ZEl + E l’z — —( E (lh'flfi) -+ E aijxixj
5 d11 11 = —
=2 2<i,5<n

= (11’161(.1') +q(x)
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ouly(x) =x1+ Z a—:vz et ¢; est une forme quadratique qui ne fait plus intervenir x, i.e. telle
11

que e; € ker(ql).

e Si l'un des coefficients diagonaux a;; est non nul, on se ramene au premier cas en permutant les
éléments de la base.

b) On a 11 = A9y = 0 mais a12 7é0

Q(x> = 2&121’11'2 + 21’1(2 CLUCC@') + 2%2(2 a2ixi) —+ Z ;T T

=3 =3 3<i,j<n
1 n 2 n n
= 2((1121'1 + CLQZIZ ZL’Q + — Z alixi) — —(Z CLQﬂIJ(Z CLMZ‘i) + Z aijxixj.
i=3 2 =5 iz 55 =3 3<i,j<n
= Li(2)? = L) + qu(x)
/ /¢ 14 4
ou li(x) = M et ly(z) = M, et oll ¢; est une forme quadratique qui ne

fait plus intervenir x; et xo, i.e. telle que ey, ey € ker(qy).

9.1.4 Formes quadratiques positives - K = R

On suppose ici que le corps de base K est le corps des réels.

9.16 Définition. Soit £ un espace vectoriel réel. Une forme quadratique g sur E est dite positive si
pour tout z € F on a g(z) > 0.

Une forme bilinéaire symétrique ¢ est dite positive si la forme quadratique associée x — ¢(x,z) est
positive.

9.17 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ une forme quadratique positive et ¢ sa forme polaire.
Pour tout v,y € E, on a o(z,y)* < q(z)q(y).

Démonstration. Pour t € R on a q(tz +y) > 0. Or q(tx + y) = at* + 2bt + ¢ avec a = q(x), b = ¢(x,y)
et ¢ = q(y). Le trinome at? + 2bt + ¢ garde un signe constant, donc son discriminant 4(b* — ac) est
négatif ou nul, i.e. b < ac.

Notons que si a = 0, I'application affine ¢ — 2bt + ¢ ne peut garder un signe constant que si elle est
constante i.e. si b= 0. On trouve encore b*> < ac. O

9.18 Corollaire. Le cone isotrope d’une forme quadratique positive est €gal a son noyau.

Démonstration. Soient g une forme quadratique positive sur un espace vectoriel réel E et x un vecteur
isotrope pour ¢. Notons ¢ la forme polaire de ¢q. Pour tout y € E, on a, d’apres 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, o(z,y)? < q(x)q(y) = 0. Donc ¢(x,y) = 0. Cela prouve que = € kerq. O]

En particulier, une forme quadratique positive non dégénérée n’admet pas de vecteur isotrope non nul :
on dit qu’elle est anisotrope ou définie.

Rappelons une conséquence importante de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

9.19 Théoreme. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire
symétrique positive et non dégénérée (x,y) — (x|y). L’application x — ||z|| = \/(z|x) est une norme
sur E.
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Démonstration. Soient x,y € E et A € R.
e D’apres le corollaire précédent, on a ||z|| =0 <= x =0;
e il est clair que ||Az|| = |A|||z||;
e On a, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Iz +yl1* = ll21* + lyll® + 2¢ly) < N2l + Iyl + 202lllyll = (=] + ),

d’ou l'inégalité triangulaire. O

9.1.5 Signature (K =R)

9.20 Théoreme d’inertie de Sylvester. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et
q une forme quadratique sur E. Donnons nous deuz bases q-orthogonales (eq,...,e,) et (fi,..., fn).
Le nombre des i € {1,...,n} tels que q(e;) > 0 (resp. q(e;) < 0, q(e;) = 0) est égal au nombre des
ie{l,...,n} tels que q(f;) >0 (resp. q(f;) <0, q(f;) =0).

Démonstration. Notons E. (resp. E_, Ey) le sous-espace vectoriel de E engendré par les e; tels que
q(ej) > 0 (resp. q(e;) < 0, ¢(e;) = 0). De méme, notons Fy (resp. F_, Fy) le sous-espace vectoriel
de E engendré par les f; tels que ¢(f;) > 0 (resp. q(f;) < 0, ¢(f;) = 0). Remarquons que l'on a
E=E, &FE_ @®FEy=F ., ®F ®F. Size F, nest pas nul, on a q(z) > 0;si z € F_ @ Fy, on a
q(z) < 0.1l vient £, N (F- & Fy) = {0}, donc dim £, < codim(F_ & Fy) = dim F.
De méme, on a

o F.N(E_-® Ey) ={0}, donc dim F; < dim F, ;

e E_N(F, @ F,) ={0}, donc dim F_ < dim F_;

e F.-N(E, @ Ey) ={0}, donc dim F_ < dim E_. O
Quelques remarques a propos de cette démonstration. Si (ej,...,e,) est une base de E orthogonale
pour ¢,

a) on a vu que les e; tels que g(e;) = 0 engendrent le noyau de ¢ - autrement dit, avec les notations
ci-dessus, on a Fy = Fy = kerq;

b) cette démonstration démontre que si F' est un sous-espace de E tel que la restriction de g a F'
soit non dégénérée et positive (resp. non dégénérée et négative), on a dim F' < dim E, (resp.
dim F < dimE_).

9.21 Définition. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ une forme quadratique sur
E. On appelle signature de g le couple (k,¢) ou k et ¢ désignent respectivement le nombre des e; tels
que g(ej) > 0 et g(e;) < 0 pour une base de £ orthogonale pour q.

Si ¢ admet la décomposition de Gauss ¢ = Zai f? ot (fi,..., f.) est une famille indépendante de
formes linéaires isur E, alors la signature de ;:elzst (k,¢) ou k (resp. ) est le nombre de i € {1,...,7}
tels que a; > 0 (resp. a; < 0). En effet, la forme polaire de q est ¢ : (x,y) — Za,f,(w)fz(y), puisque
¢ est bilinéaire et symétrique et ¢(z) = ¢(x,z) pour tout z € E. Complétons Z(: ]%1, ..., fr) en une base
(f1,..., fn) de E*. Cette base est la base duale d'une base (ey,...,e,) de E; on a

r 0 sij#j
cp(ej,ej/) = Zai&-,ﬂ@f = 0 sl ] = j, >r
=1 a;j sij=j <
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Donc la base (eq, . .., e,) est orthogonale et k (resp. £) est bien le nombre des j tels que g(e;) > 0 (resp.
q(e;) <0).

9.22 Conséquence : recherche d’extrema locaux. Soient U un ouvert d’un espace vectoriel réel
E de dimension finie, a un point de U et f : U — R une application. Rappelons que f est différentiable
en a si et seulement si elle admet au voisinage de a un développement limité de la forme f(z) =
f(a) + £(z —a) + o(||x — al|) ou £ est une forme linéaire sur £ (la différentielle df, de f en a). Si elle
est deux fois différentiable en a, elle admet au voisinage de a un développement limité de la forme
f(z) = f(a) + (x —a) + q(z — a) + o(||x — a||*) ol £ est une forme lindaire et ¢ une forme quadratique
sur F (la différentielle seconde de f est 2¢). On a :
a) Si f admet un extremum local en a et est différentiable en a, alors df, = 0.

b) Supposons que f admette au voisinage de a un développement limité d’ordre 2 de la forme
fz) = f(a) +q(z — a) + of|lx — al*).
e Si f présente en ¢ un minimum (resp. maximum) local, alors la forme quadratique ¢ est
positive (resp. négative).
e Si la forme quadratique ¢ est définie positive (resp. définie négative), alors f présente en a
un minimum (resp. maximum) local.

9.2 Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien
9.2.1 Bases orthonormales

Soit E un espace vectoriel euclidien. Autrement dit E est un espace vectoriel réel de dimension finie
muni d’une forme bilinéaire symétrique positive et non dégénérée ( | ). Rappelons que E possede une
base orthonormale (on dit aussi base orthonormée), i.e. une base orthogonale (e;) telle que, pour tout
i on ait (e;|le;) = 1. L’existence d’'une base orthonormale résulte immédiatement de I'existence d’une
base orthogonale (théoreme . En effet, soit (fi,..., fn) est une base orthogonale; par positivité,
on a (f;|f;) € R% ; on pose alors e; = (f;| f;)"/*fi et 1a base (ey, ..., e,) est orthonormale.

Pour construire des bases orthonormales, on utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt :
9.23 Orthonormalisation de Gram-Schmidt. Soit (z1,...,x,) une base de E. Il existe une unique

base orthogonale (fi, ..., fn) et une unique base orthonormale (ey,...,e,) de E telles que pour tout k €
{1,...,n} on ait :

a) Vect(xy,...,x) = Vect(f1,..., fr) = Vect(ey, ..., ex)
b) x — fir € Vect(xy,...,x5-1) (en particulier fi = x1) et (x;le;) = 0 (en fait (x;le;) > 0).

On construit les f; et les e; de la maniere suivante :

k—1
O N i R O P TSI

y —
il 271
Pour démontrer I'unicité de fi, posons Ey = Vect(zy, ..., ).
e La condition sur fj se lit fi € Ekl_l et . — fr € Ex_1, donc f est le projeté orthogonal de x

sur Ei- .

e La condition sur e, impose que e, € E et ¢ € Ekﬁl : donc e, est dans la droite vectorielle de
E), orthogonale a I'hyperplan Ej_; de Ej. Cette droite a exactement deux vecteurs de norme 1.
L'un || fx]|~' fx a un produit scalaire positif (égal & || fi||) avec zy ; il convient ; Pautre —|| fi ||~ fx
a un produit scalaire strictement négatif avec xy ; il ne convient pas.
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9.2.2 Endomorphismes et formes bilinéaires

9.24 Proposition. Pour toute forme bilinéaire ¢ sur E, il existe un unique endomorphisme f de E
tel que, pour tout (z,y) € E* on ait p(z,y) = (f(x)|y).

Démonstration. Pour x € E, notons ¢, 'application linéaire y — (z|y). Puisque ( | ) est non dégénérée,
I’application linéaire x — £, est injective : ¢’est une bijection de E sur E* puisque dim F = dim E*.
Soient ¢ une forme bilinéaire sur F et x € E. L’application y — ¢(x,y) est linéaire; il existe donc un

unique z, € E tel que pour tout y € E on ait ¢(z,y) = (z;|y); on vérifie aisément que 'application
f i x— 2, est linéaire. O]

9.25 Proposition. Soient E un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme de E. Il existe un
unique endomorphisme f* de E tel que pour x,y € E on ait (x|f(y)) = (f*(z)|y).

Démonstration. La forme (z,y) — (x| f(y)) est bilinéaire, donc s’écrit sous la forme (f*(x)|y). O

9.26 Définition. Soient F un espace euclidien et f un endomorphisme de E. L'unique f* de E tel
que pour z,y € E on ait (x|f(y)) = (f*(z)|y) s’appelle 'adjoint de f. On dit que f est symétrique ou
autoadjoint si f* = f; on dit qu’il est orthogonal s'il est bijectif et f* = f~'; on dit qu’il est normal

si ffof=/fof"

Remarquons que tout endomorphisme symétrique est normal et tout endomorphisme orthogonal est
normal.

9.27 Proposition. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. La matrice de f* dans
une base orthonormale B de E est la transposée de la matrice de f dans la base B.

Démonstration. Ecrivons B = (e, ..., e,). Notons (a; ;) la matrice de f dans la base B. On a f(e;)

Z a; ;e;, donc a; ; = (f(ej)|e;). La matrice de f* dans la base B est donc (¢; ;) avec ¢; ; = (f*(ej)|e;) =
i=1
(ej|f(ei)) = aj;. C'est la transposée de (a; ;).

O

9.28 Remarque. Soit ¢ une forme quadratique d’un espace euclidien F et ¢ sa forme polaire. Il existe
un unique endomorphisme f symétrique tel que, pour tout =,y € E on ait p(x,y) = (f(z)|y). En
particulier, q(z) = (f(x)|x).

L’application qui & un endomorphisme symétrique f associe la forme bilinéaire symétrique (z,y) —
(f(x)|ly) et I'application qui a une forme bilinéaire symétrique ¢ associe la forme quadratique = —
o(z, x) sont bijectives, donc I'application qui a un endomorphisme symétrique f associe la forme qua-
dratique x — (f(z)|z) est bijective.

Notons que si un endomorphisme symétrique f, une forme bilinéaire symétrique ¢ et une forme qua-
dratique ¢ se correspondent a travers ces bijections, on a ker f = ker p = kerq, donc rg f =rgp = rgq.

9.2.3 Diagonalisation simultanée

9.29 Théoreme. Soient E un espace vectoriel euclidien et ¢ une forme quadratique sur E. Il existe
une base orthonormale de E qui soit orthogonale pour q.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E.
e Sin =1, toute base est orthogonale pour toute forme quadratique!
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e Supposons n > 2 et le résultat démontré pour toute forme bilinéaire symétrique d’un espace
euclidien de dimension n — 1.
Soit S la sphere unité de E. C’est une partie compacte de E. L’application continue ¢ atteint
son maximum en un vecteur e; € S. Posons A = ¢(eq) et ¢;(z) = A(z|z) —g(z). La forme polaire
1 de qq est donnée par ¢;(x,y) = Mz|y) — p(z,y) ou ¢ est la forme polaire de ¢q. Notons enfin
H T'orthogonal de e; pour le produit scalaire de E.
Par définition de eq, la forme ¢; est positive et e; est isotrope pour ¢;. Il appartient donc au
noyau de ¢; : pour tout y € E on a ¢(e1,y) = 0, soit p(er,y) = A(er]y). En particulier, pour
y € H on trouve p(e1,y) = 0.
Par I'hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale (es, ..., e,) de H qui soit ortho-
gonale pour la restriction de ¢ & H. La base (e, ..., e,) convient. O

On peut reformuler le théoréeme de fagon plus abstraite :

9.30 Corollaire : Diagonalisation simultanée < abstraite >. Soient E un espace vectoriel réel de
dimension finie et q1,qs deuzr formes quadratiques avec q; définie positive. Il existe une base orthonor-
male pour q; qui soit orthogonale pour qs.

Démonstration. Muni de la forme quadratique ¢;, E est un espace euclidien. On peut donc appliquer
directement le théoreme. O]

9.2.4 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

Soit f un endomorphisme symétrique de E; posons p(x,y) = (f(z)|y). Par la diagonalisation simul-
tanée, il existe une base orthonormale (eq, . .., e,) qui soit orthogonale pour . On a donc (f(e;)|e;) =0
pour i # j, donc la matrice de f est diagonale dans la base (eq,...,e,). On a donc :

9.31 Théoreme. Tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien se diagonalise dans une base
orthonormale.
O

Nous trouverons en exercice (9.15) une généralisation de ce théoreme pour les endomorphismes nor-
maux.

Donnons une autre démonstration de ce théoréme. Nous allons raisonner par récurrence. Notons P, la
propriété : Tout endomorphisme autoadjoint d'un espace euclidien de dimension n se diagonalise dans
une base orthonormale.

Soit donc T' un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n.
Pour n =1, il n’y a rien a démontrer : tout endomorphisme est diagonal dans toute base!
Supposons donc que n > 2 et que P,_; soit vraie.

Nous utilisons le résultat suivant :

9.32 Lemme. Soit F' un sous-espace de E invariant par T. Alors :
a) L’orthogonal F* de I est invariant par T.
b) La restriction de T o F et F* est auto-adjointe.
Démonstration. a) Pourx € F+ety € F, on a- puisque T est autoadjoint (T'(x)|y) = (z|T'(y)) =0
puisque y € F et F est invariant. Cela prouve que 7'(x) est orthogonal a tout y € F' : donc
T(z) € F*.
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b) Pour z,y € E on a (T(z)|y) = (z|T(y)). Cela est donc vrai si x,y € F, ou x,y € F*. O

Pour finir la démonstration du théoreme par récurrence, il suffit de démontrer que tout endomorphisme
autoadjoint d’un espace vectoriel euclidien non nul possede un vecteur propre e; que I’on peut supposer
de norme 1. Nous poserons alors F = Re;. Par ’hypothese de récurrence, la restriction de f & F+ admet
une base orthonormale (e, ..., e,) de vecteurs propres. Alors la base (ej,ea, ..., e,) est orthonormale
et formée de vecteurs propres de T'.

Pour n = 2, choisissons une base orthonormale (e, ) et écrivons la matrice de T' dans cette base :

b
(a+ ¢)* —dac + 4b* = (a — ¢)* + 4b*. 11 est positif ou nul, donc T' possede un vecteur propre.

b . L .
A= (¢ c)' Le polynome caractéristique de A est X* — (a + ¢)X + (ac — b*) dont le discriminant est

Si T possede un sous-espace invariant F' de diemension 2, sa restriction a F, qui est autoadjointe,
possede un vecteur propre, donc 1" possede un vecteur propre.

Pour finir, on utilise le résultat suivant :

9.33 Lemme. Soient E un espace vectoriel réel non nul de dimension finie. Tout endomorphisme de
E posséde un sous-espace stable de dimension 1 ou un sous-espace stable de dimension 2.

Démonstration. Soit u un endomorphisme de E. Notons M € M, (R) la matrice de u dans une base
quelconque. La matrice M possede des valeurs propres dans C. Il existe donc A = s+ it € C (avec
s,t € R) et un vecteur-colonne Z € C" non nul tel que MZ = \Z. Ecrivons Z = X +iY ou X et
Y sont des vecteurs-colonne réels. On a M(X +1iY) = (s + it)(X + 1Y), soit MX = sX — tY et
MY =tX + sY. Cela prouve que le sous-espace F' engendré par les vecteurs x et y de composantes X
et Y est stable par u. Comme Z # 0 ce sous-espace I’ n’est pas nul. Comme il est engendré par z,y,
on a dim F' < 2. O

9.34 Interprétation matricielle. Si A est une matrice symétrique (réelle), il existe une matrice
orthogonale U et une matrice diagonale D telles que A = U 'DU.

9.35 Proposition (Endomorphismes positifs ; décomposition polaire). Soit E un espace eucli-
dien.
a) Pour un endomorphisme autoadjoint T de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout x € E on a (T(x)|z) = 0.
(ii) Toutes les valeurs propres de E sont positives.
On dit que T est positif s’il vérifie ces conditions.

b) Lapplication T v+ T? est bijective de l’ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs dans
lui-méme.

c) Pour toute application linéaire bijective S € L(E), il existe un unique couple (u,T) ot u est un
endomorphisme orthogonal et T est un endomorphisme autoadjoint positif tels que S = uT.

Démonstration. a) D’apres le théoréme[9.31], il existe une base orthonormée (e, .. ., e,) de E formée
de vecteurs propres de 7. Notons A; la valeur propre associée a e;. Comme (T'(e;)|e;) = A, il
n n

vient (i)=-(ii). Si tous les A; sont dans R, on trouve pour z = Ztiei, (T(x)|x) = Z \it? >0,
i=1 i=1
donc (ii)=(i).

b) Soit S un endomorphisme positif.
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)

e Soit (eq,...,e,) une base orthonormée (eq,...,e,) de FE formée de vecteurs propres de T.
Ecrivons S (e;) = Aie; avec \; € Ry. Alors 'endomorphisme 7" satisfaisant T'(e;) = Ve; est
positif et 'on a 7% = S, donc lapplication T'— T2 est surjective.

e Soit 7' un endomorphisme positif tel que 7% = S. Pour A € R, posons E)(T) = ker T — \idp
et E\(S) = ker S — \idg. Si @ € E\(T), alors T?(x) = Az, donc E\(T) C E\:(S). En
particulier, si \ est valeur propre pour T, alors A\? est valeur propre pour S.

Notons Aq, ..., A\; les valeurs propres de S. Toute valeur propre de 7' est donc de la forme
k

k
VAi. Comme S et T sont diagonalisables on a Z dim(Fy,(S)) =n = Z dim(E 5 (T)). On

J=1 Jj=1
k

en déduit que, pour tout ¢, on a F),(S) = E /5.(T). Done, si z = Z x; est la décomposition
j=1

k k
de x dans E = @ E\,(S) il vient T'(x) = Z V\iz;, d’ott I'unicité de T. Donc Papplication
Jj=1 Jj=1
T +— T? est injective.
Si S =uT,onaS*S="TuuT et puisque u est orthogonal et T autoadjoint, il vient S*S = T
Cela démontre 'unicité de T" d’apres l'injectivité dans @ On en déduit aussi v = ST, d’olt
aussi l'unicité de u (remarquons que T' 'égalité S = wT impose que T est bijectif puisque S
lest).
Inversement, remarquons que (S*S(z)|x) = ||S(x)||* est positif pour tout = € E. Il existe donc
un (unique) endomorphisme positif 7" tel que S*S = T?. Comme det S*S = (det S)* # 0, on
en déduit que 7T est bijectif. Posons u = ST~!. Prenant les adjoints dans I'égalité T 'T = idp,
on en déduit que (T71)* = T~'. On trouve u*u = (T~1)*S*ST = T 'T*T~" = idg, donc u est
orthogonal. O]

I*

9.36 Interprétation matricielle. Pour A € GL(n;R) il existe un unique couple de matrices (O, T)
avec O € O,(R) et T matrice symétrique non dégénérée positive, telles que A = OT .

9.2.5

Conséquences géométriques : quadriques

Généralités sur les quadriques : E est un K espace vectoriel

a)

Définition des quadriques :

Une quadrique est un sous-ensemble D de I'espace F admettant une équation du type ¢(x) =0
ol ¥ est un < polynome de degré 2 >, c’est a dire ¥ (z) = ¢(x)+£(x)+c, avec ¢ forme quadratique,
¢ forme linéaire et ¢ € K.

Quadriques non dégénérées.

Posons N = kerq Nker/ et soit p: £ — E un projecteur de noyau N.

Pour z € Eet y € N, on a )(z+y) = ¥(x) de sorte que 1) = 1 op. Dans ce cas notre quadrique
s’écrit D1 x N ou D; est une quadrique d’un supplémentaire de N ('image de p).

On dira que la quadrique est non dégénérée si N = {0}. Comme dimker ¢ > n — 1, cela impose
dimkerq < 1.

Centre d’'une quadrique non dégénérée.

On cherche les symétries centrales laissant invariante (I’équation d’) une quadrique.

Soit a € E. On devra avoir ¢(a — z) = (x + a). Or ¢(z + a) — g(a — z) = 4p(z,a) ou ¢ est la
forme polaire de ¢. On a donc ¢ (a + x) — ¥(a — x) = dp(z,a) + 2((x).

Si ¢ est non dégénérée, il existe un unique a tel que pour tout x on ait ¢(x,a) = —§€(x).

99



Si g est dégénérée, prenant x € kerq non nul (et donc = ¢ ker ¢ car notre quadrique est non
dégénérée) on ne peut avoir 4¢(z,a) + 2¢(x) = 0.

Symétries d’une quadrique, axes principaux d’une quadrique a centre (juste quelques
mots...)

En se plagant au centre d’une quadrique a centre, I’équation devient ¢(x) = ¢(x)+ ¢ = 0. On dira alors
qu’elle est propre si elle est non dégénérée et ne contient pas son centre, i.e. si ¢ est non dégénérée et
¢ # 0. L’équation devient donc g(x) = 1 avec g non dégénérée (on a divisé par c).

On suppose de plus que E est un espace affine euclidien (donc K = R). L’équation d’une quadrique
a centre propre (en prenant pour origine le centre) est (x|f(z)) = 1 ou f est un endomorphisme

symétrique inversible de

Les droites propres de f passant par le centre de la conique s’appellent les axes principaux de notre
quadrique.

ko 2 n 2
. . , . , . X; Z; . .
En diagonalisant, I’équation s’écrira E —5 = — = 1 (avec k > 1 si notre quadrique n’est pas
a; a;
i=1 1 =kl ¢

vide).

Pour k& = n, notre quadrique est un ellipsoide de demi azxes principauz a;.

On peut chercher les symétries de notre quadrique, i.e. les isométries g de I’espace la laissant invariante.
Une telle isométrie fixera nécessairement le centre et on devra avoir g o § = ¢, soit §" o f o g = f, soit

encore go f = fog. Si toutes les valeurs propres de f sont distinctes, § devra étre diagonale, et comme
c’est une isométrie, ses valeurs diagonales sont des +1.

Dans le cas général, g devra fixer les espaces propres de f. Sa matrice sera donc diagonale par blocs
avec des blocs qui représentent des isométries des espaces propres de f. On peut déja remarquer que
s’il existe des isométries fixant ¢ qui ne sont pas d’ordre 2, alors f a nécessairement des valeurs propres
multiples (voir I'exercice [9.5)).

9.3 Exercices

9.1 Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2. Soient E un K-espace

vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et (ey,...,e,) une base de E orthogonale pour g.
1. Soit i € {1,...,n} tel que e; soit isotrope. Démontrer que e; € kerq.
2. Posons J = {j € {1,...,n}; e, isotrope}. Démontrer que (e;);cs est une base de ker g.

9.2 Quelle est la dimension de P'espace vectoriel des formes quadratiques sur K" ?

9.3 [ Exercicel Notons () l'espace vectoriel des formes quadratiques sur R™ et S la sphére unité de

I’espace euclidien R".
1. Démontrer que lapplication N : ¢ — sup{|q(z)|; € S} est une norme sur Q.

2. Démontrer que les formes quadratiques non dégénérées sur R" forment un ouvert Q* dense dans
Q.
3. Démontrer que les formes quadratiques de signature (p,n — p) forment un ouvert dans Q.

4. Quelles sont les composantes connexes de Q™ 7
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9.4 [ Exercicel Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et ¢ une forme quadratique non
dégénérée sur E.
1. Notons (r,s) la signature de ¢. Quelles sont les signatures possibles des restrictions de ¢ a des
hyperplans de E 7

2. On se donne une suite (Ej)o<r<n de sous-espaces de E tels que dim By, = k et E, C Egyq. On
suppose que pour tout k la restriction qr de ¢ a Ej est non dégénérée.

a) Démontrer qu'il existe une base orthogonale (ey,...,e,) de E telle que pour k € {1,...,n},
les vecteurs (eq, ..., ex) forment une base de F.

b) Notons Ay la matrice de ¢ dans une base de Ejy. Démontrer que la signature de g est (n—/, ()
ou { est le nombre de changements de signes dans la suite (det Ay)o<k<n (le signe de det Ay

ne dépend pas de la base choisie). - (Voir aussi exerc. [7.12)).

9.5 Nature de la quadrique d’équation zy + yz + zx + 1 = 0.

9.6 Démontrer que I'application M + Tr(M?) est une forme quadratique non dégénérée
sur M,(R). Quelle est sa signature ?

9.7 Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel. Quelle est en fonction de
la signature de ¢ la plus grande dimension de sous-espace totalement isotrope de E (i.e. sous-espace
vectoriel de E formé de vecteurs isotropes) ?

9.8 [ Exercicel Soient K un corps de caractéristique différente de 2, E un K-espace vectoriel de
dimension finie et ¢ une forme quadratique sur E.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E démontrer que dim F* = dim E — dim F + dim(F Nker q).

2. Plus généralement, soient F' et G deux sous-espaces de E. Démontrer que

dim G — dim(F* N G) = dim F — dim(F N G™).

9.9 [ Exercicel Soient K un corps de caractéristique différente de 2, E un K-espace vectoriel de
dimension finie et ¢ une forme quadratique sur E.

Un sous-espace F' de E est dit totalement isotrope si la restriction de ¢ a F' est nulle. Un sous-espace
F de E est dit totalement isotrope mazximal s’il est totalement isotrope et s’il n’y a pas de sous-espace
de E totalement isotrope contenant I’ et distinct de F'. Le but de cet exercice est de démontrer que
tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux de £ ont méme dimension.
Fixons un sous-espace totalement isotrope maximal F'.

1. Soit x € F*+ un vecteur isotrope. Démontrer que = € F.

2. Soit G un autre sous-espace totalement isotrope maximal. Démontrer que F- NG = F N G.

3. Conclure a l’aide de 'exercice [0.8

9.10 Théoréme de Witt. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K de caractéristique # 2 et g une forme quadratique non dégénérée sur E. Notons O(q) le groupe
orthogonal de ¢, c’est a dire I'ensemble des applications linéaires bijectives 7 : £ — FE telles que

qoeT =(¢.
Le but de cet exercice est d’établir le théoreme de Witt qui affirme que pour tout sous-espace vectoriel

F de E toute application linéaire injective o : F' — E satisfaisant ¢ o f(x) = ¢(z) pour tout z € F, il
existe 7 € O(q) qui prolonge o.

On procede par récurrence sur dim £.
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1. Examiner le cas ot dim £ = 1 ou dim F' = 0.

On suppose a présent que dim E = n > 2, que dim F' # 0 et le résultat établi pour un espace
vectoriel de dimension n — 1.

2. On suppose qu'il existe z € F tel que g(z) # 0 et o(z) = z. Posons Ey = 2+, F; = F N E,.
a) Démontrer que o(Fy) C Ej.
b) Démontrer qu’il existe 7 € O(q) qui prolonge o.

3. On suppose que F' n’est pas totalement isotrope. Soit = € F tel que g(z) # 0 et posons y = o(x).
a) Calculer ¢(x +vy) + q(x —y) et en déduire que x +y et & — y ne sont pas tous deux isotropes.
b) Démontrer quil existe un sous-espace G C E tel que l'on ait E = G @G, v +y € G et

r—yeGt

¢) En déduire qu’il existe 1, € O(q) telle que 7 (x) = y.
d) Conclure dans ce cas.

4. On suppose que F' est totalement isotrope. Notons ¢ la forme polaire de ¢g. Soit ¢ une forme
linéaire non nulle sur F'

a) Démontrer qu'il existe € E tel que, pour tout y € F, on ait {(y) = ¢(z,y).
b) Démontrer que I’élément x de la question précédente peut étre choisi isotrope.

c) Démontrer que I'on peut prolonger o en une application linéaire injective 7 : FF @ Kx — E
telle que 1'on ait encore ¢(@(z)) = q(z) pour tout z € F & K.

d) Conclure.

9.11 [Exercicel 1. Soit E un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme de E. Démontrer
qu’il existe des endomorphismes u et g de E avec u orthogonal et g autoadjoint positif tels que

f=uoy.
2. Soit S € M,(R). Démontrer qu’il existe deux matrices orthogonales U,V et une matrice diago-
nale D a coefficients diagonaux positifs telles que S = UDV..

9.12 (Décomposition d’Iwasawa). Démontrer que pour tout A € GL,(K) il existe une
unique matrice U orthogonale (unitaire) et une unique matrice triangulaire supérieure 7' dont les
coefficients diagonaux sont (réels et) strictement positifs telles que A = UT'.

9.13 [ Exercicel Soit E un espace vectoriel euclidien. Notons n sa dimension. Soit ¢ une forme qua-
dratique sur E.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que la quantité T, (F) = Z q(e;) ne dépend
j=1

pas de la base orthonormée (e, ..., e;) de F.

2. Soit k € N tel que 1 < k < n. On veut rendre la quantité T,(F) la plus grande possible parmi
les sous-espaces de F de dimension k. Pour cela, on utilise une base orthonormée (e, ..., e,) de
E dans laquelle la matrice de ¢ est diag(\;) avec Ay = Ao = ... = \,..
a) Exhiber un sous-espace I' de E de dimension k tel que T,(F) = Z A

j=1

b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k. Démontrer qu'’il existe un vecteur e € F'

de norme 1 tel que g(e) < Ay.
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c) Démontrer que pour tout sous-espace F' de E de dimension k, on a T, (F) < Z Aj.
j=1

9.14 On se donne des points (M, ..., My) dans un espace affine euclidien F de dimension
n. On cherche un sous-espace affine F' de E de dimension k£ qui approche le mieux possible les points

M;. On affecte de plus les points M; de coefficients positifs a; et I’'on veut rendre la plus petite possible
N

la quantité Jp = Zai d(M;, F)? ot d(M;, F) est la distance de M; & F. On note G le barycentre de

(Mr,ar)...., (My, a,)

1. Soit (é1,...,€, k) une base orthonormée de 1'orthogonal de ? C L? Démontrer que l'on a
N n—k N
—
Tp = (Zai>d(G, F?+ 33 a(GM|e)>.
i=1 j=1 i=1

2. A Taide de I'exercice démontrer qu’il existe un sous-espace affine F' de dimension k réalisant
ce minimum et le décrire.

On rencontre ce type de situations dans plusieurs cadres tres différents. Par exemple :

Régression linéaire par la méthode des moindres carrés. Ce type de probléeme se rencontre souvent en statistique
et en économétrie. On mesure un certain nombre de grandeurs z1,...,z, d'une population. Cela nous donne N points
M, ..., My dans R™. On cherche les relations affines qui sont (presque) satisfaites par ces points. Si U'on veut n — k
relations (n — k régressions linéaires), on cherchera le sous espace de dimension k qui contient le mieux ces points.

La méthode qu’utilise cet exercice est la méthode de moindre carrés qui consiste donc a minimiser la somme de carrés
de distance a notre sous espace.

Moment d’inertie. Donnons-nous un solide dans R?, considéré comme composé de N points matériels M; de masse

a;, dont les distances mutuelles sont fixes. Ce systéme est en mouvement de rotation autour d'un axe A, fixe dans le
référentiel d’étude, a la vitesse angulaire w, qui est la méme (& un instant donné) pour tous les points du systeme. La
distance de M; & A est notée r;. La vitesse de r; est donnée par ||7;|| = wr;.

Le calcul de I’énergie cinétique de cet objet donne :

1, .2 1 2 _ 1.2 2
E.= E 50,V; = E 5ai(wri)® = sw E a;r;.
i i i

La quantité Ja = Zairf est le moment d’inertie par rapport a A.

3

9.15 | Exercice, Réduction des endomorphismes normauz. Une matrice M € M, (R) est dite
normale si ‘M M = M 'M. En particulier, les matrices symétriques, les matrices antisymétriques et les
matrices orthogonales sont normales. Soit M une matrice normale.

. . I . —b
1. On suppose que n = 2. Démontrer que M est soit symétrique soit de la forme <Z a> (a,b € R)

- (i.e. une matrice de similitude directe).

A B
0 C
matrices carrées. Démontrer que ‘A A = A'A+ B'B et en déduire (a I'aide d’un calcul de trace)
que B = 0, puis que A et C sont des matrices normales.

3. A Tlaide du lemme démontrer qu’il existe une matrice orthogonale U telle que U M U
s’écrive M = lO) lg ) ou D = diag(\;) est diagonale et D; = diag(S;) est diagonale par blocs
1

2 x 2, les S; étant des matrices de similitudes directes.

2. On suppose que M se décompose par blocs sous la forme M = ( ) ou A et C' sont des

4. Rappelons qu'un endomorphisme u d’un espace euclidien E est dit normal si uu* = v*u. Enoncer
un théoreme de réduction des endomorphismes normaux. En déduire des théoremes de réduction
pour les endomorphismes orthogonaux et pour les endomorphismes antisymétriques.
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10 Géométrie affine en dimension finie

10.1 Petit rappel sur les actions de groupes
10.1.1 Définitions

Rappelons pour commencer quelques définitions sur les actions de groupes.

10.1 Définition. Soient G’ un groupe et X un ensemble. Notons e ’élément neutre de G.
e Une action ou opération de G sur X est une application de G x X dans X notée (g,x) — g.x
(ou juste gz) telle que,

Vee X, Vg,he Gx G, (gh)x=g.(hax) etex=ux

On appelle parfois G-espace, un ensemble muni d’une action d’un groupe G.

e On dit que l'action est libre ou que X est un G-espace principal si pour tout z € X et g € G,
onagr=r < g=e;

e on dit que I'action est transitive si pour tout (z,y) € X2, il existe g € G tel que gr = y. Si
X # ) on dit aussi que X est un G-espace homogéne.

L’application (g, z) — (gz,z) de G x X dans X x X est injective si et seulement si I’action est libre et
surjective si et seulement si ’action est transitive.

Orbites. Une opération de G dans X donne lieu a une relation d’équivalence R sur X : pour
x,y € X, on ax Ry s’il existe g € G avec x = g.y. La classe d’équivalence d’'un élément x est
son orbite G.x = {g.x; g € G}. L’ensemble quotient de cette relation d’équivalence - ensemble
des orbites est noté G\ X. L’action est transitive, si et seulement s’il y a une seule orbite.

Orbites d’une permutation. Si ¢ est une permutation de X, autrement dit si o : X — X est
une bijection, on obtient une action du groupe Z dans X en posant n.x = ¢"(x). On appelle
orbites de o, les orbites de X sous cette action de Z.

Stabilisateurs. Soit z € X. Le stabilisateur de z, est 'ensemble St, des g € G tels que g.x = .
C’est un sous-groupe de GG. Remarquons que les stabilisateurs de deux points de la méme orbite
sont conjugués : h € St,, <= hgr = gr <= (9 'hg).w =2 < g 'hg € St,.

Opération fidele. Enfin, on dit que 'action est fidéle si pour tout g € G distinct de e, il existe
r € X tel que g.x # x.

10.1.2 Digression : cas des groupes finis opérant sur un ensemble fini

Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X.

Opérations libres. Si 'action est libre, toutes les orbites ont méme cardinal que G : on obtient
card X = (card G) (card G\ X) ou G\ X désigne le quotient d’équivalence de X par l'opération
de G.
Un cas particulier important est le cas ou 'on fait opérer sur un groupe GG un sous-groupe H
en posant h.g = hg. L’action est clairement libre et 'on en déduit la formule (théoreme de
Lagrange)

card (G) = card (H).card (G/H).
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Opérations transitives. On suppose que l'opération est transitive. Soit a € X et notons H = St,
le stabilisateur de a, i.e. 'ensemble des g € G tels que g.a = a. C’est un sous-groupe de G. Pour
u,v € G, on a u.a = v.a si et seulement si (u_lv).a = a, i.e. si et seulement si v”lv € H.
On en déduit une bijection p : G/H — X ou G/H est le quotient de G par l'action (libre)
(h,g) — gh™' de H sur G. Il vient card G = (card H)(card G/H) = (card H)(card X).

Formule des classes. Dans le cas général d'une action d’'un groupe G sur X, en choisissant un
point par orbite, on obtient une partie B de X qui rencontre chaque orbite en un point. On a

card X = anrd Gb= Z card &

card St
beB beB

ou St, = {g € G; g.b ="b} est le stabilisateur de b.

Formule de Burnside. Pour g € G, notons Fix(g) = {x € X; g.x = z}. Calculons le nombre
de points de Y = {(g,x) € G x X; gxr = x}. En regroupant selon g € G, on trouve cardY =

Z card Fix(g). En regroupant selon z € X il vient cardY = Z card St,. Regroupons encore

gelG zeX
les x en fonction des orbites de ’action. Choisissons pour cela une partie B de X qui rencontre

chaque orbite en un point. Soit b € B. Si x € G.b est dans l'orbite de b, les stabilisateurs de x et b

sont conjugués, donc ont méme nombre d’éléments. Donc Z card St, = (card St,)(card G.b) =
z€G.b

card G. 1l vient cardY = Z ( Z card St$> = (card B)(card G)

beB  xeG.b
On obtient ainsi la formule de Burnside :

1 :
card G\ X = p—e gze; card Fix(g).

10.2 Espaces affines, sous-espaces affines

Soit K un corps. Un espace affine est un espace vectoriel dont on aurait perdu le vecteur nul...

10.2 Définitions et conventions.

Espace affine. Un espace affine est un ensemble non vide £ muni d’'une action libre et transitive
d’un espace vectoriel E . L’espace vectoriel E s’appelle 'espace vectoriel associé a E, ou la
direction de E. On dit que E est de dimension finie si est de dimension finie et on pose
dim F = dim E'. Une droite (resp. un plan) affine est un espace affine de dimension 1 (resp. 2).

Translations. L’action d’un vecteur 4 € l? sur un point A de E se note A+ @ ou Tz(A). L’appli-
cation Ty s’appelle la translation de vecteur 4. On a bien stur Tz o Ty = Tz 5.

Notation /ﬁ Si A, B € E, I'unique élément 4 de ﬁtel que A+ © = B se note ﬁ
Relation de Chasles. Pour A, B,C € E, on a ﬁ—’— ﬁ: 1@), /ﬁ: ﬁ

— — =

Parallélogramme. Pour A, B,C, D, on a ﬁ = DC si et seulement si AD = BC'. On dit alors
que A, B,C, D est un parallélogramme.

Sous-espace affine. Soit E un espace affine ; notons ﬁ sa direction. Soit ﬁﬁ un sous-espace vec-

toriel de E. On appelle sous-espace affine de direction ? une orbite de l'action de dans

E'; c’est alors un espace affine de direction F'. Un hyperplan affine est un sous-espace affine de
co-dimension 1.
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Il est d’usage de considérer que [’ensemble vide n’est pas un espace affine, mais que c’est un
sous-espace affine dont tout sous-espace vectoriel est une direction. Avec cette convention, I'in-
tersection d’une famllle quelconque (F});er de sous-espaces affines de E est un sous-espace affine

de direction ﬂ F;.
el
Sous-espace affine engendré. Soit E un espace affine et P une partie de E. Il existe un plus
petit sous-espace affine de E contenant P (I'intersection de tous les sous-espaces affines de E
contenant P).

Parallélisme. Deux sous-espaces affines ayant méme direction sont dits paralléles. On dit encore

qu’un sous-espace affine F' est parallele a un sous-espace affine G si la direction de F' est contenue
dans celle de G.

10.3 Applications affines

10.3 Définition. Soient F et I’ des espaces affines. Une application f : E — F est dite affine s’il
B

existe une application linéaire 'E E = F telle que, pour tout A, B € E on ait f(A)f(B) = f (zﬁ)

On dit que f est U'application linéaire associée a f.

10.4 Proposition. Soient E et F des espaces affines et f : E — F une application. Pour A € F,
notons @ lapplication 4 : U — f(A)f(A+W). On a équivalence entre :
(i) Il existe A € E tel que Uapplication @4 soit linéaire ;
(ii) pour tout A € E Uapplication @4 soit linéaire ;
(iii) ’application f est affine - et dans ce cas, on a p4 = fpour tout A € E.

L’image (resp. I'image réciproque) d'un sous-espace affine de E (resp. de F') par une application affine
f: E'— F est un sous-espace affine de F' (resp. de E).

Soit f : E — FE une application affine. Les points fizes de f sont les A € E tels que f(A) = A.
L’ensemble des points fixes de f est un sous-espace affine de E. S’il n’est pas vide, sa direction est

ker(f — id ).

Une composée d’applications affines est affine ; la réciproque d’une application affine bijective est affine.

10.5 Exemples. Soit E un espace affine. Soient F' un sous-espace affine non vide de E et C? un
sous-espace supplémentaire de
Projecteurs. Pour M € FE il existe un unique point P € F' tel que PM € 3 . L’application
f M — P ainsi construite est affine. On 'appelle le projecteur ou projection sur F parallelement
.On a fo f= f. Inversement, toute application affine idempotente est de cette forme.

Symétries. Soit M € E;notons P le projeté de M sur F' parallelement a 5 Posons M' = P+M l3
L’application g : M + M’ ainsi construite est affine. On 'appelle la symétrie par rapport a F

parallelement a 3 On a go g = idg. Inversement, (si la caractéristique de K n’est pas 2) toute
application affine involutive est de cette forme.
Question. Que se passe-t-il en caractéristique 27

10.4 Barycentres

Soit E un espace affine. Un point pondéré est un couple (A, \) € £ x K.
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10.6 Proposition. Soient (A;, \;)ier une famille finie de points pondérés.
—
a) Si Z A = 0, le vecteur Z NMA; ne dépend pas de M. On le note Z NA;.
iel iel iel

b) On suppose que Z Ai #0. Pour G € E, les conditions suivantes sont équivalentes :

i€l
(i) On a Zx\iG—AZ: 0.
i€l
(ii) 1l existe M € E tel que Z )\i]W—A;: (Z /\i> 1\4_(;>
iel i€l
(iii) Pour tout M € FE on a Z)\ZJW—AZ: (Z&)J\Td
i€l el

1l existe un unique point G' de E vérifiant ces conditions.
10.7 Définition. Le point G défini dans la proposition précédente s’appelle le barycentre des < points
pondérés > ((A1, \), ..., (An, A\n)).
Lorsque A; = ... = \,, on dit que M est Iisobarycentre de (A, ..., A,).
10.8 Propriétés des barycentres. Soient ((Aj, A\1),...,(A4,, \y)) des points pondérés. On suppose

que Z Ai # 0. Notons G le barycentre de ((A1, \1),..., (An, An)).
i=1
Homogénéité. Pour A € K™, le barycentre de ((A1, A1), ..., (An, A\,)) est encore G. On peut

n

ainsi se ramener au cas ou Z A; = 1. Dans ce cas, le barycentre de ((A1, A1), ..., (An, \n)) se
. i=1
note Z NiA;.
i=1
Commutativité des barycentres. Pour toute permutation o de {1,...,n}, G est le barycentre

de ((As(1); Ao () - - - s (Ao(m)s Ao(m)))-
Associativité des barycentres. Soit k£ un entier compris entre 1 et n — 1. Posons pu = Z A, et
i=k+1
supposons que g # 0. Notons Gy, le barycentre de ((Agi1, Akt1)s - - -5 (Any An)). Alors le barycentre
de ((Ala >\1)7 B (Aka Ak)ﬂ (Gk’a lu)) est G.

10.9 Proposition. a) Une partie d’un espace affine est un sous-espace affine si et seulement si
elle est stable par barycentres.

b) Une application entre espaces affines est affine si et seulement si elle respecte les barycentres.

Soit E un espace affine. Une partie F' de E est dite stable par barycentres si pour tous Aq,..., A, € F
et A\i,...,\, € K tels que Z Ai # 0, le barycentre de ((A1, \1),..., (A, A\n)) appartient a F.

i=1
Soient F, F' des espaces affines et f : E — F une application. On dit que [ respecte les barycentres
si pour tous Ay,..., A, € E et Aj,...,\, € K tels que Z)\i # 0, I'image par f du barycentre de

i=1

((A1, M), ..., (An, An)) est le barycentre de ((f(A1), A1), ..., (f(An), An)).

10.10 Corollaire. Le sous-espace affine engendré par une partie d’un espace affine est [’ensemble des
barycentres de points de cette partie.
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Tout ce qui concerne les barycentres devient < évident > si on suppose que E est un espace vectoriel,
i.e. si on choisit une origine. Reste que ce choix n’est pas < canonique ». On peut par contre toujours

considérer ¥ comme sous-espace affine d’'un espace vectoriel H. Dans ce cas, G est le barycentre
de ((A1, A1), (A, A\n)) si (Z )\i> G = Z)\ZAZ- (dans ﬁ) - et lorsque Z)‘i = 1, on a bien
icl iel iel

Z NA; =G

iel
10.11 Proposition. Soit E un espace affine.
a) Il existe un espace vectoriel H , et une application affine injective p : E — H telle que 0 & @(F).

Quitte a remplacer ﬁpar le sous-espace engendré par (E), on peut supposer que p(F) engendre
, ce que ['on suppose dans la suite.
b) Il existe une unique forme linéaire f : H— K telle que p(E) ={z € ﬁ; f(z) =1}.
On a alors une identification canonique de l? avec ker f, qui envoie fﬁ sur o(B) — p(A).

c) Si on se donne (ﬁl,fl,gpl) et (ﬁz,fQ,SDQ) il existe un unique isomorphisme u : ﬁl — ﬁg tel
que fi1 = foou et g =uo .

10.5 Reperes
10.5.1 Repere cartésien

10.12 Définition. On appelle repére cartésien de E un (n+ 1)-uplet (O, €, ...,€,) ou O est un point

de E et (€,...,€,) une base de

Coordonnées cartésiennes. Lorsqu’'on a fixé un repere cartésien (O, é,...,¢é,) d'un espace affine

E, on peut repérer un point M par ses coordonnées cartésiennes, i.e. les composantes du vecteur O
dans la base (€7, ..., &,). En d’autres termes un repere cartésien nous donne un isomorphisme d’espaces
affines de K" sur F.

Changement de repére. Un changement de repere est donné par un changement d’origine (i.e. les
coordonnées de la nouvelle origine dans I’ancien repére) et un changement de base (i.e. une matrice de
passage).

Un repere cartésien sur F fixe, une base de 'espace vectoriel B, donc, d’apres si K =R:

e Une orientation.
e Une notion de volume, i.e. une mesure de Lebesgue.

Une transformation affine f de E
e préserve l'orientation si 'application linéaire tangente f a un déterminant positif, sinon elle la
renverse ;
e multiplie les volumes par | det f].
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10.5.2 Repere affine

Equivalents affines de parties libres et génératrices : On a déja vu I’équivalent des parties
génératrices : une partie est (affinement) génératrice si le plus petit sous-espace affine qui la contient
est E. Des points (Ay,...,A,) sont dits affinement indépendants si pour tout (Ay,...,\,) € K" les

égalités S N =0et S AA = 0 impliquent A = ... = A, = 0.

10.13 Définition. Un repere affine ou repere barycentrique est une famille affinement indépendante
et génératrice de points de F.

Soit (Ag, A1, ..., A,) une famille de points de E. Cette famille est un repere affine si et seulement si
la famille (Ag, AgAy, ..., AgA,) est un repere cartésien, i.e. si la famille (AgAy,. .., AgA,) est une base

de E
Soit (Ag, A1, ..., A,) un repere barycentrique de E. Pour tout point M de E il existe (Ao, A1, ..., \,) €

K" tels que Z Ai # 0 et M soit le barycentre de ((Ao, Ao), (A1, A1), ..., (A, A\n)). Le (n + 1)-uplet

i=0
(Mo, A1, ..., Ay) est unique a multiplication par un scalaire non nul pres; il s’appelle un systéme de
coordonnées barycentriques de M dans le repere (Ao, A1,...,A,).

Commentaire. Qu’est-ce qu’un < repere > ? On veut que :
a) une application affine soit déterminée par ses valeurs dans le repére;
b) « toutes les valeurs » soient possibles.

En particulier :
a) Une application affine qui fixe un repere est I'identité;

b) étant donnés deux reperes, il y a une (unique) application affine qui passe de I'un & Pautre.

10.6 Convexité
10.6.1 Généralités

Soit E un espace affine réel (ou complexe). Rappelons la Définition suivante.

10.14 Définition. Soit F un espace affine. Une partie C' de FE est dite conveze si pour tous Ay,..., A, €
C et ty,...,t, € Ry non tous nuls, le barycentre de ((Ay,t1),...,(An, t,)) appartient a C'.

10.15 Proposition. Soit C' une partie de E. La partie C' est convexe dans E si et seulement si, pour
tout A,B € C et toutt € [0,1], on a (1 —t)A+tB e C.

Démonstration. Supposons que pour tout A, B € C' et tout t € [0,1], on ait (1 —t)A+tB € C.

Nous devons démontrer que pour tout n € N, pour toute suite Aq,..., A, d’éléments de C et toute
n n

suite tq,...,t, d’éléments de R, tels que Z t;=1,0na ZtiAi eC.
i=1 i=1

Démontrons cela par récurrence sur n. Cette propriété est vraie pour n = 1 (et n = 2). Si elle est

n+1
vraie pour n > 1, soient Ay,..., A, A1 des points de C' et tq,...,t,,t,1 1 € Ry tels que Zti = 1.
=1
n+1 n ' n
Démontrons que ZtiAi € (; posons t = Zti =1—1t,41 et soient s1,...,s, € R, tels que Zsi =1
i=1 i=1 i=1
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n

et s;t = t;. Par 'hypothese de récurrence, on a B = ZsiAi € C; par le cas n = 2, on a aussi
i=1

n+1

» tiAi=tB+(1—1t)A, € C.
i=1
La réciproque est immédiate. O

Regroupons ci-dessous un certain nombre d’énoncés concernant la convexité.

Quelques propriétés de la convexité

a) Les parties convexes de 'espace R sont les intervalles.

Soit F un espace affine.
b) Tout sous-espace affine de E est convexe (dans E).

¢) Une intersection de parties convexes de F est convexe. En particulier, si A est une partie quel-
conque de F, l'intersection de toutes les parties convexes de E contenant A est le plus petit
convexe de E contenant A; cette partie s’appelle I’enveloppe convere de A. C’est aussi I'en-
semble conv(A) des combinaisons convexes d’éléments de A, c¢’est-a-dire des x € E tels qu’il

p p
existe p € N, des points (zo, ..., x,) € AP et (to,....t,) € szl tels que Zt" =letx= thl’z
=0 =0
En effet cet ensemble est convexe (par associativité des barycentres) et tout ensemble convexe
contenant A contiendra toutes les combinaisons convexes d’éléments de A.

d) Soit F' un espace affine. L'image d’une partie convexe de F par une application affine £ — F
est convexe dans F'.
De méme, I'image réciproque d’une partie convexe de F' par une application affine £ — F' est
convexe dans FE.

10.6.2 Théoreme de Caratheodory

10.16 Théoreme de Caratheodory. Soient E un espace affine de dimension n et A une partie de
E. Pour tout x € conv(A), il eziste xg,...,x, € A tels que x soit barycentre a coefficients positifs ou
nuls de xq, ..., T,.

Démonstration. Soit x € conv(A). Il suffit de démontrer qu'il existe p < n tel que I'on puisse trouver
p

zo,...,xp € Aet tg,...,t, € Ry de somme 1 tels que z = tha:j (quitte a poser xp = xg et tp = 0
§=0

pour p < k < n).

Notons F l'ensemble des parties finies F' de A telles que x soit dans 'enveloppe convexe de F. Par

Définition de conv(A), = est barycentre d’'un nombre fini de points de A, autrement dit F # (). Parmi

les éléments F' € F, soit J une partie possédant le plus petit nombre d’éléments. Démontrons que J a

au plus n + 1 éléments.

p
Soit F' = {xg,...,x,} € F. écrivons « = thmj ol (t;) € R
=0
Supposons que les points (xo, ..., x,) sont affinement liés et démontrons que F # J.
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p p
Il existe (Ao, ..., \,) € R non tous nuls tels que Z Aj=0et Z AT = 0.
Jj=0 Jj=0

p
Alors, pour tout s € R, on a x = Z(tj + sA\j)x;.

j=0
Pour s € R, posons ¢(s) = inf{t; + sA;, 0 < j < p}. L’application ¢ est continue, positive en 0,
et puisque les A; ne sont pas tous nuls et leur somme est nulle, il existe j tel que A\; < 0, donc

1i£rn p(s) = —oo. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe u € R tel que ¢(u) = 0. Posons
S—r+00

p

p; = t; + uXj. Les p; sont positifs ou nuls et il existe j tel que p; = 0. Alors x = Z,ujxj, donc
=0

F'={xz; € F; pu; # 0} € F. En particulier, F' n’a pas un nombre minimum d’éléments, donc F # J.

On en déduit que J est affinement libre. En particulier card J < n + 1. O

10.17 Corollaire. L’enveloppe convexe d’une partie compacte d’un espace affine de dimension finie
est compacte.

Démonstration. Soit A une partie compacte d’un espace affine E' de dimension n.

n

Posons ¥ = {(to,...,t,) € [0,1]"*}; th = 1}. C’est un fermé de [0, 1]"™, donc ¥ est compact.
=0
Posons K = A" x 3; c¢’est un compact de (I'espace affine de dimension finie) E"*! x R""'. Notons

que nous pouvons choisir une origine dans E de sorte que F est un espace vectoriel de dimension finie.
n

L’application ¢ : A" x ¥ — E qui a ((zg, ..., %), (to, . .., tn)) associe Z tjz; est continue. Son image
=0
est conv(A) d’apres le théoreme de Caratheodory. Elle est compacte. O

10.6.3 Fonctions convexes

10.18 Définition. Soient F un espace affine réel et C' une partie convexe de E. Une application
f: C — R est dite convexe si son surgraphe ou épigraphe {(z,u) € E x R; f(x) < u} est une partie
convexe de E x R.

10.19 Proposition. Soient E un espace affine réel, C' une partie convexe de E et f : C — R une
application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) lapplication f est conveze;

(ii) pour tout z,y € C et tout t € [0,1], on a f(tx + (1 —t)y) <tf(z)+ 1 —1)f(y);

(iii) pour tout n € N, pour toute suite x1,...,x, déléments de C' et toute suite ty,...,t, d’éléments

de R tels que Zti =1, ona f(ZtixZ) < thf(fl?z)
i=1 i=1 i=1

Démonstration. Le cas n = 2 dans (iii) est (ii) ; donc (iii)=(ii).
Notons S I'épigraphe de f.

Démontrons que (ii)=-(i). Soient (z,u) et (y,v) des éléments de Sy et t € [0,1]; si (ii) est satisfaite,
ona f(tz+ (1—1t)y) <tf(z)+ (1—1)f(y) < tu+ (1 —t)v puisque (z,u) et (y,v) sont dans Sy; cela
montre que t(z,u) + (1 —t)(y,v) € Sf; donc Sy est convexe d’apres la prop. [10.15
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Enfin, soient n € N, z1, ..., z, une suite d’éléments de C' et t1, ..., t, une suite d’éléments de R tels que
n

Zti = 1. Pour tout ¢ € {1,...,n},on a (wi, f(wl)) € Sy;si Sy est convexe, on a Zt" (wz,f(arz)) e Sy,
i=1 =1
d’ott 'on déduit I'assertion (i)=-(iii). O

Soit E un espace affine réel.
e Une application affine f : F — R est convexe (on a alors égalité dans la condition (ii) de la

prop. |10.19)).

e La somme de deux fonctions convexes est convexe.

10.7 Espaces affines euclidiens

10.20 Définition. Soit £ un espace affine dont la direction est un espace vectoriel réel ﬁ . Lorsque
est un espace vectoriel euclidien, on dit que F est un espace affine euclidien.

Soit F un espace affine euclidien de direction E .

e La distance entre deux points A et B de E est AB = Hﬁ”

e On dit qu'un repere cartésien (O,¢é,...,€,) est orthonormé si la base (é1,...,¢,) de l? est
orthonormée.

—l
Projection orthogonale. Soit F' un sous-espace affine (non vide) de E. Puisque ﬁ = ? @ F ,on

L
peut définir la projection sur F' parallelement a l*ﬁ (cf. exemple [10.5)) : on lappelle projection
orthogonale sur F. Pour A € FE, le projeté orthogonal P de A sur F est 'unique point de

.l
F' minimisant la distance : pour M € F', puisque P—I\/f € ? et ﬁ € ? ,on a AM? =
AP?* + PM?* > AP?.

Symétrie orthogonale. On définit de méme la symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace

affine F' : c’est la symétrie par rapport a F' parallelement a l? L. La symétrie orthogonale sp par
rapport a F' est une isométrie : elle est bijective et pour A, B € E, on a s(A)s(B) = AB.
Réflexion. Une réfierion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.
Hyperplan médiateur. Soient A, B deux points distincts de E. L’ensemble {M € E; AM =
BM} est un hyperplan affine : I'hyperplan médiateur de A et B : il passe par le milieu du

segment [A, B] et sa direction est (AB)*. La réflexion par rapport & cet hyperplan est I'unique
réflexion s échangeant A et B.

Rappelons qu’une isométrie de E est une bijection f de E sur E qui préserve les distances f(A)f(B) =
AB pour tout A, B € F.

Il est bien str clair que I'identité est une isométrie, que la réciproque d’une isométrie est une isométrie
et que la composée de deux isométries est une isométrie. Les isométries forment donc un sous-groupe
du groupe des permutations de E, i.e. des bijections de E sur E.

10.21 Théoreme. Toute isométrie d’un espace affine euclidien de dimension n est composée d’au plus
n + 1 réflexions. En particulier, elle est affine.

Nous allons en fait établir un résultat légerement plus fort :

Soient S une partie de E contenant un repere affine (A, As, ..., An, Ani1) et f S — E une application
préservant les distances, i.e. telle que pour tout M, N € S on a f(M)f(N) = MN. Alors, il existe
une isométrie affine o : E — E composée d’au plus n + 1 réflexions, telle que pour tout M € S on ait

f(M) = a(M).

112



Démonstration. Nous allons démontrer :

a) pour tout k € {0,...,n+ 1}, il existe une isométrie affine oy, produit d’au plus k réflexions telle
que o o f(A;) = Aj pour 1 < j < k (par convention I'identité est un produit de 0 réflexions);

b) Pour tout M € S on a 0,410 f(M) = M.

_ 1 -
Alors o = 0, convient.

a) On pose 0¢ = idg. Soit k € {1,...,n+ 1} et supposons oj_; construite; si o1 o f(Ag) = Ag,
on pose 0 = 0p_1. Sinon, notons 7 la réflexion par rapport a 'hyperplan médiateur de Ay et
By = 01 0 f(Ag) et posons o = 7, 0 0x_1. On a évidemment oy o f(Ay) = Ay. Pour j < k,
comme o0y_; 0 f préserve les distances et fixe A;, la distance entre A; et Ay, est égale a la distance
entre leurs images A; et By : en d’autres termes, A; est dans I'hyperplan médiateur de A, et By,
et est donc fixe par 7y ; il en résulte que o, 0 f(A;) = A;.

b) Soit M € S et posons N = 0,41 0 f(M). Comme 0,1 o f préserve les distances et fixe tous les
Aj,ona MA; = NA;. L'ensemble des points P tels que M P = NP contient un repere, donc
n’est pas contenu dans un hyperplan. Cela impose que M = N. O]

10.22 Décomposition canonique. Soient F un espace affine euclidien et f : F — FE une isométrie.
Il existe une unique décomposition f =T og = goT ou T est une translation et g est une isométrie
possédant des points fixes. Cette décomposition de f s’appelle sa décomposition canonique.

Pour voir cela, remarquons que si Ty et la translation de vecteur v € E et g est une application affine,

alors g o Ty = T o g; donc Ty et g commutent si et seulement si §(¢/) = ¥. Remarquons aussi que si
- —

f=Tsogalors f = g. Soit alors A € E et posons W = Af(A).

Si g est telle que f = Ty 0 g et B est un point fixe de g, on a g(A) = g(B) + f(B ), donc f(A) =

B+ f(BA) + 7 et enfin @ = AB + f(BA) + 7= (ids — [)(AB) + 7. Or ker(ids — f) = im(ids — f)*,
donc le seul ¢ possible est le projeté orthogonal de @ sur ker(idz — f), d’ou I'unicité.

o
A),

— —

Inversement, il existe un unique @ € im(idz — f) et U € ker(idz — f) tels que @ = @ + ¥. 1l existe alors

—

B tel que 4 = (idz — f)(x@) et 'on vérifie que B est bien point fixe de g.

Classifications des isométries du plan euclidien

)

avec points fixes

sans points fixes

idg

translation

symétrie par rapport a une droite

symétrie glissée

dim(ker(f — id
2
1
0

rotation

impossible

Classifications des isométries de I’espace euclidien (dimension 3)

dim (ker(f — id)) avec points fixes sans points fixes
3 idg translation
2 symétrie par rapport & un plan (réflexion) | symétrie glissée
1 rotation vissage
0 antirotation impossible

10.23 Exemple : le groupe du cube. Notons G le groupe des isométries directes du cube, i.e. les
éléments de SO(3) qui laissent invariant le cube [—1,1]* C R?. Le groupe G opére sur les 8 sommets les
12 arétes et les 6 faces du cube. Quiconque a déja vu un dé, sait que l'action sur les faces est transitive
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(toutes les faces du dé peuvent apparaitre lorsqu’on lance le dé!). Le stabilisateur d’'une face consiste
en le groupe des quatre rotations d’axe perpendiculaire & cette face et d’angle k7/2. On en déduit que
G a 24 éléments.

Le groupe du cube opere aussi sur les 4 grandes diagonales (qui passent par deux sommets opposés).
On en déduit un homomorphisme de groupes f de G dans &4. Nous allons démontrer que f est bijectif.
Démontrons donc que f est injectif et surjectif - en sachant que, puisque G et &4 ont méme nombre
d’éléments (24), il suffit de démontrer I'une de ces deux propriétés.

Injectivité. Soit g € G. Si g € ker f, alors g fixe les 4 grandes diagonales ; en d’autres termes, leurs
vecteurs directeurs e; 4 e + e sont propres pour g de valeur propre +1 - ou (e, €9, e3) désigne
la base canonique de R®. Les espaces propres étant en somme directe, on ne peut avoir deux
espaces propres de dimension 2 ; trois quelconques de ces quatre vecteurs forment une base : on
en déduit que g = +idgs ; comme —idgs n’est pas directe, il vient g = idgs.

Surjectivité. Notons ¢ le demi tour d’axe e; + e5. Les vecteurs e; — ey £ e3 sont orthogonaux a
e1 + ey donc sont des vecteurs propres de g pour la valeur propre —1 et g échange les deux
vecteurs e; +e; £ e3. En d’autres termes, I'image de g est une transposition. Les 6 transpositions
de &, sont ainsi obtenues comme images des demi-tours d’axes e; £ e; avec 1 <1 < j < 3, i.e.
les stabilisateurs des arétes. Comme ces transpositions engendrent G4, on en déduit que f est
surjective.

On trouvera en exercice (exerc. [10.14) quelques autres éléments sur le groupe du cube.

10.8 Exercices

10.1 Soient E un espace affine de dimension finie et f une application affine de F dans E.
Démontrer que si 1 n’est pas valeur propre de f, alors f admet un unique point fixe.

10.2 Soit E un espace affine de dimension > 2. Démontrer que toute bijection de E dans
lui-meéme qui envoie toute droite sur une droite qui lui est parallele est une homothétie-translation.

10.3 Soient F,G des sous-espaces affines de _E>, A un point de F et B un point de G.
Démontrer que 'on a F'NG # () si et seulement si /ﬁ e F+aG.

10.4 | Exercicel Dans un espace affine de dimension supérieure ou égale a 3, on considere un ensemble
D de droites (affines). On suppose que deux droites de D ont un point commun. Démontrer que, soit
toutes ces droites ont un point commun, soit elles sont coplanaires.

10.5 Soit E un espace affine euclidien. Soient A, ..., A, des points de E et A1,..., A\, € R.
Pour M € E on pose p(M) = Z || A; M || Quels sont les extrema locaux de ¢ ?

i=1

10.6 Soit C' une partie convexe de F et f : C'— R une application convexe. Soit a € R.
Démontrer que les ensembles {M € E; f(M) < a} et {M € E; f(M) < a} sont des parties convexes
de E.

10.7 [Exercicel Coordonnées barycentriques des points remarquables du triangle. Soit E un plan affine
euclidien. Le but de cet exercice est de retrouver les coordonnées barycentriques des points remarquables
d’un triangle non aplati ABC dans le repere affine (A, B,C). On note A, B, C' les (mesures dans |0, 7|

des) angles @,@,3/6’71 (on peut soit prendre des angles non orientés, ou mieux, on choisit
I'orientation du plan de telle sorte que A, B,C € ]0, x|).
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1. Quelles sont les coordonnées barycentriques du centre de gravité G 7
2. a) Comment choisir un repére orthonormé de E pour lequel les affixes de A, B, C' aient méme
module ?
On fixe un tel repere.
b) Démontrer qu'il existe z € C* et s,t € R tels que s,t et s+ ¢ ne sont pas multiples entiers

de 27 tels que les affixes de A, B, C soient z4 = 2z, zp = 2" et zc = ze . Exprimer s et ¢
en fonction de B et C.

¢) En remarquant que (sint)e’*+(sin s)e™" = sin(s+t), trouver des coordonnées barycentriques
du centre du cercle circonscrit du triangle ABC'.

3. a) Notons A la projection orthogonale de A sur (BC). Calculer BA" et C A" en fonction de
AA', B et C. En déduire les coordonnées barycentriques de A’ dans le repere affine (B, C')
(discuter suivant le cas ou les angles B et C' sont aigus ou non).

b) Démontrer qu'un systéme de coordonnées barycentriques de I'orthocentre H dans le repere
(A, B,C) est (tan A, tan B, tan C').

4. On note I le centre du cercle inscrit & ABC.

AB

a) Démontrer que les vecteurs ﬁ et 15 + a0 sont colinéaires.

b) Démontrer que (BC, AC, AB) est un systeme de coordonnées barycentriques de I dans le
repere (A, B, C).

¢) Démontrer que (sin fl, sin B , sin C’) est un systeme de coordonnées barycentriques de I dans
le repere (A, B, C).

10.8 Variation autour du théoréme de Pick (cet exercice m’a été suggéré par Gentiana Da-
nila). On se place dans I'espace euclidien orienté R?. Soient A € R? et i et ¢ deux vecteurs indépendants.
Notons P(A, @, V) le parallélogramme de sommets A, A + i, A + ¥, A+ @ + ¢. On rappelle que 'aire
algébrique du parallélogramme P (A, i, ¥)) est det (i, ) (en particulier, cette aire est entiere si @, 7 € Z?).
Deux points distincts A et B de Z* sont dits visibles 'un de l'autre si le segment [A, B] ne contient
aucun autre point de Z* que A et B (on écrira |4, B[NZ* = ().

1. Soit @ = (a,d’) € Z* un vecteur non nul. Démontrer que M € Z* et M + i sont visibles I'un de
Pautre si et seulement si a et a’ sont premiers entre eux.

2. Soient @ = (a,a’) et ¥ = (b,b') de Z* indépendants et tels que O + @ et O + ¥ soient visibles
depuis l'origine O.

a) Construire P € My(Z) telle que det P = 1 et (5’) — P ((1))

Soit (CC,> =p! <£,> et @ = (¢,c') € Z2. On pose aussi i = (1,0) € Z>.

—

b) Montrer que les parallélogrammes P (O, @, ¥) et P(O, 7, @) ont méme nombre de points de Z>
situés dans leur intérieur.

c¢) En déduire que le nombre de points de Z?* situés a I'intérieur de P(O, i, ¥) est |det (i, ¥')| — 1.

3. Si le point A = (a,a’) € Z* est visible depuis O, décrire géométriquement les points M =
(m,m’) € Z* vérifiant la relation de Bézout am’ — ma’ = +1.

10.9 Soient E un espace affine euclidien et f : £ — E une isométrie.

1. On suppose que 'ensemble F' = {x € E; f(z) = z} des points fixes de f n’est pas vide.
Démontrer que f est produit de dim £ — dim F' réflexions et qu’on ne peut pas faire mieux.
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2. On suppose que f n’a pas de points fixes et on pose 1?: {v € ﬁ; f(ﬁ) = v} des points fixes
de I'application linéaire f associée a f. Démontrer que f est produit de dim £ — dim F' + 2
réflexions et qu’on ne peut pas faire mieux.

10.10 [ Exercicel Soient F un espace affine et f : £ — F une application affine. Soit A € FE.
Démontrer qu’il existe ¢ tel que l'on ait T o f = f o Ty et f o Ty possede des points fixes si et

seulement si Af(A) € ker(idg — f) + im(idz — f) et qu’on a unicité de ce vecteur si et seulement si

— —

ker(idg — f) Nim(idz — f) = {0}.

10.11 [Exercicel Soient E un espace affine euclidien et f : F — FE une isométrie. Quels sont les points
M de E qui minimisent la distance M f(M)?

10.12 Oral CAPES, dossier du 12 juillet 2007 (suggéré par Gentiana Danila). Paul trouve
un parchemin dans une bouteille jetée a la mer. Voici ce qui est écrit :

< Rends-toi sur ['ile du pendu, tu y trouveras une potence.

A partir de la potence, dirige-toi vers l'unique chéne de [’ille en comptant tes pas. Au chéne, pivote d’un
quart de tour vers ta droite et marche le méme nombre de pas. Plante un piquet en terre.

A partir de la potence, dirige-toi ensuite vers la vieille barque éventrée en comptant tes pas. Arrivé a la
barque, pivote d’un quart de tour vers ta gauche et marche le méme nombre de pas. Plante a nouveau
un piquet en terre.

Creuse a mi-chemin entre les deux piquets : le trésor est la. >

Paul se rend sur I'lle du pendu, y trouve le chéne et la vieille barque éventrée, mais, a son grand
désespoir, il n’y a plus aucune trace de la potence. Il part de I’endroit ot il se trouve et suit a la lettre
les consignes précédentes et trouve le trésor. A-t-il réellement eu de la chance?

10.13 (Ezercice 5.8 du cours de groupes et géométrie - de Catherine Gille.) Soit £ un plan
affine euclidien orienté muni d’un repeére orthonormé direct (O, ,¥). Soit p la rotation de centre O
d’angle 27 /n, et soit o la symétrie orthogonale par rapport a I'axe (O, ). On pose Py = O + @ et pour
tout k € {1,....,n — 1}, P, = p*(P). On appelle groupe diédral et on note D, le groupe des isométries
qui envoient le polygone régulier { Py, P, ..., P,_1} sur lui-méme.
1. Montrer que les isométries directes de D,, forment un sous-groupe cyclique engendré par p. Quel
est I'ordre de ce sous-groupe ?

2. Montrer que tout élément de D,, est de la forme p* ou p* o ¢ pour un k € {0,...,n — 1}. Quel
est 'ordre de D,, ?

3. Caractériser géométriquement les éléments de D,, (distinguer suivant la parité de n). Expliciter
géométriquement le produit de deux éléments quelconques de D,,.

10.14 Groupe de cube.

1. Décrire les 24 isométries directes du cube, leur action sur les diagonales, (i.e. leur image dans le
groupe &) et leur action sur les faces du cube.

2. Construire un homomorphisme du groupe du cube a valeurs dans G3. Quel est son noyau ?
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10.15 | Exercice, (Coloriages) Fixons un ensemble C' fini a d éléments qui représentera ’ensemble des
couleurs. On appelle coloriage d’un ensemble Y par C une application de Y dans C'. Ainsi un coloriage
(des faces) d'un cube est un choix d’une couleur par face, donc une application de ’ensemble de ses
faces dans C.

Un groupe G qui opere sur Y opere sur ses coloriages : pour un coloriage ¢ : Y — C', et g € GG, on note
g.c le coloriage défini par (g.c)(y) = c(g~'.y). On vérifie immédiatement qu’il s’agit d’une opération.

Deux coloriages seront alors considérés comme équivalents s’ils sont dans la méme orbite pour I'action
ainsi définie de G.

Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini Y. On fait opérer G sur I’ensemble C¥ des coloriages
de Y.

1. Démontrer que le nombre de coloriages fixés par un élément g € G est d*9, on k(g) est le
nombre d’orbites de g dans son action sur Y.

2. Coloriages du cube. On suppose que G est le groupe des rotations du cube et Y I’ensemble de
ses faces. Combien y a-t-il de coloriages ?

3. Collier de perles. On suppose que G = D,, est le groupe diédral agissant sur le polygone Y a n
sommets (les perles). Combien y a-t-il de coloriages ?

117



11 Solutions des exercices

I. Algebre générale

11.1 Arithmétique dans Z

1.1.

1. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b. Puisque ¢ est un diviseur commun a a et b, §
divise d. Comme d divise a et b, il existe deux entiers relatifs a’ et b’ tels que a = da’ et b = db'.
Donc § = au + bv = d(a'u + b'v) et d divise §. Par suite || = d.

2. On a aZ + bZ = dZ, donc caZ + cbZ, = cdZ. On en déduit que cd est le plus grand commun
diviseur de ca et cb.
Par définition du plus petit commun multiple de a et b, on a aZNbZ = mZ, donc c(aZ)Nec(bZ) =
cmZ. Donc ecm est bien le plus petit commun multiple de ac et bc.

3. Ecrivons @ = d'd et b = V'd avec d’ et b premiers entre eux. Alors le plus petit commun
multiple de a’ et b’ est @'b’, donc le plus petit commun multiple de a et b est a’t’d. On a bien
md = d'db'd = ab.

[Exercicel 1.2.

1. Comme a divise ¢, il existe un entier relatif a’ tel que ¢ = aa’ et ainsi b divise aa’ avec a et b
premiers entre eux. On en déduit, d’apres le théoréme de Gauss, que b divise a’. Alors ab divise
aa' = c.

2. On suppose que a est premier a b et a ¢, donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe des entiers
relatifs u, v, u' et v tels que : au +bv =1 et av’ + v’ = 1. Donc : 1 = (au + bv)(au’ + ') =
a(auu’ +ucv' + u'bv) + (be)(vv'), avec (auu’ + ucv’ +u'bv) € Z et vv’ € Z; donc a est premier a
be.

3. a) e Démontrons que a et b" sont premiers entre eux par récurrence sur n :

x Il n’y a rien a démontrer pour n = 1.

% Supposons que a et b" (n € N*) soient premiers entre eux. Alors, comme a et b sont
premiers entre eux, d’apres la question précédente, a et b"b = b""! sont premiers entre
eux.

e On en déduit immédiatement que a” et " sont premiers entre eux en appliquant ce qui
précede a b" et a a.

b) Comme d est le plus grand commun diviseur de a et b, il existe deux entiers relatifs a’ et b’
tels que a = da’ et b = db', avec a’ et b’ premiers entre eux. D’apres la question précédente,
on a alors a” = d"a™ et b" = d"b™, avec ™ et b premiers entre eux. Ainsi le plus grand
commun diviseur de a” et b" est d".

4. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b et écrivons a = ed et b = b'd avec e et V
premiers entre eux. Comme ed = a|bc = dl'c, il vient e|b'c et comme e et O’ sont premiers entre
eux, il vient e|c.

Exercice| 1.3. Si n est premier, le théoreme de Wilson nous dit que (n — 1)! = —1 [n] - (voir exerc.
3.15( pour une démonstration).

Si n n’est pas premier, il peut s’écrire n = pm ou p est un diviseur premier. Si m # p, alors m et p
figurent dans (n — 1)! donc (n — 1)! =0 [n]. Si n = p* avec p > 3, alors p et 2p figurent dans (n — 1)!.
Il vient (n — 1) =0 [n].

Reste det (4—1)=6=2 [4].
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Exercice| 1.4. On peut sauver tous les prisonniers sauf celui qui parle en premier.

Afin d’expliquer une tactique gagnante, notons ¢y, ..., ¢, la couleur des chapeaux des prisonniers. Le
k-ieme prisonnier voit cgy1, ..., Cp.

e Les prisonniers conviennent d’une bijection f de I'ensemble C' des couleurs sur Z/dZ.
e Afin de pouvoir sauver tous les autres prisonniers le premier prisonnier calcule la somme S =

p
Z f(c;) des chapeaux qu’il voit. 11 énonce f~(.5).
=2

p
e Le deuxiéme, connait Sy = Z f(¢;), donc il déduit f(cy) = S—Ss. Il annonce donc correctement

i=3
sa couleur. )
e Le troisieme, connait S3 = Z f(c), il a entendu ¢y, donc il déduit f(e3) =5 — S5 — f(ca).
i=4
p
e Et ainsi de suite, le k-iéme connait S, = Z f(c), il a entendu cy,...,cx_1, et a calculé
i=k+1
k-1
A = Zf(cj) ; il en déduit f(cx) = S — Sk — Ag, donc ¢y.
j=2

On peut mettre en pratique cet exercice avec des éleves que 'on dispose en file indienne et a qui on attache dans le
dos des pastilles de couleur : bleues=0, rouge=1 et verte=2 (modulo 3). On leur demande de pratiquer la stratégie : le
premier annonce S et < sauve » tous les suivants (si aucune erreur n’est commise!). Ils seront absolument ravis! C’est
tres intéressant de voir chaque nouvel éleve faire la somme modulo 3 des annonces faites avant lui, puis la somme modulo
3 des couleurs devant lui, puis calculer S — Ay — Sk et annoncer la couleur correspondante... On retire alors la pastille

de son dos et il constate que c’est la couleur qu’il avait annoncée. Succes garanti!

[Exercicel 1.5.

1. Puisque e et N sont premiers entre eux, la classe de e est inversible dans Z/NZ; il existe un
unique d € Z, avec 0 < d < N — 1 dont la classe est I'inverse de celle de e modulo N.

2. On peut écrire ed = k(p — 1) + 1. Si n n’est pas divisible par p, alors n”~' =1 [p] (théoréme de
Fermat), donc n*®~Y =1 [p] et enfin n° = n [p]. Cela reste vrai si p divise n : dans ce cas p

divise aussi n°/. De méme n®! = n[q].

3. La réciproque de cette application est l'application qui a a associe le reste dans la division de
d
a“ par pq.

[Exercicel 1.6.

1. Notons d le pged de a et b et S. = {(x,y) € Z X Z; ax + by = c}. On remarque d’abord que
Se # 0 <= ¢ € aZ + bZ = dZ. Autrement dit, I’équation admet des solutions si et seulement
si ¢ est multiple de d.

Supposons que ¢ est un multiple de d et soit (xg, 7o) une solution particuliere. Alors 1’équation
devient a(x — o) +b(y — yo) = 0, soit (z — zo,y — yo) € Sp. Il reste a décrire Sy et une méthode
pour trouver une solution particuliere.

Ecrivons a = a'd et b = b/'d. L’équation az + by = 0 est équivalente & @’z + b’y = 0 et maintenant
a’ et b sont premiers entre eux. Si (z,y) est solution, b’ divise a’x = —b'y et est premier avec
a’, donc b’ divise x. On écrit x = kb’. Notre équation devient a'kb’ + b'y = 0, soit y = —ka’.
Inversement, pour tout k € Z, on a (kb',—ka') € Sy, donc Sy = {(kb', —kd'); k € Z}. Enfin
S, = {(1’0 — k‘bl,yo + ka'); ke Z}
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L’algorithme d’Euclide qui permet de trouver d,a’,b’, permet aussi de trouver une solution
particuliere (zg,v0). En effet, en remontant 1’algorithme d’Euclide, on trouve (u,v) tels que
au + bv = d. Si on écrit ¢ = ¢'d (puisque ¢ est multiple de d), on pourra poser xy = c'u et
Yo = cv.

Remarque : On peut partir de n’importe quelle solution particuliere. Une telle solution parti-
culiere peut étre évidente (par exemple, si ¢ = a +b...).

Discussion. Pour la suite de l'exercice a et b sont supposés premiers entre eux. Supposons
¢ > 0 et décrivons les solutions positives ou nulles. Pour cela, remarquons qu’il existe un unique
u € [0,b — 1] NN tel que ¢ — au € bZ. En effet, u est le représentant dans [0,b — 1] du quotient
de la classe de ¢ par celle de a (qui est inversible) dans Z/bZ. Alors ¢ = au + bv. Les solutions
sont (u+kb,v—ka), k € Z. Comme 0 < u < b, les solutions positives sont (u+ kb, v — ka), k €
N, ka < v. Siv < 0, il n’y a pas de solutions positives; si v > 0, les solutions positives sont
données par les entiers k € [0, E(v/a)l, soit k € [0, E((c — au)/ab)]. Il y a alors exactement

E(C _ au> + 1 solutions.
ab

2. L’équation ax + by = ab admet les solutions positives (b,0) et (0,a). Par ce qui précede, si
I’équation ax + by = ¢ admet deux solutions positives, alors ¢ — axg > ab donc ¢ > ab. Le plus
petit entier qui s’écrit de deux facons sous la forme ax + by est donc ab.

3. De la discussion ci-dessus, il résulte que ¢ € A si et seulement s’il existe u € [0,b — 1] et v € N~
tels que ¢ = au — bv.
a) Onaab—a—b=alb—1)—bdoncab—b—ac A Sice A ilexisteu<<b—1letv>1
tels que ¢ = au — bv, donc ¢ < a(b— 1) — b. Donc le plus grand élément de A est ab — a — b.
b) On a vu que ¢ € A si et seulement s’il s’écrit sous la forme ¢ = ua —vb avec 0 < u < b—1
et v > 1. Remarquons que, puisque ¢ > 0, on a ua > vb. Or ua < ab donc v < a soit
v<a—1etwvb>0doncu > 0soit u> 1. Cela prouve que tout élément de A s’écrit
ua —vb; (u,v) EN?, 1<u<b-1;1<v<a—1.
Inversement, tout élément positif qui s’écrit comme ¢a est dans A. Si ¢ = —(ua — bv) avec
I<u<g<b—1;1<v<a—1alorsonac=(b—u)a— (a—0v)b; puisque l <b—u<b-—1
et 1 <a—wv<a—1,il vient encore ¢ € A.
c) Par ce qui précede, lorsque (u,v) décrit [1,b — 1] x [1,a — 1], ua — bv décrit AU —A. Si
ua —bv = u'a—bv', alors (u —u')a = b(v — '), et par le théoreme de Gauss, b divise u — u';
or puisque 1 < u,u’ < b—1, il vient |u — | < b— 2, donc la seule possibilité est u = v’
et v =v'. On a donc une bijection de [1,b — 1] x [1,a — 1] sur AU —A. 1l s’ensuit que A a
(a—1)(b—-1)
2
Notons que ce nombre est entier, puisque a et b étant premiers entre eux, il ne peuvent étre

tous deux pairs.
4. a) Lorsque a =7 et b =5, on trouve ab—a —b=35—-7—5 = 23.
3-1)(5-1)

exactement éléments.

b) Ilya
les nombres positifs de la forme bu—3v avec v > 0 et u =1 ouu = 2 s0it 5—3 et 10—3, 10—6
et 10 — 9). Le nombre 7 étant la valeur d'un essai transformé, les seuls scores impossibles

= 4 scores impossibles avec 3 et 5 qui sont 1,2, 4,7 (nos calculs donnent

sont 1,2, 4.
1.7. [un peu rapide]
1. On commence par une remarque : si py, ..., p sont des nombres premiers distincts et &;,n; des
k k
nombres entiers (pouvant étre nuls), alors x = H p;’ divise y = H p;" si et seulement si pour
i=1 i=1

tout 7 on a & < n;.
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En effet,
k

e siles n; — & sont positifs ou nuls on a y =z Hp?i_fi donc x divise y.
i=1

k
e si x divise y, alors on écrit y = xz ou 2z = H p;'. D’apres l'unicité de la décomposition en
i=1
nombres premlers il vient 771 &+ G
k
Ecrivons a = H pit et b = sz Les diviseurs communs sont de la forme ¢ = H p." avec
i=1 i=1 i=1

vi < aj ety < B 11 vient d = H pfi avec 0; = inf(qy, £;). De méme, ou en utilisant la formule

=1
k

dm = ab, on a m = le avec p; = sup(ay, 5;).
i=1
Pour des petits nombres, cette facon de calculer le pged peut étre plus rapide que l'algorithme
d’Euclide. Par contre, pour des nombres relativement grands la décomposition en nombres pre-
miers est < impraticable >, contrairement a ’algorithme d’Euclide.
2. Posons A = {i; a; < f;}, puis a1 = pr”, ag = Hp?i, by = le et by = le On a bien
icA igA icA igA
® 4 = a1ay, b= blbg;
e a;|by puisque pour i € A on a a; < f3; et bg|ay puisque pour ¢ € A on a «; = f;;
e ay et by n’ont pas de diviseurs premiers communs, ils sont donc premiers entre eux.
3. Le nombre d’' = a;by divise clairement a et b; comme a/d’ divise ay et b/d" divise by, donc a/d’
et b/d" sont premiers entre eux. Donc d' = d. De I'égalité ab = md il vient asb; = m.

4. D’apres le théoreme chinois, on a des isomorphismes

Z)aZ x ZIVL =~ (Z)aZ x Z)asZ) x (Z/biZ x Z/b,7Z.)
~ (Z/G,lZ X Z/ng) X (Z/blz X Z/CLQZ)
~ Z/dZ x Z/mZ.

[Exercicel 1.8.

1. Comme r, > 0, il vient 7, > 1 = Fy; comme r,_; > 1 (sinon r, = 0...), il vient r,, > 2 = F3;
on démontre alors par récurrence sur k£ que, pour 0 < k < n,on a r,_ > Fiio : c’est vrai pour
k= 0et 1;sic’est vrai pour k et k—1, alors 7(,—x)—1 = @n-iTn—k +7(n-k)+1 = Fryo+Frp1 = Fiys
(on utilise I'inégalité qq,—x) = 1).

2. Cette inégalité est vraie pour k = 0 (puisque ¢ > 1) et pour k = 1; si elle est vraie pour k et
k+1, alors Fyio = Fypq + Fy, > ¢+ ¢F72 = ¢,

n— 1

)
Le nombre de décimales d'un entier ¢ > 1 est E(log;y(c)) + 1 - ou E(z) désigne la partie entiere
de x. Notons p le nombre de décimales de b.

3. Onadoncb=r; > F,yy = ¢" ", donc log;o(b) = (n — 1)log,, ¢ >

-1
On a donc p > logyy(b) > nT, donc 5p > n — 1; il vient 5p > n

[Exercicel 1.9.

1. Les premiers nombres de Fibonacci sont :
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3

0 1 1 2 3 ) 8 13 21 34 95

n
F
n

1112 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19 20 21

F, || 89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181 | 6765 | 10946

D’apres ce tableau, les F3j sont pairs, les Fjy, sont multiples de 3 et les F5; sont multiples de 5...

2. a)

Démontrons que F,|F,, par récurrence sur k.
C’est vrai pour k =0 (car [y =0) et k = 1.

: 0 1\" (F_ F )
On sait que (1 1) = ( F, Fou) Il vient, pour tout p,q € N,

(Fp—l Fp > (Fq—l Fq ) _ (Ferq—l Fp+q )

Fy Fpn Fy o Fyn Forg Fprgn

En particulier, on a Fj, 1y = F,Fy_1 + Fpi1 Fy. Prenant p = m et ¢ = km, si F,, et Fj, sont des
multiples de F,,,, il en va de méme pour Fj,.

Pour n € N, notons My(Z/nZ) 'anneau des matrices 2 x 2 a coefficients dans I"anneau Z/nZ
et G, = GL(2,Z/nZ) le groupe formé par les éléments inversibles de cet anneau, i.e. les
matrices 2 X 2 a coefficients dans 'anneau Z/nZ inversibles. Notons aussi A,, le sous-groupe
de G,, formé des matrices diagonales.

0 k
11
est un homomorphisme de groupes. Pour £ € N on a n|F, <= (k) € A,. En d’autres
termes, on a

L’application ¥ : Z — G,, qui & k associe la classe dans GL(2,7Z/nZ) de la matrice

{k e N; n|F} =NNy ' (A,).

Or, puisque A, est un sous-groupe de G,, et 1) est un homomorphisme de groupes, ¥ '(A,,)
est un sous-groupe de Z; il existe un unique élément a € N tel que ¥ *(A,) = aZ, donc
NN (A,) = aN. Enfin, puisque G,, est fini, 1) n’est pas injective; son noyau n’est pas
réduit & {0} et est contenu dans ¥~ (A,,), donc a # 0.

3. Soit p > 7 un nombre premier. Remarquons que X? — X — 1 admet une racine dans F, si et
seulement si 5 (le discriminant de ce trindme) est un carré dans F,,. En effet,
e Supposons qu’il existe a € F, tel que a® = 5. Comme 5 # 0, il vient a # 0. De plus p # 2,

1+a l1—a

donc 2 est inversible dans F,,. Alors a = et = 5 sont deux racines distinctes du

polynome X? — X — 1 dans F,.

e Supposons que « € [, est racine du polynome X2 - X —1;alors o® = a+1, donc (20— 1)2 =

40 —da+1=4(a+1) —da+1=5.

Notons J la matrice ((1) }) a coefficients dans IF,,.

2)

On suppose que 5 est un carré modulo p. Alors le polynéme caractéristique X? — X — 1 de
J a deux racines distinctes «, #, donc J est diagonalisable. Il existe donc P € GL(2,F,) tel

-1 _ [« 0
que PJP~ = ( 0 3

que « et B sont non nuls car J est inversible - son déterminant est —1). On a donc JP ' =

-1 Ozpfl 0 - Fp,Q Fp,1
P < 0 ﬁpl) P = I,. La classe modulo p de <Fp1 F,

). Par le petit théoreme de Fermat on a o' = 377! = 1 (notons

> est donc I, et p divise

p—1-
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b) (i) L’ensemble K est un sous-espace vectoriel - donc un sous-groupe additif de My (F,).
Comme J% = J + I, pour a,b,c,d € F,, on a

(aly +bJ)(cla+dJ) = acly+ (ad+ be)J +bd(J + 1)
= (ac+bd)Ils + (ad + bc + bd)J

donc K est stable par le produit : c’est un sous-anneau de Msy(F,). Comme I et J
commutent, I’anneau K est commutatif.

(ii) Pour a # 0, aly est inversible dans K. On suppose que 5 n’est pas un carré modulo p.
Alors le polynéme caractéristique X? — X — 1 de J n’a pas de racines dans F,. Donc bJ
n’a pas de valeurs propres pour b # 0, donc als + bJ est inversible dans M, (FF,) pour
b # 0. Or d’apres la formule(E[)

(4) = () = (v (3 0))

I'inverse d'une matrice inversible A € M(FF,) est dans I'espace vectoriel engendré par I,
et A; donc (aly +bJ)"' € K.
Cela prouve que K est un corps.

(iii) Posons ¢(x) = 2. On a ¢(Iy) = I5. Soient z,y € K. Comme K est commutatif, on a

p) pour 1 < k < p—1,

o(xy) = p(z)p(y). La formule du bindome, puisque p divise (k

donne ¢(z +y) = ¢(x) + ¢(y).
(iv) Le polynome X? — X admet dans K les p racines al, avec a € F,,; comme un polynome
de degré k sur un corps commutatif K a au plus k racines, il n’en admet pas d’autre.

(v) D’aprés la question précédente, on a J? # J. On a J* = J + I,. Comme ¢ est un
automorphisme de corps, il vient ¢(J?) = p(J) + L.

(vi) Le polynome X? — X — 1 admet dans K les racines J et —J'. Il ne peut en admettre
d’autres donc J?, qui est racine de ce polynome et distinct de J est égal & —J '

Fp Fp+1

odulo p est —Is.
Fp Fp+2>m wop 2

(vii) On a donc JP*' = —I,, en d’autres termes, la classe de (

[Exercice] 1.10.

1. Puisque 7,41 = 0, il vient r, 1 = ¢,rn; or r, < r,_1 (c’est un reste de division euclidienne),
donc g, > 1; enfin ¢, > 2 (car c’est un entier).

2. a) L’égalité ry_1 = qpri + 41 se lit

0 1 Tka1 Tk
E = .
) () ()= ()
On procede par récurrence sur k. Pour k = 1,...,n, notons (Py) I'égalité
0 1 0 1 0 1 Tka1 . T
L ¢ \1 @) "\0 @ Tk To)
L’identité (F;) donne P;.
Si (Py_1) est vrai, l'identité (Ejx) donne (Py).

3. Cette formule évidente est la formule de la comatrice en dimension 2. C’est aussi le théoreme de Cayley-Hamilton
en dimension 2.
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b) Ecrivons

(0 1)(0 1) (0 1)_<bk d’“)—A
1(111(]2'”1%_%%_/%'

On a (bk dk> (O ! ) = (bkﬂ dk“). Ce qui donne agy1 = g, bpr1 = dy,

ag ¢k ) \1 Qi1 g1 Ckt1

c) etpour 1 <k <n—1,ap12 = Ckr1 = Qpy1Qp+1+ 0k = a1 eb, de méme byro = by 1Qrr1+b =
bry1-
Pour k =1, on trouve by =0, by =1, a; =1, as = ¢;.
Sin=1lonab, 1 =1>20 =0et a,11 = q, = 2 = 2a,.
Sinon, a,11 = Gnan + an_1 = 2a, +a; > 2a, et b, 1 = q,b, +b,_1 = 2b,, avec égalité possible
si b,—1 = 0 ce qui impose n = 2 (car sinon b,_; = by = 1) et by = 2.

d) La matrice Ay est produit de k& matrices de déterminant —1. Son déterminant est (—1)".

s b 1 (b .
e) L'égalité A, (TZH) = (a) donne (T”H) = Al (a)' La formule de la comatrice donne

n
n rn

Al = (=1 (‘fgl _z"“), ( d’ott le résultat.
. a) L’égalité se démontre par récurrence sur k ; elle est vraie pour k = 1 car Fy =0, F} = F, = 1;

si elle est vraie pour k, on a

(o 1)’““ B (F,g_1 F ) <o 1) B ( F. Fi, +Fk> B ( Fy FkH)

11 S\ Fy Fe )\ 1) \Fepr Fi+ Fei) \Feyr Frgo)

b) Les inégalités a, > Fj et by > Fj_; se démontrent par récurrence forte sur k. Elles sont
vraies pour k = 1 et k = 2. Si elles ont vraies pour k et k+ 1, on a agio = Qry10pr1 + ap =
A1 + a2 Fipy + Fiy = Figo et byyo = Qrgabigr + 0 = bpgr + 0 2> Fi + Frmqy = Fraa.

. On construit des suites ay, by, 1 ; il suffit de garder en mémoire uniquement deux termes consécu-

tifs de ces trois suites pour construire le suivant. On s’arréte quand r,,7 = 0; on a alors le pged

de a,b (c’est 7,,) et une relation de Bézout grace a la question 2.e). La question 3 nous indique

que la convergence est assez rapide : s’il faut n divisions euclidiennes, on a b = b, .17 > F), :
donc si b < Fy il faut au plus £ — 1 étapes. Or Fy croit géométriquement en £.

. Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe n tel que r, =1 et r,,.; = 0. On a donc

() ()G o) 0)-()
b)) (0a)-G)

. Si on a une telle égalité, le calcul du déterminant nous donne une relation de Bézout va — ub =
(—1)", donc a et b sont premiers entre eux. Démontrons par récurrence sur n que b < a et que
les quotients successifs de la division de a par b sont les g;.

Cela donne

Sin=1,onab=1eta=q > 2.
Supposons n > 2 et le cas de longueur n — 1 traité. Ecrivons

() 0a) ()= ()

-1
(s . . . a c 1 d —c
4. Plus généralement, pour une matrice 2 X 2 inversible on a (b d) = T be (—b a )
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D’aprés 'hypothese de récurrence, b’ < a’ et les quotients successifs de la division euclidienne

v b 0 1 oY .
de o’ par V' sont ¢a,qs3,...,¢q,. Or (u a) = (1 Q1) (u’ a’)’ soit ' =bet a = qb+b". Donc
le quotient de a par b est q; et le reste b'. On en déduit que la suite des quotients successifs de
la division euclidienne de b par a est bien ¢y, qo, . . ., Gn.

1.11. Comme a, b sont premiers entre eux, la classe de b dans Z/aZ est inversible. Il existe
un unique entier u €]—a/2, a/2] dont la classe soit I'inverse de celle de b. Remarquons que, si a est pair,
puisque la classe de u est inversible dans Z/aZ et a > 2, on en déduit que u # a/2, donc 2|u| < a, soit
2|ul < a— 1. On a démontré qu’il existe un unique u € Z avec 2|u| < a tel que a divise 1 — bu. Cela
prouve 'unicité, puisque alors v est le quotient de 1 — au par b, de sorte que 1 = au + bv.

II reste a démontrer que, pour v ainsi défini, on a 2|v| < b. Remarquons que a|v| = |1 — bu| < 1+ b|ul,
donc 2a|v| < 24 2bju| =2 — b+ b(2|u| + 1) < 0+ ab, donc 2|v| < b.

L’exercice [1.10] nous démontre que 'algorithme d’Euclide fournit directement ce < meilleur couple de
Bézout .

[Exercicel 1.12.
1. a) Soit d le plus grand commun diviseur de a et b. Alors d* divise p, donc d divise p et d # p
soit d = 1.

b) L’existence et unicité de gy, ..., q, résultent de 'exercice m

v b\  [fa BY(O0 1\ . [(a BY (0 1 0 1 0 1
¢) On a (u ) _ (7 ’ (1 qn) o (7 5) _ <1 ql) (1 q2)~~(1 q) (avec
a, 3,7, € N- cf. exerc.[1.10)). Il vient v = B, u = ¢, puis b = q,v+a > 2vet a = gu+06 = 2u
(puisque ¢, > 2).

d) Ecrivons (v u) (v b) = (x f;) Cette matrice est symétrique et donc £ = £. On a

b a)\u a k
20 = 2(ua + bv) < p d’apres la question précédente. Enfin le déterminant de cette matrice
est 1 (c’est un produit pair de matrices de déterminant —1), donc /2 = —1 [p]. Or —1 a deux

racines dans le corps Z/pZ : ¢ et p — {. Une seule des deux est < p/2.
2. D’apres 'exercice [1.10] 'algorithme d’Euclide fournit un entier m € N*, un m-uplet (qi, ..., ¢n)

d’entiers > 1 avec ¢,, > 2 et «, § € N tels que ((1) 6111) (2 (112) (g] qvln) = (g f;) et on a

B < p/2. Prenant les déterminants, il vient —3¢ = (—1)™ [p], donc la classe modulo p de S est,
au signe pres U'inverse de celle ¢, c’est-a-dire celle de ££; puisque 0 < 3 < p/2, il vient § = ¢ et

0 1 0 1 0 1 a !
m est pair. Prenant les transposées, on trouve e = , et
P P <1 qm) (1 qm1> (1 Q1) (€ p)

par unicité, on trouve ¢; = Gm41—;-

Posonsm:2k:et<0 1)(0 1)...<0 1)2(1) b)zA.Ona(& g):tAA,
I gy ) \1 Qreo L gm u a ¢ p

donc p = a® + b2

Remarquons de plus que 'on a ((1] qll) ((1) q12) <(1) qlk) (2) = (ﬁ) Comme la matrice

01 01 01 est inversible, b = ("* d’apres I'exercice[1.10. Notons aussi
I @ L g L gk a Tk

que Ti_y = T + Tey1, done 77, > p. En d’autres termes, a et b sont les deux premiers restes
inférieurs a /p dans les divisions euclidiennes successives entre p et £,

—

[Exercicel 1.13.
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. Powra e ZetmeN onaa=1[a—1],donca™ =1 [a—1]. De méme a = —1 [a + 1], donc
si m est impair, alors a™ = —1 [a + 1].
Si k est un diviseur de n, prenant a = 2¥, on en déduit que 2¥ — 1 divise 2" — 1; donc si 2" — 1
est premier, on a 28 —1 =1 (i.e. k = 1) ou 2¥ —1 = 2" — 1, donc k = n. Autrement dit n est
premier.
Ecrivons n = 2¥m avec k € N et m impair. Alors 22" 11 divise 2"+ 1, dong, si 2" 41 est premier,
alors m = 1.

2. On a2 = —1[F], donc 22 — (222" =1 [F,]. Enfin F, =2 [F,]. Le pged de F}, et Fy divise
2 et, puisque Fy est impair, F} et [, sont premiers entre eux.

2(7}6

3. Puisque q|M,, on a 2° =1 [g]. Donc I'ordre de 2 dans F; divise p; ce ne peut étre que p. Or
lordre de p divise l'ordre du groupe Fy, donc p divise ¢ — 1. Comme g est impair 2p|q — 1.

4. Si My; n’était pas premier, son plus petit diviseur non nul ¢ serait < /M3 < 64v/2 < 100 et
un nombre premier de la forme 26k + 1. Comme 27 n’est pas premier, il reste a teste 53 et 79. Or
20 =11 [53], donc 2'* = 121 = 15 [53] et enfin M3 =2x15—1=29 # 0 [53] et 2° = —15 [53],
donc 22 =225 = —12 [79] et enfin M3 = -2 x 12— 1= —-25#0 [79].
5. a) On a2 = —1]g], donc 2*" =1 [¢]. L’ordre de 2 dans le groupe I, divise 211 et ne divise
pas 2¢ : clest 2041,
b) L’ordre de 2 dans le groupe F; divise I'ordre de IF,, donc 21 divise ¢ — 1.

¢) Comme w* est la classe de 2%, on a w* = —1, donc w? + w2 =0, donc (w+w™)?> =2. On
a (w—+w )" = —1, donc l'ordre de w + w™" divise 242
On en déduit que 272 divise ¢ — 1.

et ne divise pas 27! : clest 2672

d) Si ¢ est le plus petit nombre premier divisant Fy, alors ¢ = 1 [27]. Or 3 divise 129 et
4x128+1 =513 et 5 divise 3 x 128 +1 = 385. Enfin, 2 x 128 +1 = 257 = Fj; est un nombre
de Fermat donc premier a Fy. Le premier nombre a tester est donc 5 x 128 + 1.

e) On a2* = —5* [641], donc Fy = 222 + 1 =1 - 5'2%® [641].

f) On a 52" =640 = —1 [641], donc 5*2%® = (5.2")* =1 [641] et 641 divise Fs.

[Exercicel 1.14.

Le cas b=4: 1. Ecrivons a> + 1 = kp. C’est une identité de Bézout prouvant que a et p sont
premiers entre eux.

2. Puisque pla® + 1, on en déduit que 2* + 1 =0, donc z* — 1 = (2* + 1)(2* — 1) = 0.

3. Comme p # 2, on a —1 # 1. Or 2 = —1 donc 2° # 1.

4. L'ordre de = dans le groupe multiplicatif I, divise 4 mais ne divise pas 2 : c’est 4. On en
déduit que 4 divise I'ordre de F;, donc que p=1 [4].

5. Soit n € N, tel que n > 2. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a® 4+ 1. Alors p est
premier avec a, donc p > n et p=1 [4]. On en déduit que 'ensemble des nombres premiers
congrus a 1 modulo 4 n’est pas majoré : il est infini.

6. Sin >4, alors 4n!, donc n! —1 = —1 [4]. Berivons n! — 1 = p ... pf* la décomposition de
n! — 1 en nombres premiers. Comme ce produit est congru a 3 modulo 4, un au moins de ses
facteurs n’est pas congru a 1. Il existe donc j tel que p; =3 [4]. Comme p; divise n! — 1, il
ne divise pas n!, donc p; > n. On en déduit que I'ensemble des nombres premiers congrus a
3 modulo 4 n’est pas majoré : il est infini.

Le cas b=6: 1. Ecrivons a>+a+1 = kp, soit kp — (a + 1)a = 1. C’est une identité de Bézout
prouvant que a et p sont premiers entre eux.
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2. Puisque pla® +a+ 1, on en déduit que 2> +x+1 =0, donc 2° —1 = (2> +z+1)(z —1) = 0.
3. Comme p #3,onaet 1> +1+1#0, donc x # 1.

4. L’ordre de z dans le groupe multiplicatif I} divise 3 mais n’est pas 1 : c’est 3. On en déduit
que 3 divise 'ordre de F;, donc que p =1 [3]. En particulier, p # 2, donc p est impair : donc

p=1 [6].
5. Soit n € N, tel que n > 3. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a® + a + 1. Alors
p est premier avec a, donc p > n et p =1 [6]. On en déduit que I'ensemble des nombres

premiers congrus a 1 modulo 6 n’est pas majoré : il est infini.

6. Sin >3, alors 3|n!, donc n! —1 = —1 [6]. Berivons n! — 1 = p® ... p* la décomposition de
n! — 1 en nombres premiers. Comme ce produit est congru a 5 modulo 6, un au moins de ses
facteurs n’est pas congru a 1. Il existe donc j tel que p; =5 [6]. Comme p; divise n! — 1, il
ne divise pas n!, donc p; > n. On en déduit que 'ensemble des nombres premiers congrus a
5 modulo 6 n’est pas majoré : il est infini.

a+1
3
2. Onaa?—1=(a*—1)(a* +a*+1)(a* — a® +1). Donc 2'? = 1.
3.0naz’+1=(2+1)(a*—2°+1) =0, donc 2° —1 = —2 # 0 (puisque p # 2). On a
(> —2)(2*+1) =2* —2° -2 = -3 #0 (puisque p # 3), donc z* — 1 = ' —2? + 1 +2° -2 =
x? —2 # 0. item L’ordre de z dans le groupe multiplicatif [, divise 12 mais ne divise ni 4 ni
6 : c’est 12. On en déduit que 12 divise l'ordre de F,, donc que p =1 [12].

Lecas b=12: 1. Onaa4—a2:6a< ),donca4—a2+151 [6].

4. Soit n € N, tel que n > 2. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a* — a® + 1. Alors
p est premier avec a, donc p > n et p =1 [12]. On en déduit que I'ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo 12 n’est pas majoré : il est infini.

Le cas général 1. On démontre la premiere assertion par récurrence < forte > sur n.

n—1
e Sin est premier, ®, = ZX’“, donc ®,(0) = 1.
k=0
e Dans le cas général, en utilisant 1'égalité P, P, H ®; = X" — 1, on trouve
dn; 1<d<n
,,(0)P,(0) H ®,y(0) = —1. Or &; = X — 1 donc $1(0) = —1 et 'on conclut
dln; 1<d<n
par récurrence.
N
Pour la deuxieme assertion, écrivons ®,, = 1 + Z ap X", 11 vient D, (a) =1+ az apa® -
k=1
donc a et ®,(a) sont premiers entre eux d’apres le théoreme de Bézout.
2.0naa"—1=9 H ®4(a), done pla™ — 1, i.e. 2™ = 1.
dln; d<n

3. Remarquons que, puisque a et p sont premiers entre eux et n|a, n est inversible dans F,,
donc nX"! et X™ — 1 sont premiers entre eux dans F,[X]. Si Q? divisait X" — 1, on écrirait
X" —1 = Q?P donc, en dérivant, n.X" ! = Q(2Q'P + QP'), et Q serait un diviseur commun
de nX" et X" —1.

4. Soit d € N un diviseur de n distinct de n. Ecrivons X" — 1 = H(I)k et X4 -1 = Hq)k,

kn k|d
il vient X" = 1= (X"~ 1)®, J][ @ Cela prouve que le produit (X — 1)®,, divise
kin; kyd, k<n
X" — 1, donc n’a pas de facteur carré dans F,[X]. En particulier, les polynémes X d_1et
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®,, sont premiers entre eux dans F,[X]. IIs n’ont donc pas de racine commune. Or, puisque
p|®,(a), x est racine de ®,,, donc 24 # 1.

5. D’apres ce qui précede, x est d’ordre n dans le groupe Fy. L’ordre p — 1 de ce groupe est
donc un multiple de n; autrement dit, p est congru a 1 modulo n.

6. Soit N > n. Prenant a = N!, on a démontré (puisque n|a) que tout diviseur premier de
®,,(a) est premier avec a - donc p > N, et congru a 1 modulo n. L’ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo n n’est donc pas majoré : il est infini.

[Exercicel 1.15.

1. a) Si x = y?, I’équation 2* = z admet deux solutions z = £y dans le corps F,; I'une des deux

-1 -1
est congrue a un unique nombre ¢ € {1, ey pT} L’application qui a ¢ € {1, e pT}

associe la classe dans I, de ¢? est donc une bijection de {1, cee p%} sur C'; C' a donc

p—1

éléments.

b) Siz =19? on a 2T = yP~! =1 d’apres le petit théoreme de Fermat.

c) Le polynome X 7* _ 1 admet donc 2 racines : tous les éléments de C. Son degré étant

p—1
2
d) Par (c), —1 est un carré dans F, si et seulement si (—1)pr1 =1 (dans F,). Or (—1)%1 =1
sip=1 [4] et (—1)17771 = —1si p=3 [4]. Notons que —1 # 1 dans F,, puisque on a supposé
p#2

2. a) Puisque p # 2, on peut inverser 2 dans F,. On a P = (X — %

a une racine dans I, si et seulement si a’® — 4b est un carré dans Fp,.

, il ne peut avoir d’autres racines.

2 24
) _¢ - Il s’ensuit que P

4

b) e L’équivalence entre (i) et (ii) résulte immédiatement de (a).

e Siz est d’ordre 3 dans I, alors  est racine de X* —1 = (X — 1)(X*+ X + 1) et  # 1,
donc 2° + x + 1 = 0. Inversement, si 2° + = + 1 = 0, alors 2° = 1 et, puisque 3 # 0 dans
F,, x # 1; donc z est d’ordre 3. Cela prouve (ii) <= (iii).

e SilF) admet un élément d’ordre 3, alors 3 divise 'ordre p—1 du groupe F, doncp =1 (3]
Inversement, si p s’écrit 3k 4 1, 'ensemble des = € I, tels que z¥ =1 sont les racines du
polynéme X* — 1. Il y en a au plus k dans le corps commutatif [F,. Siy € ), est tel que
y* #1,0ona (yk)?’ =y = yP~! = 1, d’apres le petit théoreme de Fermat. L’élément y*
est alors d’ordre 3 dans IF).

1\ 2 _ _
3. a) Pour z € F,, on a (x%> = 277! =1, donc 2T = +1;six &€ C, il vient "7 = —1. Si

P

. o p=1 p=1 p=1 5

a,b € F )\ C, il vient (ab) 2 =a 2 b2 =(-1)"=1, doncab e C.

b) Si —1¢& C et 2 & C, alors leur produit —2 est un carré par (a).

c) Si —1 =d? il vient X*+1 = (X?>—a)(X?+a);si2=a? il vient X* +1 = (X*+aX +
(X% —aX +1) et si —2=a? il vient X* +1 = (X*>+ aX — 1)(X? — aX — 1). Dans tous
les cas X* + 1 n’est pas irréductible. Notons que pour p =2, on a X* 4+ 1 = (X + 1)

d) Ona X*+1=(X?>+v2X +1)(X?—v2X +1). Comme X*+1 n’a pas de racines dans R,
les polynémes X2 + V2X +1 et X2 —v/2X + 1 sont irréductibles.

e) D’apres (d) les polynémes P € R[X] divisant X* + 1 sont des multiples scalaires de 1, X* +
1, X2+ vV2X +1et X2 —v2X 4+ 1. Donc X* +1 n’a pas de diviseurs dans Q[X] autres que
les scalaires et les multiples scalaires de X* + 1. Il est irréductible sur Q (et sur Z).
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[Exercicel 1.16.
1. a) On a 17 =1, (ab)? = aPV” et, puisque p| (Z) pour 0 < k < p, (a+b)P =aP + V.

b) D’apres (a), ’ensemble des racines de ce polynoéme forment un sous-corps de L, qui a au plus

p éléments : c’est donc le sous-corps F,, de L (appelé sous-corps premier de L).
2. a) Puisque w? = —1, on a w? = —w ™2, donc (w+w 1) w? + 2ww ™t +w? = 2.

b) Dans L, le polynéme X? = 2 possede les racines z et —x. Il a des racines dans F, si et
seulement si z € I, donc (i) <= (ii).

D’apres 1.b) pour y € L, on a équivalence entre y* =y et y € I, soit (ii) <= (iii).
Remarquons que w’® = 1 et comme p # 5 est impair, il vient w? € {w, w?, w?, w4}. Remarquons
aussi que, puisque 2x + 1 # 0, x # —1 — z, donc w? +w? # x. Remarquons aussi que
2P = wP +w P, donc si wP = w ou wP = w il vient 2P = z; si WP = w? ou WP = w3, il vient
2P = —1 — x # z. Cela prouve que (iii) <= (iv) <= (v).

3.a) Onaw’ =1,donc w ' =whetenfinw+w? +w?+w' =—1, soit w? +w?=—-1—u.
Enfin, 22 =w? +2+w?=—x+ 1.

b) On a (2z + 1)? = 42? + 42 + 1 = 5. Dans L, le polynéme X? = 5 possede les racines 2z + 1
et —2x — 1. Il a des racines dans F,, si et seulement si 2z + 1 € F,, ce qui a lieu (puisque
p # 2) si et seulement si z € F,,, donc (i) < (ii).

D’apres 1.b) pour y € L, on a équivalence entre y* =y et y € IF,,, soit (ii) <= (iii).
Remarquons que w® = 1 et comme p est impair, il vient w? € {w,w? w® w"}. Remarquons
aussi que W= —wetw = w’l, donc w® = —w™. Remarquons aussi que 2 = w? + w™?,
donc si w? = w ou w? = w !, il vient 2 = x; si WP = w> ou WP = W’ il vient 2 = —x # .
Cela prouve que (iii) <= (iv) < (v).
[Exercicel 1.17.

1. Voir exercice [L15

2. Remarquons que P 1 € N. Puisque 2" = 1,on a (xpT) — Pl = g

3. a) On a v = a2 =1 d’apres le théoreme de Fermat, donc l'ordre de b dans F), divise ARSI
est de la forme 2F avec 0 < k < /.

b) On a a + a* = £1 si et seulement si a est racine du polynome X** — 1. Comme X** — 1
divise X?~! — 1 qui est scindé a racines simples (il possede p — 1 racines d’apres le théoreme
de Fermat), donc X** — 1 possede 2u racines distinctes. En prenant au hasard un élément
de IF;, on a donc 1= 21=¢ chances d’avoir b = +1.

p JR—

¢) Sib# +1, alors b est d’ordre 2* avec k > 2, donc ¢ = b*" ~ est d’ordre 4 : il vérifie ()P =1
et ¢ # 1, donc ¢ = —1. En pratique, si b # 1, on pose b; = b* (modulo p); si by = —1,
alors b est une racine de —1; sinon, on continue : on pose by = b7. Au bout d’au plus k — 1
étapes, on aura trouvé notre racine de —1.

NB C’est en pratique la méthode qu’on utilise pour trouver la racine de —1 dans IF, : on
essaie des nombres a au hasard, avec a chaque fois au moins une chance sur deux de succes.
Le nombre d’opérations utilisées est un < petit > poynome en logp : c¢’est beaucoup plus
rapide si p est grand que d’essayer tous les nombres de F...

[Exercicel 1.18.
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1. Soit @ un nombre tel que a — 2 soit multiple de tous les nombres premiers < n+ 1 (par exemple
a=(n+1)+2). Alors, pour 0 < j <n—1, 2+ j a un diviseur premier p < n + 1 et p divise
aussi a — 2, donc a + j n’est pas premier.

k

2. a) On décompose a comme produit de nombres premiers. Cela donne : a = Hp?j (a; € N).
j=1

On effectue alors la division euclidienne de «; par 2 sous la forme a; = 23; +¢; avec 8; € N

k
et ;€ {0,1}. On pose b = Hpjj.
j=1
Sia <z, il vient 1 <b < /x; on adonc E(v/z) choix pour b et 2 choix pour chaque ¢;.
Notons que l'inégalité est en général stricte puisque pour b < \/z et ; donnés on n’a pas
toujours b°pit...pt < z.
b) Pour chaque p e N le nombre des multiples de p dans [1, 2] est E(x/p) donc leur proportion
Ex/p)
est

T p
I'estimation.

4k+1

- Or tout élément de [1, 2] \ Ay possede un diviseur premier dans |pg, x], d’out

c) Pour z = , le nombre d’éléments de A, N [1,2] est < 22T d’apres (a), donc leur

proportion est < 1/2. On en déduit que la proportion d’éléments N \ Ay dans [1,z] est
> 1/2, donc Z 1/p > 1/2 par (b). La série Z 1/pk ne peut converger car son reste
PEP, pr<p<z J
Z 1/p; ne tend pas vers 0.
>k
k
3. a) Pour (k,n) € N? notons B} I'ensemble des nombres entiers qui s’écrivent H p;* avec a; € N,
i=1
a; < n. D’apres I'unicité de la décomposition en nombres premiers, 'application (¢,v) — gp)
est une bijection de By _; x [[0,n]] sur By. On en déduit que

(2 E) - (5 D)
mgl? " quZgl 1 ; k quZgl 1 L= plzl

uis, & l'aide d’une récurrence sur k
y )
71 n

IS (G | e

mEB”

Or, prenant n > log, k, on a {1,...,k} C By, d’ou le résultat.
i 1 f 1
b) On a donc —Zln <1 — —> > In (Z —,), donc la série de terme général < —In <—>>
i—1 pi i—1 Di
1 1 1
diverge. Comme — In <1 — —) ~ — on en en déduit que la série de terme général (—)

. . bi Di
diverge aussi.

4. Soit B C N* I’ensemble des nombres entiers ne comportant pas le chiffre 9 dans leur développement
décimal I y a 8 9% éléments de B & k + 1 chiffres tous plus grands que 10*. On a donc

1
Z SZ 0% < +o00. En particulier Z — = 400, donc P\ B est infini.
n

neB neP\B

[Exercicel 1.19.

130



+o0
1. a) Remarquons que v,(n) est le nombre de k£ > 1 tels que np~* soit entier, soit Z E(np_k) -
k=1

E((n —1)p~"). La formule s’en déduit par récurrence sur n puisque v,(1!) = 0 et v,(n!) =
n

> up(k) = (0 = 1)) + vy(n).

k=1
b) Pour x € R, on a E(2z) — 2E(z) = 0 si E(2x) est pair et F(2z) — 2E(z) = 1 si E(2x) est
impair, d’ou le résultat d’apres (a).

c) e De (b), on déduit que v, (2:) est inférieur ou égal au nombre des k tels que E(2np_k)

In2

soit non nul, c’est-a-dire v, (Qn < ( 1 n>
n Inp

e Sin <p< 2n,alors vy(n!) =0 et v,((2n)!) = 1.

e Sip<n< ?p, alors on ne peut avoir p = 2 (car n > 3); il vient 2n < p*; on a alors

E(2np~') =2et, pour k > 2, on a E(2np ") = 0. Donc d’apres (b), on a v, (2:> =0.

d) Onaln (2:) — Z. v (2:) In p.

p premier

(i) Tl vient In (27;”‘) > Y (2:> Inp > ((2n) — 7(n)) Inn.

n<p<22n
p premier

(ii) On a d’apres (c),

(@) = 2w (@) 2
n o P\ n p

p<2n/3 n<p<2‘n

p premier p premier

< 7w(2n/3)In2n + (7(2n) —7(n)) In2n

2n—1

2. On a Z (2”]; 1) = 2?"~1. Or pour tout k, on a <2”k_ 1) = (%Qf;i 1) don T'égalité

n—1
( n— 1) _ 92n-2
k=

2n — 1 2n—1—k: 2n — 1 2n — 1
Remarquons que pour 0 < k < n—1, on a R — = ;

o

E+1 k+1 k k
5 : —1 : 2n —1 2n—2
en d’autres termes, la suite est croissante; il vient < 2 =
0<k<n—1 n—1

n—1
(Qn — 1) <2n — 1) ( n) (2n — 1) Lot (Qn) <ol ¢ n(Qn)
— n—1 n—1 n n

2 -1 2n—1
3. a) Remarquons que H p divise " donc il divise [~ . On en déduit
n —1 n—1

m<p<2m
p premier

2n —1
que g Inp <1In ( " ) ) < (n—1)In4 (d’apres la question 2).
n j—
m<p<2m
p premier

Démontrons la deuxieme inégalité par < récurrence forte sur n >. On la vérifie sans peine

: . s n+1
pour n = 3 et n = 4. Soit n > 5 et notons m la partie entiere de

- D’apres la question
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2,0n a Z Inp < Z Inp < (m—1)In4. D’apres 'hypothese de récurrence, on trouve

m<p<n m<p<2m
p premier p premier
g Inp = E Inp+ g Ihp<(m—1)Ind+(m—-1)Ind < (n—1)In4.
p<n p<m m<p<n
p premier p premier p premier

b) On vérifie cette inégalité pour n = 2,3, 4...

2
Supposons n pair n = 2m. D’apres les questions 1.d.(ii) et 2, on a In(2m)7(2m) > In ") >
m
(2m — 1)In2 — Inm, d’ou l'inégalité voulue. Si n est impair, on a w(n) = w(n + 1) >
(n+1)(In2) n(ln 2) , x ,
~——————~ —1>——=—1 (la fonction  — —— est croissante sur [e, +00]).
In(n+1) Inn Inx

11.2 Anneaux

Exercice| 2.1. Si a est inversible, cette application est bijective d’inverse b — a~'b.
: pp j

Si cette application est surjective, il existe a’ tel que aa’ = 1. On aura alors a(d’a) = (aa’)a = a = al.

Si de plus 'application b — ab est injective, on aura a’a = 1, donc a est inversible et @’ = a ™.

2.2. Ona2=1*+1>=(1+i)(1 —i) et =1 = 1 = 1% est un carré modulo 2. Donc 2 vérifie

tous ces énoncés.
On peut supposer désormais que p est impair.
Un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4, donc (i)=(iv).

Il résulte de I'exercice que (iv) <= (iii).
x

=g 70,

Si p vérifie (iii), soit 2 € N avec x < p—1 tel que 2* = —1 [p]. Alors p|(2+i)(x—i). Comme
p

p ne peut diviser un de ces facteurs : il n’est pas irréductible, donc (iii)=(ii).

Enfin si p = xy avec x,y € Z[i] non inversibles, il vient p* = v(p) = v(z)v(y). Et comme x et y ne sont
pas inversibles, v(z) # 1 et v(y) # 1, donc v(x) = v(y) = p; écrivant x = a + ib il vient p = a® + b?
donc (ii)=(i).

[Exercicel 2.3.
1. a) Comme G est commutatif, on a (ab)™ = a™b™ pour tout m € Z.

Soit ¢ I'ordre de ab dans G. On a (ab)ke*e = gF=*pFako — 1 donc ¢ divise k,ky. Par ailleurs,
on a (ab)’ = 1, donc 1 = (ab)** = (a**)*b®=. On en déduit que b = 1, donc ky|lk,, et k|l
d’apres le théoreme de Gauss. Puis, b° = 1 et comme (ab)f =1, il vient aussi a’ = 1, ce qui
implique que k,|¢. Enfin k,k,|¢, donc k. ky, = £.

b) On a z¥ =1 pour tout x € G si et seulement si k est multiple de l'ordre de = pour tout z,
i.e. si et seulement si k est multiple du PPCM noté n des ordres des éléments de G. Comme
I'ordre de tout élément divise le cardinal de G, le PPCM des ordres divise le cardinal de G.

c) Il existe y; € G tel que ' he soit pas un multiple de 'ordre de y;. L'ordre ¢ de y; est de
J

la forme ¢ = pfm avec m premier avec p;. Comme ¢ divise n mais pas —, il vient & = m;.
pj
. ms
Posons alors z; = yi"* qui est d’ordre p;”.

d) D’apres la question a) et par récurrence, l'ordre de H x; est H p;nj =n.
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2. Soit K un corps commutatif et G un sous-groupe fini a N éléments de K*. Soit n son exposant.

a)

Les éléments de K qui vérifient 2" = 1 sont les racines du polynome X" — 1. Ce polynome
de degré n a au plus n racines. Tous les éléments de G vérifient 2" = 1, donc N < n.

b) On a vu que n divise 'ordre N de G. Comme N < n, il vient n = N. Il existe donc un
élément d’ordre N : le groupe G est cyclique.
[Exercicel 2.4.
a a
1. a) Pour tout a € {0,...,d—1} on a — € A,,. L’écriture — est irréductible si et seulement a et d
sont premiers entre eux. Dans A, il y a donc ¢(d) éléments dont 1’écriture irréductible est
a
de la forme —.
d
b) En regroupant les éléments de A, selon le dénominateur de leur écriture irréductible, on
obtient 'égalité >~ p(d) = n.
dln
2. a) En regroupant les éléments de G suivant leur ordre, il vient Z 54 = n.
dn
b) e Par définition de l'ordre d’'un élément d'un groupe, H a d éléments. Le groupe H est

c)

d)

cyclique d’ordre d; il est isomorphe a (Z/dZ,+); il a ¢(d) générateurs (éléments d’ordre
d).

e Comme H est un groupe d’ordre d, tout élément de H vérifie 2% = 1.

e Les éléments de K qui vérifient 4% = 1 sont les racines du polynéme X% —1. Ce polynéme
de degré d a au plus d racines.

e Posons Z = {y € K*; y* = 1}. D’apres ce qui précede, H C Z et Z a au plus d éléments,
donc Z = H.

D’apres ce qui précede, si G a un élément x d’ordre d, alors les éléments d’ordre d sont les
générateurs du sous-groupe H engendré par z, et il y en a ¢(d).

On a st =n = Z(p(d). Or pour tout d on a sq4 < ¢(d) (puisuge l'on a s4 = 0 ou
din dn

sq¢ = @(d)). Les nombres positifs ¢(d) — sq ont une somme nulle : ils sont tous nuls. En

particulier s, = ¢(n) n’est pas nul, donc G possede un élément d’ordre n : il est cyclique.

[Exercicel 2.5.

1. a)

Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique, donc si G x H est cyclique, G et H sont
cycliques (car isomorphes a des sous-groupes de G x H). Il reste a déterminer quand le
produit de deux groupes cycliques est cyclique, autrement dit, pour quels a,b € N* le groupe
(Z/aZ) x (Z]VZ) est cyclique. Si a, b sont premiers entre eux, le groupe (Z/aZ) x (Z/bZ) est
cyclique d’apres le théoreme chinois . Inversement, soit m le PPCM de a et b. Pour
tout (z,y) € (Z/aZ) x (Z/bZ), on a m(x,y) = (mx,my) = 0. Donc si (Z/aZ) x (Z/bZ) est
cyclique, il existe (x,y) € (Z/aZ) x (Z/bZ) d’ordre ab, donc ab = m, ce qui implique que a
et b sont premiers entre eux.

On a (1) = p(2) = 1. Si n > 3 alors ou bien n = 2 avec k > 2 et ¢(n) = 257! est pair;
ou bien n admet un diviseur premier p distinct de 2 donc s’écrit n = p*m ot k > 1 et m est
premier avec p. Alors ¢(n) = (p — 1)p*'(m) est divisible par p — 1, donc est pair.
D’apres le théoreme Chinois, (Z/nmZ)* est isomorphe a (Z/nZ)* x (Z/mZ)*. Les ordres
w(n) et p(m) de (Z/nZ)* et (Z/mZ)* sont pairs et ne sont donc pas premiers entre eux.
Leur produit n’est donc pas cyclique.
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d)

2. a)

b)

c)

d)

Les éléments du groupe (Z/87)* vérifient tous 2° = 1, puisque 3* — 1, 5* — 1 et 7% — 1 sont
multiples de 8. Donc (Z/8Z)* n’a pas d’éléments d’ordre 4 : il n’est pas cyclique.

Cela est vrai pour £ = 0. Supposons k > 0 et (1 + p)pk = 1+ p"™(1 + pb). On a alors
P

(1 +p)pk+1 =(1 +pk+1(1—|—pb))P — E (P)pj(kﬂ)(l —I—pb)j. Or pk+3‘ (129) _p2k+2 et pour j > 3,
» J
J=0

P31+ donc, modulo pF*?,

1

1+p)""" = 1+ pp"(1+ pb)
= 1—|—pk+2

Ona (1+p? =1 [p"et (1+p)P ~ #1 [p"]. Donc l'ordre de 1 + p divise p" " et ne
divise pas p"~?; c’est donc p" L.

Soit m l'ordre de = dans (Z/p"Z)*. On a a™ =1 [p"]. En particulier «™ =1 [p], donc m

e

est un multiple de p — 1. Ecrivons m = (p — 1)d ( Alors z¢ est d’ordre p — 1.

On a vu que dans (Z/p"Z)* il y a un élément u d’ordre p" ' et un élément v d’ordre p — 1.
Soit £ I'ordre de uv dans (Z/p"Z)*; on a (uv)’ = 1, donc 1 = (uv)‘ P~ = (u?~1)%®~1 On
en déduit que v“?~Y = 1, donc p" {(p — 1), donc p"~!|¢ (d’apres le théoreme de Gauss,
puisque p" ! et p — 1 sont premiers entre eux). Enfin, v =1 et comme (uv)é = 1, il vient
aussi u* = 1, ce qui implique que p — 1|¢. Enfin p" ' (p — 1) = ¢(p™)|¢, d’ott 'on déduit que
uv engendre (Z/p"Z)*.

Enfin, d’apres le théoreme Chinois, (Z/2p"Z)* est isomorphe a (Z/27)* x (Z/p"7Z)*, lui méme
isomorphe a (Z/p"7Z)* (car (Z/27)* est le groupe & un seul élément) donc est cyclique

3. Ce sont 1,2,4 et les nombres de la forme p* ou 2p* avec p premier distinct de 2 et k € N*.

[Exercicel 2.6.

1. a)

2. a)

b)

Posons k = Tx. On a k € NN zZ[r]. Soient m,n € Z, notons r,s € {0,...,v(x) — 1} leurs
restes dans la division euclidienne par k. Alors (m + n7) — (r + s7) € zZ[7]. Cela prouve
que tout élément de Z[7|/xZ[7] est la classe d'un r + s7 avec r,s € {0,...,v(x) — 1}, donc
Z[r]/xZ|7] est fini.

Pour tout z € Z[7],on a z—(r;+xs;) € vyZ[t| <= z—r; € xZ[T] et : —s; € yZ[r]. On
en déduit qu’il existe un et un seul couple (i, j) tel que z — (r; +xs;) € xyZ[r]. L’application
de {1,...,n} x{1,...,m} dans Z[r]/xyZ|r] qui & (i, j) associe la classe de r; + xs; est une
bijection. On en déduit que Z[7]/zyZ|7] a nm éléments, soit v(zy) = v(z)v(y).

Pour k € Z, on a a + br € kZ[r] <= a € kZ et b € kZ. Il y a donc k* classes : celles de
a+broua,be{0,... |k|] —1}. Notons que lapplication x — T est un automorphisme de
I'anneau Z[7]. On en déduit que v(z) = v(T). On a alors v(7)? = v(2)v(T) = v(2T) = (¢ 7T)?,
donc v(z) = 7 = |z|.

Soit z € Z[7]. Il existe ¢ et r tels que z = gz +r avec V(r) < V(z). Par minimalité de V' (z),
il vient r € {0, —1,1}. On en déduit que Z[7]/xZ|7] a au plus 3 éléments, soit v(x) < 3.

On a v(z) = (Rex)? + (Imz)? < 3. On en déduit que |Rez| < V3 et [Imz| < V3. En
particulier, z € Z (puisque x ¢ {0, —1,1}) et Imz # 0. Or x = a + br avec a,b € Z. 1l vient
| > 1. Comme [Im z| = |b|Im 7, il vient Im 7 < /3.

[Exercicel 2.7.

5. Remarquons que m divise Pordre de (Z/p"Z)* qui est égal & o(p") = (p — 1)p" !, donc d est de la forme p* avec

k<n-—1.
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1. Puisque a € G et G est un sous-groupe de (C, +), il vient Za C G, donc Za C GNRa. Soit ¢t € R
tel que ta € G et notons n sa partie entiere. Alors ta—na € G. Or [ta—nal* = [t—n|*|a|? < |af?;
il vient ta — na = 0 par minimalité de |a/.

2. Posons B _ u. Puisque || < |B], il vient |u| > 1. Puisque |5 —«| > ||, on a |u—1| > |ul, donc

o)
Reu < 1/2; de méme |5 + a| > |5| donc Reu > —1/2.
I
3. Posons y = L Soit n l'entier le plus proche de Y Onadone [—Y —n < 1/2, soit [Im (y —
« mu Imu
nu)| < (Imw)/2.
Soit alors m l'entier le plus proche de Re(y — nu). On a |Re(y — nu —m)| < 1/2. 11 vient
ly — nu — m|* = [Re(y — nu — m)|* + [Im (y — nu)|* < 1/4(1 + (Imu)?) < |u|*/2. On a donc
ly — nu —m| < |ul, soit | — (ma +npB)| < |B].
. " o T —(ma+n
Par minimalité de |f|, il vient  — (ma + nf) € Za. Or |Re ( 6)‘ < 1, donc z =
!
ma + np.
[Exercicel 2.8.
1.OnatTae Jet e J!
2.0naTt=a+ bé et, comme les parties imaginaires de 7 et é sont positives, b > 0.
! a
3. Ona M <g> =T <g) ; donc 7 est une valeur propre de M. L’autre valeur propre est donc 7
. o @
et les espaces propres respectifs sont C ( 5) et C (B)
La trace et le déterminant de cette matrice sont donc a +d=7+7 =1et ad —bc =77 = 5.
Comme a et d sont entiers et a + d = 1, ces deux nombres ne peuvent étre strictement positifs
ou strictement négatifs. Leur produit est négatif ou nul. Par ailleurs a et d ne sont pas de méme
parité (leur somme est impaire) donc ad est pair. Comme ad — bc = 5 est impair, be est impair,
donc b et ¢ sont impairs. Enfin, 4bc + (a — d)* = 4(bc — ad) + (a + d)* = —20 + 1 = —19.
. R - b 1

4. Divisant par « les égalités Ta = aa+bf et 78 = ca+ df, il vient <Zidi) =T (x) . Ces deux
vecteurs étant proportionnels, on obtient la nullité du déterminant. Donc
a) bz’ + (a — d)x — ¢ = 0; l'autre racine du trindme bX? + (@ — d)X — c est T.

c a—d
b) Le produit Tz de ces racines est 3 et la somme z + 7 des racines est .
1
5. Ces inégalités proviennent des inégalités |z| > 1 et |Rez| < 3
e On a —dbc > 4b* et (a — d)* < b%, donc 19 = —4bc — (a — d)* > 4b* — b* = 3b°.
e Puisque b est impair et 3b* < 19, il vient b = 1.

6. Donc 8 = (7 — a)a. On en déduit que le sous-groupe de J de base («, Ta) contient 5 : c’est J.
Par suite J = aZ[r]. Ceci étant vrai pour tout idéal, Z[r] est principal. D’apres Iexercice [2.6] il
n’est pas euclidien.

[Exercicel 2.9.
1. L’idéal J engendré par 2 et X est I'ensemble des P € Z[X] tels que P(0) est pair. Si P € J qui

divise 2 alors 9P < 92 = 0, donc P est un polynome constant, et comme P € J et P|2, il vient
P = +2; donc P ne divise pas X (dans Z[X]). L'idéal J n’est pas engendré par P.
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2. Remarquons que, si la partie imaginaire de 7 est > \/5, alors 1’élément 2 est irréductible dans
Z[r] : s1 2 = uv avec u,v € Z[7], alors uuvv = 4 et puisque uu,vv € Z[7] "R, =N, vz < 2, ou
vU < 2. La partie imaginaire de tout élément de Z[7] est un multiple de celle de 7 qui est > V2.
Donc si uu < 2, alors u € Z, donc v = £1. Donc 2 est bien irréductible. Si Z[r] est factoriel, une
écriture 2T = 2b avec x € Z[7| et b € N impose que 2 divise un des facteurs, donc x/2 € Z[r].

SiT=1iV2kaveck > 2 onarT =2k;siT=ivV2k+1,aveck > 1,ona (1+7)(14+7) =
1
2(k + 1), et puisque % ¢ Z[T] et ;T
1+12V/15
2

& Z|7], on en déduit que Z[7] n’est pas factoriel. Méme

raisonnement pour 7 = vu que 77 = 4.

[Exercice] 2.10.

1. Si P est un polynoéme non nul & coefficients dans K tel que P(x) = 0, alors P € K;[X], donc x
est algébrique sur K !

2. Remarquons qu’'un sous-anneau A de L contenant K et qui est un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie est un corps. En effet; si a € A n’est pas nul, 'application K-linéaire y +— ay de A
dans A est injective (vu que A est inteégre : ¢’est un sous-anneau de l’anneau integre K), donc
bijective puisque A est de dimension finie; il existe donc b € A tel que ab = 1, ce qui prouve
que a ! € A.

Si x est algébrique sur K, alors 'ensemble { P(z); P € K[X]} est un sous-corps de L isomorphe
a K[X]/w ou w est le polynome minimal de z. Il est de dimension finie sur = et contient x.

Si A est un sous-anneau de L contenant K et x et qui est un K-espace vectoriel de dimension
finie disons n. Alors (1,z,...,z") sont liés : il existe donc un polynéme P de degré < n tel que
P(z) = 0.

3. Si K5 est de dimension finie sur K, alors le K-espace vectoriel K; qui est un sous-K-espace
vectoriel de K est de dimension finie. Tout systeme générateur (ay, ..., a,,) € Ki'du K-espace
vectoriel K5 est un systeme générateur du Ki-espace vectoriel K.

Inversement, soit (ai,...,a,) une base du K espace vectoriel K et (by,...,b,) une base du
K;-espace vectoriel Ky. On démontre que (a;b;)1<i<p; 1<j<q €St une base du K-espace vectoriel
K5, ce qui démontrera que K5 est un K-espace vectoriel de dimension pq.

q
Soit € Ks. Il existe (u1,...,p,) € Ki tels que x = Zujbj et, pour chaque j, il existe
j=1
q

P P

(Mg --sApj) € KP tels que p; = ZAW&"‘ On a alors z = ZZ)\i,jaibj donc le systeme
i=1 Jj=11i=1

(aibj)lgigp; 1<j<q est générateur.

a p p q

Soient (A;;) € KP? tels que Z Z Aija;b; = 0; posons p; = Z Aija;; il vient Zujbj =0 et

j=1 i=1 i=1 j=1
puisque (b;) est libre (sur K;) il vient p; = 0 pour tout j; enfin puisque (a;) est libre (sur K) il
vient \; ; = 0 pour tout ¢, j. Donc le systeme (a;b;)1<i<p: 1<j<q €st libre.

4. a) Onaa™' € K, donc a™ ! est algébrique.

b) Comme [ est algébrique sur K donc sur K7, il existe un sous-corps Ks de L contenant [ et
K, de dimension finie sur K donc sur K. Alors a + € Ky et aff € K5, donc a+ [ et af
sont algébriques sur K.

5. La premiere assertion est claire. Si z est algébrique sur K, il existe P € K'[X] non nul tel que
n

P(z) = 0; écrivons P = g axX". On démontre immédiatement par récurrence sur n € N qu'il
k=0
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existe un sous-corps K; de L contenant aq,...,a, et K de dimension finie sur K. Alors x est
algébrique sur K; donc sur K.

11.3 Polynoémes et fractions rationnelles

Exercice| 3.1. Si p/q est racine avec p et g premiers entre eux, on écrit 0 = ¢"P(p/q) Z akp q"

Comme p et ¢ divisent cette somme, il vient p|q"ag et ¢|p"a,, donc plag et gla, d’apres le theoreme de
Gauss.

xercice| 3.2. Successivement sur Q sur R et sur C, on trouve

P = (X-1)(X*+5)(X*-3X+1)
3+5 3-5

= (- - (x 2 (x 4)
= (X—l)(X—3+2\/5)(X—3_2\/5)(X+i\/5)(X—z’\/5)
Exercice 3.3. On trouve F' = — 2 + = ! —I—l— ! + 5 - Donc une primitive de t — F(t)
X3TX2TX T X1 (X 1)
estt|—>—t12—%1—%—i—?lm‘t_l‘+coflcestuneconstante.

3.4. Les conditions P(0) = 1 et P'(0) = 0 s’écrivent P = 1 + aX* + bX>. On a alors
P(l)=1+a+b=0et P(1)=2a+3b=1,donc a=—4 et b=3.

Le polynome () — P s’annule en 0 et en 1 ainsi que sa dérivée si et seulement s’il est divisible par
X?(X —1)2 Donc les polynémes qui conviennent sont 1 —4X? 4+ 3X3 + X*(X —1)?B avec B € K[X].

[Exercicel 3.5.

) 0 1 1( 1 1 ) 1 ( 1 1 > 1 U it
a) On a = - - = - - . Une primitive
ol — 22— 2 3 22 2241) 62\s—v2 z+v2) 3@+l P

2 ——In ‘x ‘+ ZArctanz +
est x rctan x + c.
6v2 lz++2
xdx 1 o x (x2 4+ 1) — 22°
b) Ona/(a:2+1)2 = _2(x2+1) + c. Or, la dérivée de = +— o est x — CENE =
2 1 d / dx x +1A ; i
- n = —Arctan :
@2+12 2410 ) @1 2@re1) 2 oemETe
2 _ 1 2y — 6 1 2 2 3 4 5
¢) Posons y =1—2. On a y6: + Y yﬁ = + Tyty +§J Ty ty
I—=y)y® 1-y A=y 1-y Y
D / r+1 | ‘ x ’+ 1 n 1 N 1 n 1 n 2 n
onc [ ———=1n c.
x(z —1)0 r—11 1—2z 2(1—-2)?2 3(1—-2z)3 41—-x)* 51 —x)
d d d
d) (Regles de Bioche : on pose u = sinx) /cosia: :/szsi ; = /ﬁ
0 1 1 n 1 n 1 1
r = _ )
(1—-u?)? 4u—12 4u+1)?2 4u+1) 4u-1)
D / dx 11 1+sinx+1< 1 1 >+
onc =—1In - - c.
cosr 4 1—sinz 4\1—sinz 1+sinz
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[Exercicel 3.6. On a

Py =3y = (v ry+2) (@Y 422 — (vy +yz 4 2a)
= (z+y+2)((x+y+2)°—3@y+yz+z2x)).

On en déduit que 3zyz = 2° +9° +2° — (v +y+2)(x +y+2)* = 3(zy+yz+22)) = 15-3(9—3) = —3.
Donc z,y, z sont les trois racines du polynéme X? — 3X? + X + 1. Ce polynome possede la racine
< évidente » 1, done X —3X%24+ X 4+1= (X —1)(X?—2X —1) = (X = 1)(X =1 —V2)(X —1+2).
Donc z,y, z sont égaux a permutation pres a 1,1 + V2,1 —2.

[Exercicel 3.7.

-1
1. Ona X% —1= (X" 1)<qZX’fP).
k=0

2. a)

b)

)

Notons @ = bg + r la division euclidienne de @ par b. On a X* —1 = X"(X% — 1) 4 X" — 1.
Puisque X” — 1 divise X" (X" — 1) et 7 < b, le reste de la division euclidienne de X* — 1 par
XP —1est X" —1.

On peut supposer que a > b > 0. Effectuons I'algorithme d’Euclide : on obtient une suite
décroissante 1o = a =1 =b>1ry > ... > 1, = d tels que, pour 2 < j < n, r; soit le reste
de la division euclidienne de r;_y par r;_; et r, divise r,_; : c’est le PGCD d de a et b. On
déduit de la question 1, que le reste de la division euclidienne de X"7-2 — 1 par X"~ — 1
est X7 —1; de plus X"™ — 1 divise X"~ — 1. D’apres 'algorithme d’Euclide, le PGCD de
X% —1et X*—1 est donc X4 — 1.

Soit D le PGCD de A et B dans K[X]. Il existe donc des polynémes Ay, By, U,V € K[X]
tels que A = DAy, B = DB, et D = AU + V B. Ces égalités ayant lieu dans L[X], on en
déduit que
e D est un diviseur commun de A et B dans L[X] (d’apres les deux premieres), donc D
divise le PGCD de A et B dans L[ X].
e D est un multiple du PGCD de A et B dans L[X] (d’apres l'identité D = AU + V B).
Donc D est le PGCD de A et B dans L[X].

Les racines de X* — 1 sont les racines k-iemes de I'unité. Ce sont toutes des racines simples
(elles sont distinctes - on peut aussi remarquer que la dérivée kX =1 de X*¥ — 1 n’a pas de
racines comunes avec X* —1). Les racines communes de X* — 1 et X* — 1 sont les nombres
complexes w vérifiant w® = w® = 1. Donnons-nous une relation de Bézout am + bn = d o1 d
est le PGCD de a et b. On a w® = (w*)™(w’)" = 1, donc les racines communes de X* — 1 et
X% — 1 sont les racines d-iemes de 1'unité.

De 3.b), on déduit que le PGCD de X —1 et X% —1 sur C est X% —1: donc aussi sur R ou
sur Q (d’apres 3.a).

4. Donnons-nous une relation de Bézout am + bn = d. Les nombres m et n ne peuvent étre tous

deux strictement positifs (sauf si @ = b = 0...). On peut donc écrire (quitte a échanger les roles
de a et b) d = au — bv avec u,v € N. On a donc (X — 1) — X4 X" — 1) = X% — 1. Puisque

XCL

— 1 divise X™ — 1 et X° — 1 divise X® — 1 cette égalité est une relation de Bézout.

Deuz remarques :
e Supposons que a et b sont tous deur non nuls. Ecrivons a = ayd et b= byd. Si am +bn =d

est une relation de Bézout, on obtient toutes les relations de Bézout de la forme au+ bv = d
avec u = m + bik et v = n — kay de sorte qu’on prenant k assez grand, on aura u = 0 et
v < 0.
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e La relation trouvée (X* — 1)A + (X® —1)B = X% — 1 ici n'est en général pas celle donnée
par Ualgorithme d’Fuclide : dans celle donnée par ’algorithme d’Euclide, le degré de A est
le plus petit possible, donc < b —d - et celui de B est < a —d.

[Exercicel 3.8.
1. Notons Aq,..., \x les racines de P de partie imaginaire strictement positive écrites avec leur
k k
multiplicité. On a P = H(X —N)(X = \j) =Adon A= HX — A;. Les polynomes A et A
j=1 j=1

n’ont pas de racines communes : ils sont premiers entre eux.

2. Existence : Comme A et A sont premiers entre eux, il existe U, V' € C[X] tels que AU +AV = 1.
Alors AU est congru a 1 modulo A, donc i(1 — 2AU) est congru a ¢ modulo A, et & —i
modulo A. Ecrivons i(1 —2AU) = PQ + J la division euclidienne de i(1 —2AU) par P. Alors
J convient.

Unicité : Si J; et Jp vérifient ces conditions alors J; — J est divisible par A et A donc par
leur PPCM qui est P - puisque A et A sont premiers entre eux. Comme J; — J5 est de degré
< 2]{?, il vient J; — J; = 0.
3. Le polynome 7_Vériﬁe les mémes conditions : écrivons J — i = AB :et J+i = AC il vient
J+i=ABet J—i=AC. Donc J = J (d’apres l'unicité) soit J € R[X].
Enfin J? = —1 modulo A et modulo A donc J? = —1 [P].
4. 11 s’agit de vérifications plutot longues - mais sans surprises...

a) Il s’agit juste de se rappeler correctement les axiomes des espaces vectoriels. Seule vérification
demandant démonstration : z(2'z) = (22')z.

b) Soit f une application R-linéaire. Alors bien sur f(x +y) = f(x) + f(y).
On a f((s +it)r) = f(sz +1j(x)) = sf(x) +tf o j(x) et (s +it)f(x) = sf(x) +1jo f(z)
donc f est C linéaire si et seulement si foj=jo f.

5. Soit P € R[X] un polynéme unitaire annulateur de f sans racines réelles : par exemple le
polynome minimal ou le polynome caractéristique de f. Soit J € R[X] comme ci-dessus. On
pose j = J(f). Puisque P|J? + 1, il vient j> = —idg; enfin fJ(f) = J(f)f, d’ou le résultat.

[Exercicel 3.9.
) . (AB)’ A B
1. Si A et B sont deux polynomes, on a 1B - A —|—§ Décomposons P en facteurs irréductibles :
k P
P:aHPZ-mZ Ona——zml
i=1 =1
k

2. Théoréme de Lucas. Ecrivons P = aH(X — A;)™. Si z est une racine de P’ qui n’est pas un
i=1

_ Pl(z) b m; b mi(z — \;)
-~ P(2) _Zz i lz EEESYER

milz = \)
EESYE

des \;, on a

Prenant le complexe conjugué de cette égalité, on trouve Z = 0, donc z est bary-

centre des \; affectés des coefficients strictement positifs

m
|Z_/\7,|2
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3. a) Le triplet (1,4, %) est un repere affine d’on I'existence et unicité de /.

Une application linéaire de R? dans un espace vectoriel ﬁ est une application de la forme
(z,y) = osu+yv (o 4, U € B) ; donc une application affine, de R? dans E, composée d'une

application linéaire et d’une translation, s’écrit (z,y) — zt + yv + @ (on @, v, € B) Une
24+zZ, z—Z_,
application affine du R-espace vectoriel C dans ﬁ, s’écrit donc z +— U+ 5 U+ 0.
i
Donc une application affine du R-espace vectoriel C dans lui-méme s’ecrit z — az + bz + c.
at PPy, _ atifti*y
2 =

On peut aussi résoudre le systeme et trouver a = et ¢ =

atf+y

3
Pour z = 1, j, ou 52, posons u = az et v = bz. Ecrivant (u 4 v)* = 3uv(u 4 v) + u® 4+ v°, on
trouve immédiatement que «, 8 et v sont racines de (X — ¢)® — 3ab(X —¢) — a® — b*.

b) Convenons d’appeler ellipse de Steiner d'un triangle T du plan C = R? toute ellipse tangente
au milieu des trois cotés de T'. Nous devons donc établir I’existence et unicité d’une ellipse
de Steiner.

Remarquons que si € est une ellipse de Steiner d’'un triangle T et ¢ est une bijection affine
de l'espace euclidien C dans lui-méme, alors ((E) est une ellipse de Steiner du triangle ¢(T").

e Commencons par traiter le cas du triangle équilatéral Ty = (1, 7, 52).

x Le cercle inscrit C du triangle équilatéral Ty en est une ellipse de Steiner - d’ou son
existence.

x Si £ est une ellipse de Steiner du triangle Tj, il existe une transformation affine £ telle
que /(&) soit un cercle. C’est le cercle inscrit du triangle ¢(7p), et une ellipse de Steiner
pour ce triangle. Notons (A, B, C) le triangle ¢(T) et A’, B',C" les milieux et points
de tangence. On a AC' = BC', AB' = CB' et BA' = CA’ (milieu) et AB" = AC’,
BA" = BC' et CA" = CB’ (cercle inscrit). Donc ¢(T) est équilatéral. On en déduit
que / est une similitude, donc £ est un cercle : c¢’est le cercle inscrit, d’ou 'unicité.

e Passons au cas général. Soit ¢ une bijection affine de C dans C telle que ¢(Tj) = T'. Alors
I'image par ¢ du cercle inscrit de Ty est une ellipse de Steiner de T'. Si £ est une ellipse
de Steiner de T, alors £~ '(&) est une ellipse de Steiner pour Ty : c’est le cercle inscrit -
d’ou I'unicité.

¢) Ecrivons a = |a|uv et b = |b|u ol u et v sont des nombres complexes de module 1. On a
(=T, 0R,0DoR, ou R,, R, sont des rotations R,(z) = vz, R,(2) = uz, T, est la translation
T(z) = z+ c; enfin D(z) = |a|z + |b|Z, soit D(z + 1y) = (Ja| + |b])x + i(|a|] — |b])y. Notons
que comme «, 3,y ne sont pas alignés, ¢ est bijective, donc |a| # |b].

On a R,(C) = C;'image par D de ce cercle de centre 0 et de rayon 1/2 est Uellipse d’équation

) tm) - '
— ) + = —; ses foyers ont donc comme coordonnées y = 0 et x =
<|a| + 1] la] — [b] 4
b|)? b|)
T _ o

Enfin T, o R, est une isométrie donc les foyers de l'ellipse de Steiner ont pour affixes ¢ +

lab] = c £ z ol1 z est une racine carrée de ab = u?|ab|.

2 2
x
Dans une ellipse d’équatlon — + Yo (dans un repere orthonormé) de demi grand axe a et demi petit axe

b2
b (avec a > b > 0), les foyers ont pour coordonnées (+v/a? — b2,0). Pour se le rappeler, notons A = (a,0) et
B = (0,b). Si F et F' sont les foyers de coordonnées (+c,0), on a AF + AF' = 2a = BF + BF' = 2\/b? + 2.

3.10. Fixons un repere orthonormé (0,1, j) dans lequel I’équation de H soit xy = ¢. Notons
(p,q) les coordonnées de P dans ce repere. On a ¢ = pq. Celles de P’ sont donc (—p, —¢q). Quitte a
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changer i en son opposé, on peut supposer que p > 0. L’équation du cercle C est 2% + y* — 2px — 2qy =
3(p* + ¢*). Le point de coordonnées (z,y) est dans l'intersection H N C si et seulement si zy = pq et
2 +y? — 2px — 2qy = 3(p* + ¢*). Multipliant par 2*, on trouve (puisque zy = pq)

vt + p?q® — 2pr® — 2pgPx — 3(p* 4 ¢H)a® = 0.

Posons g(z) = 2* — 2p2® — 3(p* + ¢*)2* — 2p¢*x + p*¢®. Les points d’intersection de H N C sont les

couples (z, m), avec © € R* racine de g. On sait déja que —p est un racine de cette équation.
x

1. On a ¢g(0) = p*¢* > 0 et g(p) = —p*(p* + ¢*) < 0, enfin lirin g(x) = 400. On en déduit
T—r 00

que g a une racine dans |0, p[, une racine dans |p, +oo[ et un nombre pair de racines (avec leur
multiplicité) dans | — 0o, 0[. Comme —p est racine, ce polynome du 4e degré est scindé sur R.

2. Les trois autres racines satisfont 4 +xp +xc —p = 2p, donc x4 + xp + xc = 3p. Par symétrie

(x,y) — (y,x), on trouve que les ordonnées des points d’intersection vérifient y4 +yp +yc = 3q.
. pPq pPq pqg  pq _ P4o3
[Ou, mieux, ya+yp +yc —q= — + — + — — — =
. ’ . xA ‘/I/‘B . :rC p 7’ 0-4 . .
le centre de gravité du triangle ABC. Par ailleurs, P étant le centre du cercle circonscrit du

triangle ABC, médianes et médiatrices sont confondues. Donc ABC' est équilatéral.

= 2q.] Cela prouve que P est

[Exercicel 3.11.

1. a) Le plus simple est d’utiliser la matrice compagnon de P : c’est une matrice a coefficients
entiers A € M,(Z) dont le polynéme caractéristique est (—1)"P. Alors le polynéme ca-
ractéristique de A® est (—1)" P, (il suffit pour voir cela de trigonaliser A). Il est & coefficients
entiers.

b) On sait que (—1)"7a; est la somme des produits @;, ... x;, ot 1 < iy <ip <...<i; <n. 1l

y en a <n) tous de module 1.
J

On peut aussi raisonner par récurrence sur n, écrivant QQ = (X —x,)@Q1 ou Q1 = H X —x;j.

Si on écrit Q7 = ijXj (avec b, = 1), on a ay = —x,by et, pour j # 1, a; = b1 — x,b;.

=0
Donc |ag| < (en fait |ag| = 1) et |a;| < |bj| + |bj—1]; d’apres 'hypothese de récurrence, il
. -1 n—1 n
vient |a;| < )+ =1 .
J j—1 J

c) D’apres b), il y a un nombre fini de polynomes unitaires de degré n a coefficients entiers dont
toutes les racines (complexes) sont de module 1. L’application ¢ mapsto P, n’est donc pas
injective

n
d) On a H X -zt = H X — ). L’énoncé résulte de 'unicité de la décomposition en facteurs
k=1 k=1
irréductibles.

e) Etablissons cette propriété par récurrence sur r. Elle est vraie pour 7 = 0 et 1. Supposons-la

vérifiée pour r. Soit alors k € {1,...,n} et posons j = o(k). On a

r+1 r mA\e" T\1m, m’ m mr+1
(ze)" = (2h)" = (@) = (@)" = (a5r) " = 25y,

f) Notons r l'ordre de la permutation o. On a "~ = 1.

Remarque. En utilisant le fait que les polynomes cyclotomiques sont irréductibles sur QQ, on
peut en déduire que P est un produit de polynomes cyclotomiques.
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2. En effet, il existe @ € Z[X] unitaire de degré 2n tel que 2"P(x + 1/x) = Q(z) pour tout

n
z € C*. Berivant P = H(X —bj), on a Q) = l_I(X2 — b;X + 1). Puisque on a b; € R et
j=1 j=1

b;| <2, le polynome X 2 _ b;X + 1 a deux racines complexes conjuguées x; et T; de module 1
(éventuellement toutes deux égales a 1 ou —1).
D’apres ce qui précede, z; est une racine de I'unité x; = U™ avec qg; € Q,donc bj =z, +7; =
2 cos g;.

3. Les racines du polynome caractéristique de A sont réelles et comprises entre —2 et 2. Elles sont
donc de la forme 2 cos qm avec ¢ € Q d’apres la question précédente.

[Exercicel 3.12.

1. Si f est surjective, il existe P € E, et Q € E,, tels que fa 5(P, Q) = 1 donc A et B sont premiers
entre eux. Donc (ii)=(i).
Si A et B sont premiers entre eux et f4 (P, Q) = 0, alors AP = —B(@; ce polynéme est un
multiple commun de A et B, donc de leur PPCM AB. Comme son degré est < m + n, il est
nul, donc P = @) = 0; 'application linéaire f est alors injective, donc surjective par égalité des
dimensions. Donc (i)=-(ii).
La matrice de f4p de la base By = ((1,0),(X,0),..., (X" 0),(0,1),(0,X),...,(0,X™ 1)
de E, x E,, dans la base B; = (1, X, ... ,Xm+"_1) de E, 1, est la matrice carrée de colonnes
Coy...,Cn_1,Do,...,Dy_y. L’équivalence (ii) <= (iii) en résulte.

2. Le polynome A a des racines multiples si et seulement si A et A’ ne sont pas premiers entre eux,
donc si et seulement si Resg 40 = 0.

c b 0
3. a) Dans ce cas Resap = |b 2a b |=—a(b®— 4dac).
a 0 2a
g 0 p 00
pgqgO0po0
b) OnaResap=|0 p 3 0 p|=4p’+ 274
1 0030
01003
¢) Démontrons par récurrence sur le degré n de A que Resa x—p = A(b).
Pour n =1, on a Res(ag + a1 X, X — b) = ZO _1b = ap + a1b.
1

n

Ecrivons A = Zaka =ag+ XA, ou A = Zaka_l.

k=0 k=1
On a

Qo —b 0 ... 0 0

a; 1 -b ... 0 0

ag 0 1 ... 0 0

Res(A, X —b) = . ) ) o
n-1 0 0 ... 1 —b

ap, 0 O ... 0 1

Développant par la premiere ligne, il vient Res(A, X — b) = ag + bRes(A;, X — b). D’apres
I'hypothese de récurrence il vient Res(A, X — b) = ag + bA1(b) = A(b).
NB On peut aussi développer par rapport a la derniere ligne, ou la premiere colonne...
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On peut aussi effectuer un changement de base :
Considérons la base By = (1, X —b, X (X —b), X*(X —b),..., X" (X —b)). Décomposons A

m—1
dans cette base en écrivant A = A(b) + Z a X*(X — b). La matrice de passage de By a B,
k=0

est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc Resy p est égal au déterminant
de la matrice de f allant de la base By dans la base B, :

Ab) 0 0 0

(o7)) 10 0

MathBo (f) = a1 01 0
Ap—1 00 1

donc Resa,(x—p) = A(b).

4. a) Echanger A et B revient a permuter les colonnes de la matrice par la permutation o définie
paro(i)=m+isil<i<neto(i)=i—nsin+1<1i<m+n. Lasignature de cette
permutation est (—1)™".

b) Remplacer B par bB revient a multiplier les m dernieéres colonnes par b.

c) A Taide de (b), on peut supposer que B; est unitaire. Notons ny et ns les degrés respectifs
de B; et By et posons B = BBy et n = nq + ns.
Considérons les applications linéaires

V2 Em X En2 X Em —>En X Em7 déﬁnle par QO(P1>P2>Q) = (P1+31P2,Q)
g:En X E,, X Eyy — B, X Epyp,, définie par g(Py, P2, Q) = (P, APy + ByQ)
h:En X Ening, — Enin, définie par h(P;, R) = AP, + By R,

de sorte que fapow =hog.
On considere les matrices de ces applications dans lgs bases By de E, X E,, et By de E,, 1.,
ainsi que les bases analogues B de E,,, X E,1n, ¢t Bde E,, X E,, X E,, :

B =((1,0),(X,0),...,(X",0),(0,1),(0,X),. .., (0, X"+"21))

B=((1,0,0),(X,0,0),...,(X™10,0),(0,1,0),...,(0, X", 0),(0,0,1),...,(0,0, X"71))

Dans ces bases :
e la matrice Mat(p) de ¢ est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et son
déterminant vaut 1 (car le polynéme B; est supposé unitaire) ;

e la matrice Mat(g) de g est diagonale par blocs Mat(g) = ([81 Mat((} )>, son
A,Bo

déterminant vaut R4 p, ;

M
e celle de h est triangulaire par blocs de la forme Mat(h) = ( at(g A.) g) ou 7" est
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et son déterminant vaut 1 (car B; est
supposé unitaire).
Les formules (d), (e) et (f) en résultent facilement.

[Exercice] 3.13.

1. Tout diviseur commun de Py,q et Py divise Py 1 = Qi1 — P11, donc il divise Py_o et par
récurrence, il divise P et P'. Or P et P’ sont supposés premiers entre eux.Le dernier reste non
nul est le pged de P et P'. 1l est constant (et non nul).
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2. Sur tout intervalle ne rencontrant pas A, les polynomes P, gardent un signe constant.

3. Puisque Py et P, sont premiers entre eux, ils n’ont pas de racines communes, donc Py 1(x) # 0.
Comme Py_1(2) = Qpi1(2) Py — Pry1(x) = —Piy1(x), Pe—1(2) et Pryi(x) sont non nuls et (de
signes) opposés. L’ensemble A est fini. Il existe donc un intervalle ouvert J contenant x tel que
JNA={z}.

a) Sur Uintervalle J les polynomes Py_; et Py.; gardent des signes contraires; donc pour y €

J\ {z}, quel que soit le signe de Py(y), le nombre de changements de signe dans la suite
Pr1(y), Pe(y), Prya(y) est égal & 1.

b) Notons N, = {k; 1 < k < m; Pi(z) = 0} et écrivons N, = {ky,..., k. }, avec r > 1 et
0<k <...<k.<m. Par(a),sir>2etl<j<r, alors kj;; > k; +2; de plus, pour

y € J\{z}, n(y) est le nombre de changements de signes dans la suite formee de P;(y) pour
Jj & N,. 1l est constant sur J.

4. Comme ci-dessus, posons N, = {k, 1 <k < m; P(z) =0}. Par 3.a), 1 € N, et le nombre ny
de changements de signes dans la suite formée de P;(y) pour 1 < j < m, j € N, est constant
sur J. De plus, si P'(z) > 0 (resp. P'(z) < 0), alors P est croissante (resp. décroissante) sur J,
donc pour y € J, P(y) est de méme signe que P'(y) si y > x et de signe opposé si y < z. Il
s’ensuit que ng(x) = ng et ny(r) =ny + 1.

5. Notons z; < ... <z, les points de ANja,b[. On a n(a) = ny(z1), na(z;) = ng(xrjr1) et ng(z,) =
n(b). Donc n(a an — ng(x). Notons B C A l'ensemble des racines de P. On a

ng(z) —ng(x) =0siz ¢ B et ng(z) — ng(x) =1 pour z € B. Le théoreme de Sturm en résulte.

[Exercicel 3.14.

4 3
1. Berivons P = [[X — 2z = X* —aX? + bX* = cX +det [[X —u; = X° — aX? + X — v o
=1 =1
a=2z1+2+23+24, b= 2120+ 2123+ 2124 + 2023+ 2024 + 2324, € = 212923+ 212024 + 212324+ 20232
et d = 21292324 ; @ = Uy + ug + uz, [ = ujus + uyuz + usuz et v = ujusus.

On trouve

a = b

_ 2 2 2
B = zi(2223 4+ 2024 + 2324) + 25(2123 + 2124 + 2324) + 25(2122 + 2124 + 2224) +

2
+25 (2129 + 2123 + 2223)
ac — 4d

2.2 2.2.2 2,22 3

Y = 212323 + 212525 + 212324 + 2223,24 + 212223,24 + 21222324 + 21222324 + 2122232

(c* = bd) + (a® — 2b)d

2. Une fois trouvé les u;, on peut trouver (z; + 22)(23 + 24) = uz + us, et puisque on connait aussi
21 + 29 + 23 + 24 = a on trouve z; + 25 et 23 + z4. De méme on trouve z; 4+ z; pour ¢ # j. Donc
on trouve enfin 2z; = (21 + 29) + (21 + 23) + (21 + 24) — a.

[Exercicel 3.15.

1. D’apres le (petit) théoreme de Fermat, tout élément de F,, est racine du polynoéme X? — X. Donc

H (X — z) divise X? — X. Ces polynomes sont donc égaux car ils sont unitaires et ont méme
z€lFp

degré.
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2. Onadonc XP' —1 = H (X — ), et prenant la valeur en 0, il vient —1 = (=1)?"}(p—1)! [p].

z€F}

[Exercice] 3.16.

1. Notons 7 : Z[X] — F,[X] la réduction modulo p. C’est un morphisme d’anneaux. Si p divise
tous les ¢, on a T1(AB) = 0, et comme F,[X] est integre il vient 7(A) = 0 ou 7(B) = 0.

2. Si ¢(A) = ¢(B) = 1, aucun nombre premier ne divise tous les a; ou tous les b;. Donc par 1.,
aucun nombre premier ne divise tous les ¢;, donc ¢(AB) = 1. Dans le cas général, on peut écrire
A =c(A)A; et B =c(B)B; avec Ay, By € Z[X] de contenu 1. On a alors AB = ¢(A)c(B)A1 By
et donc ¢(AB) = c¢(A)c(B)c(A1By) = c(A)ce(B).

3. Il existe a,b € N* tels que aA € Z[X] et bB € Z[X] (prendre les PPCM des dénominateurs
des coefficients de A et B respectivement). Ecrivons aA = c(aA)A; et bB = ¢(bB)B;. Posons

q = C(SA) et ¢ = —c(bbB) de sorte que gA = A; € Z[X] et ¢ B = B; € Z[X]. On a alors

1 1
c(aA)c(bB) = c¢(abAB) = abc(AB) de sorte que q¢'c(AB) = 1 et — = ¢'¢(AB). Donc —B =
q q
c¢(AB)B; € Z[X].
4. Soit P € Z[X]| non scalaire. Si P n’est pas irréductible sur Q, il existe A, B € Q[X] non scalaires

1
tels que AB = P. D’apres la question précédente, P est produit de polynomes gA et —B a
q

coefficients dans Z donc P n’est pas irréductible sur Z.

3.17. Supposons que P = AB avec A, B € Q[X]. Alors, d’aprés 'exercice [3.16] il existe
1

g € Q" tel que A; = gqA € Z[X] et By = —B € Z[X]. Remarquons que le coefficient directeur de P
q

étant le produit des coefficients directeurs de A; et By, on en déduit que ceux-la ne sont pas divisibles
par p. Remarquons aussi que, puisque P(0) = A;(0)B;(0), I'un de ces deux nombres n’est pas divisible
par p, par exemple A;(0).

Notons 7 : Z[X] — F,[X] la réduction modulo p. C’est un morphisme d’anneaux. On a 7(P) =
7w(Ay)m(By). Or m(P) est associé a un X". D’apres I'unicité de la décomposition en polynomes irréductibles
dans F,[X], on en déduit que 7(A;) est de la forme v X" avec v € F} et donc ne peut avoir deux co-
efficients non nuls. Or, le coefficient directeur et le coefficient constant de 7(A;) sont non nuls : cela
impose que le degré de A; est 0.

Application. Posons P = ®,(X +1). On a (X —1)®, = X? — 1, donc XP = (X + 1)? — 1. Il vient
X7(P) = X?+1—1= X? donc n(P) = X', Par ailleurs P(0) = ®,(1) = p. On peut appliquer le
critere d’Eisenstein : P est irréductible sur Q, donc ®, est irréductible sur Q.

[Exercicel 3.18.

1. Les racines multiples sont les racines du pged de P et P'.

2. Comme X? — X = H X —a, le pged de P et XP — X est le produit des X — a pour a racine
a€clFy,

de P.
3. a) On pose A = pgcd(P,X% — X)et B= pgcd(RXp%l +1).
b) Pour x € F,, on a 2T {=1,1}. On a donc I'équivalence entre les assertions suivantes

(i) @ sépare a et b;

p—1 p—1

(i) (a—c)z #(b—c)7;
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(57 =
(iv) —

Z n’est pas un carré.
- Z est une bijection de F, \ {a, b} sur F, \ {0,1}. Donc on a bien (un

L’application ¢
C pa—
peu plus d’) une chance sur deux de séparer a et b en prenant ¢ au hasard.
¢) En prenant ¢ au hasard puis en regardant le pged de P et Q. = (X — 0)172;1 —1 on a beaucoup
de chances de se retrouver avec deux facteurs de degré plus petit. Puis on recommence avec

un nouveau C...
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II. Algebre linéaire sur un sous-corps de C

11.4 Définitions et généralités

[Exercicel 4.1.

1. Par définition de I’application s, s est surjective si et seulement si £ = F' 4+ G.
Onakers={(zr,y) € ExXF; v+y =0} ={(z,—2); v € ENF} donc kers = {(0,0)} si et
seulement si £ N F = {0}.

Par suite, s est bijective si et seulement F' et G sont supplémentaires.

n
2. Notons s : Ey X ... x E, — E l'application (z1,...,z,) — Zmz
i=1

Supposons que la somme n’est pas directe ; alors s n’est pas injective, donc il existe (z1,...,z,) €
k—1

ker s non nul. Soit k le plus grand des indices 7 tel que z; # 0. Alors x = Z(—xl) € ExN(E+
i=1
...+ Ex_1) qui n’est donc pas réduit a {0}.

Supposons s injective et soient k € {2,...,n} et x € (Ey + ...+ Ey_1) N Ei. Alors il existe
k-1

(X1, ..., Tp—1) € (E1X...xEp_1) telsque x = le On en déduit que (21, ..., 2,1, —2,0,...,0) €
i=1
kers. Il vient (xq,...,25_1,—2,0,...,0) = (0,...,0) (puisque s est injective) donc z = 0.

[Exercicel 4.2.

1. L’ensemble E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel RE.

2. Les ensembles P et I contiennent tous deux la fonction nulle et sont trivialement stables par
combinaison linéaire, ce sont donc des sous-espaces vectoriels de E.
Sife PN, alors f est a la fois paire et impaire, donc pour tout réel x, on a : f(z) = —f(z),
d’ou f =0.
Toute fonction continue de E se décompose en f =p+i, ou p € P et i« € I sont définies par :

e o) LI oy I )
3. - exemple : f(z) = e” se décompose en f = p+i avec p(z) = ch(x) et i(x) = sh(x).
- autre exemple : pour f(x) = cos(x + a), avec a € R; p(z) = cos(z)cos(a) et i(x) =

—sin(z) sin(a).

4.3. D’apres I’énoncé, on a G C H ; démontrons l'inclusion réciproque. Soit h un élément
de H,alors h=h+0¢€ F+ H C F + G, donc il existe un couple (f,g) € F' X G tel que h = f + g.
Donc f = h— g, avec h € H et ¢ € G C H. Ainsi, puisque H est un sous-espace vectoriel de F,
feFNHCFNGCG.Douh=f+ge . Par suite, H C G, puis H = G.

[Exercicel 4.4.
1. Slilexiste t e G\ Fetye F\G,alorsz+y & F (sinonx =(x+y)—yeF)eta+y &G
(sinon y = (x +y) — x € G). Par suite, G U F n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

2. a) Solent \,p€ K et j <k Siy+ Axe€ Fjety+ px e Fj, alors leur différence (A — p)x € Fj
ce qui implique A = p, puisque x € F;. De méme si on a y + Ax € Fjyq et y + px € Fiq,
alors (A — p)y = My + px) — u(y + Az) € Fjyq ce qui implique A\ = p, puisque y & Fi1.
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b) On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, puisque Fy # F, il existe x € F \ Fj.

Si on connait cette propriété pour n — 1, il existe, d’apres I’hypothese de récurrence r € F
n—1

tel que x ¢ U F;. Soit y € E'\ F,. Puisque K a une infinité d’éléments, il existe d’apres a)
j=1

A € K tel que pour j € {1,...,n} on ait y + Az & Fj, i.e.y—i-/\m%UFj.
j=1

4.5. Les applications p : (z,y) — z et ¢ : (z,y) — y de E x F dans E et F respectivement
sont linéaires. Si f est linéaire, alors ¢ — f o p est aussi linéaire et son noyau G est un sous-espace
vectoriel de F/ x F'.

Réciproquement, supposons que G5 est un sous-espace vectoriel de £ x F'; notons p; : Gy — E et
¢1 : Gy — F les restrictions de p et ¢ a Gy. Elles sont linéaires, comme restrictions d’applications
linéaires - et p; est bijective. Alors p; ' est linéaire et f = q; o p;' est bien linéaire.

[Exercicel 4.6.
e Démontrons que kerg Nim f C f(kergo f). Soit y € kerg Nim f; il existe alors un élément z
de E tel que y = f(z). De plus, y € ker g donc 0 = g(y) = g(f(z)) = go f(z) et x € kergo f.
Par suite, ker g Nim f C f(kergo f).
e Démontrons l'inclusion réciproque. Soit y € f(kerg o f), alors il existe x € kerg o f tel que
y = f(z). Doncy € im f et g(y) = g(f(x)) = go f(x) = 0. Par suite, f(kergo f) C kergNim f.

[Exercicel 4.7.

1. Il est clair que E contient la suite nulle.
Soient (Z,)nen €t (Yn)nen des éléments de E et A € K. Alors, pour tout n > 2, on a x,, + y, =
axp 1+ b, o+ ayn_1 + byn—o = a(Tp_1 + Yn_1) + b(Tn_2 + Yyn_2), donc (x,, + yYp)neny € E. De
plus, Az, = ANaz,_1 + bz,,_2) = a(Ax,_1) + b(Ax,_2), donc (Ax,,)nen € E. Par suite, E est bien
un sous-espace vectoriel de K™,
2. Démontrons par récurrence que pour tout n € Non a z, = x,.1 =0 :
e On a par hypothese o = x; = 0.
e Soit n > 1 et supposons z,_1 = x, = 0, alors x,,1 = ax, + br,_1 =0 =x,.
Ainsi, on obtient : x,, = 0 pour tout n € N.

o ona (1) = (o) e (o) = () = (3 0) () = (")
Donc pour tout n € N on a v, = u, et u, 1 = au, + bv,.
b) D’apres la question précédente, pour tout n > 2, u, = au,_1 + bv,_1 = au,_1 + bu, o et
Up = Up—1 = AQUp_2+bUy_o = avy_1 + bv,_o, donc (uy,)nen et (Vn)nen sont des éléments de E.
c) Onawvyg=0,uy=v; =1etu =a.
Soient (2, )nen € E et (A, u) € K. Posons y, = x,, — A, — pv,. Comme E est un sous-espace
vectoriel de K™, on a (4, )nen € E, donc (4 )nen est la suite nulle si et seulement siyg = 1, = 0
d’apres la question 2. Or yg = z9— A et y1 = 21— Aa— p, donc () nen = M )nen + 4(Un ) nen
si et seulement si A = xg et p = 1 — axy. Cela prouve qu’il existe un et un seul couple
(A, 1) € K2 tel que (2n)nen = AMtn)nen + 1(Un)nen. Done (u,)nen et (vp)nen forment une
base de E.
4. D’apres la question 2., EN F = {0}.
Soit (2 )neny € KV. Posons A = xg et 1 = 21 —ax ; enfin, pour n € N, posons iy, = &, — Aty — 10y
On a yo =y = 0, donc (Yn)nen € F. Ainsi () nnn = M) nen + 14(0n)nen + (Yn)neny € E + F.
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11.5 Théorie de la dimension

[Exercicel 5.1.

1. a) Comme l'anneau K[X] est integre, 'application P +— DP est injective. On 9(DP) = d+ 0P,
donc DP € By, <= P € E,1_q. Donc dm(DK[X| N Eyyp) =n+m —d.

b) Comme A et B sont multiples de D, il en va de méme de AU+ BV pour tout (U, V) € E,x E,,.

¢) On a DK[X] = AK[X] + BK[X], donc si P € DK[X] N Eyyp, il existe il existe (U,V) €
K[X]? tel que P = AU + BV. Ecrivons U = BQ + R la division euclidienne de U par
B, avec R € E,. On a P = AR+ B(AQ + V). Il vient B(AQ + V) = P — AR, donc
B(AQ+YV) € E 1y ; on en déduit que AQ +V € E,,, et P = fap(R,AQ+ V).

d) L’image de fa g est donc DK[X|NE,, 1, et donc rgfa p = dim(DK[X]|NE,4,) = n+m—d.

2. Fcrivons A = DA, et B = DBy avec A et By premiers entre eux. Alors (U, V) € ker f4 p <=
D(AU + BV) =0et donc (U, V) € ker fap <= AU+ B,V =0.85i (U, V) € kerU, alors
Ay divise B1V (= —A;U) et comme il est premier avec By, A; divise V. Ecrivant V = CA;, on
trouve U = —CB; (d’apres ’équation A,U + BV} = 0). Enfin, puisque 0(C'A;) < m = 9(DA;),
il vient C' € Ej.

Inversement, pour tout C' € E4, on a bien str (—CBy,CA;) € ker fap, donc ker fap =
{(—CBl, CAl), C e Ed}
Remarque. On peut aussi utiliser le théoreme du rang :
e Sion a calulé 'mage de fa p, on a clairement {(—CBy,CA;), C € E;} C ker f4 5 et comme
d’apres le théoreme de rang dimker f4 5 = d, on a I'égalité.
e Sion a calulé le noyau de f4 g, son image est clairement contenue dans DK[X] N Ep, 4y et
comme d’apres le théoréme de rang rgfa p = m +n — d, on a 1'égalité.

3. a) Les applications linéaires U — AU et V — AV sont injectives : ce sont des isomorphismes de
E, sur F et de E,, sur G respectivement. Il vient dim F' = n et dim G = m. Par définition,
F'NG est 'espace des multiples communs de A et B de degré < m +n. Notons M = DA, B,
le (un) PPCM de A, B (de degré m +n — d). On en déduit que FNG = {WM; W € E;}
donc dim FN G =d.

b) L’image de fap est I'ensemble {AU + BV; U € E,, V € E,,} = F + G. Donc rgfap =
dim(F 4+ G) =dim F + dimG —dim(F N G) =m+n —d.

[Exercicel 5.2.
n io—1 Q=1
1. Par définition de ip, ona: 0 = Z AT = iy i, —{—Z Az, et Ny # 0. Donc z;, = — Z )\—'j%- €
j=1 j=1 j=1 20
Vect{z;; j < i}. Par suiteig & 1.
2. On démontre cette propriété par récurrence < forte » sur j. Remarquons que si j € I, alors
xj € Vect{x;; 1 € {1,...7} NI} ; 1l reste a traiter le cas j & I.
e Sil¢I, alors z; =0, donc x; € Vect(P)) = {0}...
e Soit j & I et supposons que, pour tout k < j, on a zy € Vect{z;; ¢ € {1,...k} NI}, alors
Vect{z;; i € {1,...j} NI} contient x pour tout k < j, donc Vect{zy; 1 <k < j}, et donc
xj € Vect{x;; i € {1,...5} NI} - puisque j & I.
3. D’apres 2, Vect{z;; i € I} contient tous les z; donc le systeme (z;);c; est générateur. D’apres
1,si A € K7 est tel que Z Aix; = 0, 'ensemble {j € I; A; # 0} n’a pas de plus grand élément :
icl
il est donc vide... Le systeme (z;);c; est donc libre.
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5.3. Tout automorphisme de E tel que f(F) = G est un isomorphisme de F' sur G qui

envoie une base de F' sur une base de GG ; donc F' et G ont méme dimension.

Si dim F' = dim G = k, notons (eq, ..., ex) une base de F'; complétons la en une base (eq,...,e,) de
E. De méme on obtient une base (e},...,¢€)) de E telle que (€], ..., e};) soit une base de G. Comme
(é1,...,€,) est une base de E, il existe une unique application linéaire de F dans FE telle que f(e;) = €}
pour tout i. Comme l'image de la base (ey,...,e,) est une base, f est un automorphisme de FE;
I'image par f de l'espace vectoriel F' engendré par (ey,...,ex) est lespace vectoriel engendré par

(f(e1),..., flex)), cest-a-dire G.

[Exercicel 5.4.

1. On suppose que G; et Gy sont tous les deux supplémentaires de F'; notons p; : £ — G;
la projection sur G; parallelement a F. Soit x € E. Comme z — pi(z) € F = kerps, on
a pa(x) = pa(p1(x)), soit ps 0 p1 = po; de méme, p; o po = p;. Donc pour x € Gq, on a
p1(p2(z)) = p1(x) = x et pour & € Go, on a pa(p1(z)) = p2(x) = x. La restriction de py a Gy est
donc un isomorphisme : son inverse est la restriction de p; a Gbs.

2. D’apres le corollaire [5.11, F' admet un supplémentaire G ; les dimensions de F' et GG sont finies
et on a dim £ = dim F' 4+ dim G = dim F + codim F'.

3. Soit G un supplémentaire (de dimension finie) de F' et Fj un sous-espace de E contenant F'.
Soit GG; un supplémentaire dans G de G N F;. Alors
e Comme G; CG,onaGiNF =G, N(GNF)={0};
e OnaE=F+G=F+(FiNG)+ G et puisque FF C I}, E=F, +Gy.
Donc E = F| ® G et, puisque G est un sous-espace de GG, on a codim F; = dimG; < dim G =
codim F'.

4. Si ker f admet un supplémentaire F' de dimension finie, alors la restriction de f est un isomor-
phisme de F' sur im f (prop. , donc rgf = codim ker f.
Supposons inversement que rgf est fini et soit (ej,...,ex) une base de im f. Pour chaque i
choisissons z; € F tel que f(z;) =¢;. Pour z € E et (A\,...,\;) € K" on a

k k
x— Z)‘ixi ckerf < f(z)= Z)‘iei‘
i=1

i=1

Prenant x = 0, on en déduit que la famille (z1,...,zy) est libre, puis que 'espace vectoriel
Vect{x1,...,x} est un supplémentaire de ker f.

5.5. Remarquons que l'on a imgo f = g(im(f)).

1. Soit g; : im f — G la restriction de g. On aimgo f =img;. Si im f est de dimension finie, g;
est de rang fini et, d’apres le théoreme du rang, on arggo f = rgg; = dimim f — dimker ¢; ; or
kerg; = {y € im f; g(y) =0} = kergNim f.

2. Onaimgo f Cimg; doncrggo f < rgg. Puisque ker g est de codimension finie (dans F'), il en
va de méme pour ker g + im f (exerc. [5.4). Soit Fy un supplémentaire (dans F') de ker g + im f.
La restriction de g a Fy est injective (puisque kerg N Fy = {0}), donc dim F} = dim g(F}).
Démontrons que 'on a g(F;)®im gof = img; on aurarg g—rg gof = dim g(F;) = codim (ker g+
im f).

e Siz € g(imf)Ng(F), alors il existe y; € Fy et y € im f tels que g(y;) = g(y) = . Alors
y1 =y + (11 —y) € im f + ker g et puisque y € F; et Fy Nkerg+im f) = {0}, il vient y = 0,
donc x = 0.
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e On a bien str g(F})®im go f C im g. Soit z € im g, il existe y € F tel que g(y) = z, et puisque
F = F +kerg+im f, il existe y; € Fi, y2 € kerg et y3 € im f tels que y = y1 + y2 + y3;
alors z = g(y1) + g(ys) € g(F1) + g(im f).

[Exercicel 5.6.

1.

» ; chacun d’entre eux est contenu dans une et une seule
Vel

Il yap"—1éléments non nuls dans [F

droite ; chaque droite contient p — 1 éléments non nuls; donc il y a droites. L’application

d — d* est une bijection de 'ensemble des droites de [, sur 'ensemble des hyperplans de son
dual (F)". Or (F})" et F, sont isomorphes. Ils ont méme nombre d’hyperplans.

e Le premier vecteur doit étre non nul : on a p" — 1 choix

e Le deuxieme, doit étre non colinéaire au premier : p" — p choix.

e Une fois choisis les j premiers vecteurs, ils engendrent un espace de dimension j - & p’
éléments ; donc pour le j + 1-eme, on a p" — p’ choix.

n kfl)

Bref, on trouve qu'il y a (p" — 1)(p" —p)...(p" —p systemes libres a k-éléments.

n

En particulier, dans F, il y a (p" — 1)(p" —p) ... (p" — p" ') bases.

Notons L, I'ensemble des systemes libres a k éléments et G I'ensemble des sous-espaces de
dimension k.

L’application de L dans Gy qui a un systeme associe le sous-espace qu’il engendre (et dont il
est une base) est donc surjective et I'image inverse de tout point F' est I’ensemble de ses bases.

no__ no__ n _ k=1 no__ n—1 __ n—k+1 __
On trouve donc que Gj, a ("~ D" =p).- (0" =p"") = (" —1)(p ...(p 1)

(pF = 1) (pF —p) ... (pF —p*1) (PF =Dt =1)...(p—1)

éléments.

La réponse a ces deux questions est la méme. Dans Fi il y a p> + p + 1 plans; chaque plan
contient p + 1 droites. Deux droites sont contenues dans un et un seul plan.

Choisissons une bijection f entre 'ensemble des 31 (= 5° 4+ 5 + 1) passagers et 'ensemble des
droites de F2 et une bijection g entre 'ensemble des jours de la croisiére et 'ensemble des plans
de F2. Décidons que le jour y le capitaine invite un passager z si la droite f(x) est contenue
dans le plan g(y).

De méme, choisissons une bijection f entre 'ensemble des (57 = 4947+1) symboles et I’ensemble
des droites de F2 et une bijection g entre 'ensemble des cartes et ’'ensemble des plans de F=.
Décidons que la carte y contient le symbole x si la droite f(z) est contenue dans le plan g(y).

[Exercicel 5.7.

1.

a) Notons 7' C K* I'ensemble des vecteurs ayant au moins deux composantes nulles (ce n’est
bien siir pas un sous-espace vectoriel de K*). Le noyau de g (resp. h) est formé des éléments
de E dont les deux premieres (resp. derniéres) composantes sont nulles. D’apres I'hypothese
ENT = {0}, donc g (resp. h) est injective. Elle est bijective puisque dim £ = dim K? = 2.
La matrice Ap de h o g~! est inversible (d’inverse celle de g o h™1). Par définition, de g et

I

/12 . T 4 . . 1 (™ . . .

h, un élément u = - € K® est dans E si et seulement si u = g .. ) cequia lieu si

3 2
Ty
. [ T3 T . . s . a ,
et seulement si N = Ag ) En particulier, écrivant A = ¢ d on trouve qu'une
4 2
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2. a)

1 0
, 0 1 , X
base de E est formé de a et b |- Ces deux vecteurs étant non nuls et appartenant a £
c d
doivent avoir trois coordonnées non nulles donc a, b, ¢, d sont non nuls.
1 0
. a b . 0 1
Si A= e d est une telle matrice, alors les vecteurs u = a et v = b engendrent un
c d

espace F de dimension 2. Un vecteur non nul est de la forme w = au+ v avec «, f € K non
tous les deux nuls. Si a ou S est nul - et pas l'autre, alors w est proportionnel a v ou v donc
a trois composantes non nulles; si a et § sont tous deux non nuls, alors les deux premieres
composantes de w sont « et [ elles sont non nulles; comme A est inversible, le vecteur

Q@ : : : o
A est non nul, autrement dit, une au moins parmi les deux dernieres composantes de

B

w n’est pas nulle.

Notons que z,y € F3 ont deux composantes égales si et seulement si 2 — y € T. Soit
f : F3 — T3 une application linéaire. Pour z,y € F3, on a f(x) = f(y) <= x —y € ker f.
Alors f est un sudoku fort si et seulement si x —y € T\ {0} = = —y & ker f, soit
T Nker f ={0}.

Notons F' le sous-espace de 3 formé des vecteurs dont les deux dernieres coordonnées sont
nulles. Un sudoku linéaire fort est donc donné par un sous-espace E de dimension 2 et tel
que TNE = {0} et une application linéaire f de noyau E. Soit E un tel sous-espace. Puisque
ENF = {0}, on a E® F = F3, donc une application linéaire de noyau E est déterminée
par sa restriction & F' qui est un isomorphisme F — F2. Un tel isomorphisme est déterminé
par une base de F3 (I'image d’une base de F). Une telle base est donnée par un vecteur non
nul de F3 (9 — 1 = 8 choix) et un vecteur non colinéaire au premier (9 — 3 = 6 choix) soit
au total 8 x 6 = 48 choix. L’espace E est lui-méme donné par une matrice 2 x 2 inversible
a coefficients tous non nuls. Une telle matrice est donnée par a, b, ¢ non nuls (2° = 8) choix,

be

et comme d # 0 et d # — est imposé il ne reste qu'un choix pour d. Au total, il y a donc
a

48 x 8 = 384 sudokus forts linéaires.

Le raisonnement ci-dessus démontre qu'une application linéaire f : F3 — 3 est un sudoku si
et seulement si ker fNT" = {0} ou T" = Fy U F;3 4 UF] 3 en notant F; ; C IF§ I’espace vectoriel
formé des vecteurs dont la i-eme et j-éme composante sont nulles (pour 1 < i < j < 4).
Remarquons que, comme dans la question 1, si E est un tel sous-espace, les applications
g:E— K?eth: FE— K?qui a2 € F associent ses deux premieres et ses deux dernieres
composantes respectivement sont bijectives, et ils sont déterminés par une matrice inversible

A= ZL Z) La condition E'N F; 3 = {0} impose alors b # 0. On vérifie comme dans 1

que cette condition est suffisante. Pour compter ces matrices, on dit qu’une telle matrice est

déterminée par b (deux choix) a, d quelconques 9 choix et ¢ # % (deux choix), soit 36 choix

au total. On trouve qu’il y a 48 x 36 = 1728 sudokus linéaires.

11.6 Matrices et bases

Exercice

I

6.1. La matrice B = (—A3A1_1

0 . . (A Ay
In—r) est inversible. Donc BA = 0 A, AgAflAg)

a le méeme rang que A. Puisque A; est inversible, les r premieres colonnes de la matrice BA sont
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indépendantes. La matrice BA est donc de rang r si et seulement si les n — r colonnes suivantes sont
contenues dans 'espace vectoriel engendré par ces r premieres colonnes i.e. ont leurs m — r derniers
coefficients nuls.

6.2. Soient x € E et f € E*. Notons X et X' les vecteurs-colonne formés par les colonnes de
x dans les bases B et B’ respectivement. On a X = PX’. De méme notons Y et Y’ les vecteurs-colonne
formés par les colonnes de f dans les bases B* et (B')* respectivement. On a f(z) = 'YX =" Y'X',
donc 'Y PX' = 'Y'X'. Comme cela est vrai pour tout X', il vient 'Y P = 'Y’ soit 'PY = Y, soit
Y ='P~'Y’, donc la matrice de passage de B* de B & (B')* est ‘P~

[Exercicel 6.3.
1. Soient f,g € E*. Alors g est nulle sur ker f si et seulement si g € (ker f)* = ({f}°)* =
Vect{f} = K f.
Plus explicitement, soit € F tel que f(x) # 0. Alors E' = ker f & Kx. Si ker g = ker f, posons
A= % ; les formes g et Af coincident sur ker f et en x; elles sont égales.
x
k k
i
2. Ona ﬂ ker f; C ker f siet seulement si f € <ﬂ ker fj> =({f1,.. ., i} = Vect{f1,..., fu}.
j=1 j=1
k k
Autre solution. Il est d’abord clair que si f = Z A fj, alors f est nulle sur ﬂ ker f;. Supposons
j=1 j=1
k
inversement que ﬂ ker f; C ker f et démontrons par récurrence sur k que f € Vect{f1,..., fi}.
j=1
e Le cas k =1 est la question 1.
k—1
e Notons g; et g les restrictions de f; et f a ker fi. On a ﬂ ker g; C ker g. L’hypothese de
j=1

k—1 k—1
récurrence implique qu’il existe Aq,..., \z_1 € K tels que g = Z Ajg;, donc f — Z Ajfj est

=1 j=1
k-1
nulle sur ker f;. Par la question 1, il existe Ay, € K tel que f — Z Nl = et
j=1
[Exercicel 6.4.
1. a) Remarquons que kerp = {x € E; fi(z) = ... = fulx) = 0} = {f1,..., fn}°. Puisque

(f1,..., fn) est génératrice, on a {f1,..., fn}° = (E*)? = {0}. Cela prouve que ¢ est injective
donc bijective par égalité des dimensions de F et K".

b) L’image inverse de la base canonique (ey,...,e,) de R™ par Papplication bijective ¢ est
une base (zi,...,2,) de E. Pour i € {1,...,n}, on a p(x;) = e;, soit f;(e;) = d;;; donc
(f1,..., fn) est la base duale de (z1,...,x,).

2. résulte immédiatement de 1.
3. Onakerp={fi,..., fu}°, donc Vect{fi,..., fu} = {f1,- .., fu}°)" = (ker p)*. Donc

e  est injective si et seulement si Vect{f,..., fn,} = E”.
o Il vient rg{f1,..., fn} = dim E — dim{fy,..., f,}° = dim EF — dimker ¢ = rgp. La famille
(f1,--., fn) est donc libre si et seulement si ce rang est égal a n, i.e. si ¢ est surjective.
[Exercicel 6.5.
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1. On arg’f =rgf. Donc on a les équivalences
e f est surjective <= rgf =dim F <= 'f est injective;
o f est injective <= rgf =dim E <= ’f est surjective.
2. Par définition ker’f = {{ € F*; Lo f =0} ={{ € F*; im f C ker ¢} = (im f)".
Sig € im'f, il existe £ € F* telle que g = o f, donc g est nulle sur ker f, soit g € (ker f)*=. On en
déduit 1'égalité d’apres 1'égalité des dimensions : rg'f = rgf = dim E — dim ker f = dim(ker f)*.

[Exercicel 6.6.
1. La bilinéarité est claire et la symétrie est la propriété de trace Tr(AB) = Tr(BA). Notons (E; ;)
la base canonique de M,,(K). Pour A = (a;;), on a Tr(AE; ;) = a;,;. Si Tr(AB) = 0 pour tout
B, il vient a;; = 0 pour tout i, j, donc A = 0. Cela prouve que b est non dégénérée.

2. L’hyperplan F' est le noyau d’une forme linéaire. D’apres 1. 'application A — Tr(A.) est bijec-
tive, donc il existe A € M,,(K) tel que F' = {B € M, (K); Tr(AB) = 0}.

I, 0

0 0

permutation circulaire. La diagonale de la matrice (PAQ)J est nulle, donc Tr(PAQJ) = 0. Or

Tr(PAQJ) = Tr(AQJP). Donc F contient la matrice inversible Q.JP.

3. Notons S et A les sous-espace vectoriels de M,,(R) formés des matrices symétriques et anti-
symétriques respectivement. On a M,,(R) = S & A. De plus, pour M = (m; ;) € M,(R), on a

Tr(*MM) = Zm?’j > 0. On en déduit que la restriction de b & S (resp. a A) est définie posi-
0,

Il existe des matrices inversibles P, Q) telles que PAQ = . Notons J une matrice de

tive (resp. définie négative). Enfin, si S € Set A € A, on a b(S,A) = Tr(SA) = Tr(*(SA)) =
Tr(*A*S) = Tr(—AS) = — Tr(SA). Donc S et A sont orthogonaux pour b. On en déduit que la
signature de b est (n(n+1)/2,n(n —1)/2).

[Exercicel 6.7.
1. Si P(a) = P'(a) = 0 alors (X — a)?|P. De méme, si P(b) = P'(b) = 0 alors (X — b)?|P. Comme
(X —a)? et (X —b)? sont premiers entre eux, si P € {f1, fo, f3, f1}° alors (X —a)*(X —b)? divise
P, ce qui, vu que le degré de P est au plus 3, implique P = 0. Donc {f1, fo, f3, f4}° = {0}.
2. On a Vect{fl,fg,f37f4} = ({fl,fg,fg,f4}o)J_ = FE*. Comme dlm(E*> = dlIIl(E) = 4, on en
déduit que la famille génératrice (f1, f2, f3, f1) est une base de E*.

3. Soit (Py, P, Ps, Py) la base de E dont (fi, fa, f3, f4) est la base duale. On a Py(a) = Py(b) =
Py(b) = 0, donc (X — a)(X — b)*|P,. Donc P, est de la forme a(X — a)(X —b)? avec a € K. On

X —a)(X —b)?
trouve 1 = Py(a) = a(a—b)?, donc P, = ( ( a)( BE o”. De méme (ou en intervertissant a et
a —
o X —a)?X -0
b), il vient Py = ( @ )—(b)2 ).

On a Pi(b) = PJ(b) = 0, donc P, est de la forme (X — b)%S ot S est un polynéme du premier

degré, donc il existe 3 et v dans K tels que P, = 3(X — b)? 4+ yP,. Comme P;(a) = 1, il vient
X —b)%Ba—-b-2X

B(a—0b)*> =1; comme Pj(a) = 0, il vient 23(a —b) +~ = 0. Enfin P, = ( ) (3a ).

(@ —b)?
X —a)?(3b—a—2X
De méme (ou en intervertissant a et b), il vient P = ( ) ( ¢ ).

(b—a)’

[Exercicel 6.8.

1. Si u laisse toute droite invariante, alors, pour tout z € E, il existe A\, € K tel que u(z) = A\ x.
Fixons x € E non nul et démontrons que u est I’homothétie de rapport A,. Soit y € F.
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2.

o S’il existe a € K tel que y = ax, alors u(y) = u(ar) = au(r) = alx = A\y.
e Sinon, on a u(z +y) = A\ry(z +y) = u(z) + u(y) = \yz + Ay, et comme z,y est libre il
vient A\, = Ay4y = Ay, donc u(y) = A\y.
Premiere méthode.

a) Si D est une droite de E*, alors D° est un hyperplan de F, donc est stable par u. Pour
r € D°et ¢ € D,on a (‘u))(z) = l(u(z)) = 0, puisque u(z) € D° et £ € D. Donc
fu(f) € (D°)* = D. Par 1., ‘u est une homothétie.

b) L’application 7 : v+ ‘v est linéaire. Si ‘v = 0, alors (imv)* = ker ‘v = E*, donc imv = {0},
soit v = 0. Cela prouve que 7 est injective. Or il existe A € K tel que ‘u = Aidg- = "(\idg)
donc u = Aidg.

Deuxieme méthode. Soit D une droite de E. Il existe des hyperplans Hy, ..., H,, de E tels que

D= ﬂ Hy. Si z € D, alors pour tout k on a x € Hy, donc u(z) € Hy. Il vient u(z) € D. Par

k=1
1., u est une homothétie.

[Exercicel 6.9.

1.

Soit £ € Ef, et posons h = Re(¢), en d’autres termes, h(x) = Re({(z)). On a £(ix) = if(x), donc
h(ix) = —Im(¢(x)). Cela prouve que ¢(x) = h(x) —ih(iz). En particulier 'application ¢ — Re(?)
est injective.

Soit h € Ef et notons ¢ : E — C Papplication x — h(z) — ih(iz). L’application ¢ est clairement
R-linéaire et l'on a ((ix) = h(ix) — ih(—z) = h(iz) + th(x) = il(z). Donc £ est C-linéaire
(autrement dit £ € Ef) et 'on a Re(¢) = h. Cela prouve que ¢ — Re({) est surjective.

. On veut définir 'action A\.h de A € C sur h € Ej, de telle sorte que la bijection ¢ — Re(¢) soit C-

linéaire. Si h = Re(¢), on aura A\.h = Re(\) ce qui donne (A\.h)(z) = Re(M(z)) = Re({(\x)) =
h(\x).

[Exercicel 6.10.

1.

Supposons F stable par f et soit ¢ € F*. Pour tout * € F, puisque f(x) € F, il vient
(f()(x) = po f(x) =0, donc ' f(p) € F*. Par suite, F* est stable par ' f.

Réciproquement, supposons F stable par ' f et soit z € F. Pour tout ¢ € F*, puisque *f (p) €
F* il vient g o f(2) = ("f(¢))(x) = 0, donc = € (F+)° = F (cf. prop. [6.29b)). Par suite I est
stable par f.

. Pour A € K, on a’(f —\idg) ='f — Aidg-. Donc A est une valeur propre de f si et seulement si

c’est une valeur propre de f. Enfin ' f possede une valeur propre si et seulement si *f possede
une droite invariante, ce qui a lieu si et seulement si f a un hyperplan invariant d’apres la
question précédente.

[Exercicel 6.11.

1.

2.

Il existe r € N, P € GL,,(K) C GLy(L) et Q € GL,(K) C GL,(L) tels que PAQ = (g 8)

Le rang de A sur K et sur L vaut 7.

Le systeme (x1,...,2) est libre si et seulement si la matrice de vecteurs colonnes les x; est de
rang k.

Soit w le polynéme minimal de M sur K. Puisque w(M) = 0, le polynéme minimal de M vue
comme matrice a coefficients dans L divise w. Si k est le degré de w, le systeme de matrices

(1, M, ..., M*') est libre sur K donc sur L; on en déduit que le degré du polynéme minimal
de M sur L est k, d’ou le résultat.
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[Exercicel 6.12.
1. 11 existe des matrices P,Q) € GL(n,Q) telles que PAQ = ({; 00
{Q7'X; X =(0,2) € K¥x K"™"} et im fx = {PX; X = (Y,0) € K* x K"*}.

2. a) Pour K = Q,R ou C, notons fx "endomorphisme M — AM — M B de M, (K). La matrice

de ces endomorphismes dans la base (E; ;)1<i j<n de M, (K) est la méme puisque fo(E;;) =

) de sorte que ker fx =

r(Eij) = fc(Eij) = Z ag;i By j — Z bj¢E; ¢ Le résultat découle de la question , puisqu’on
k=0 =0

a EK = ker fK

b) Les matrices A et B sont semblables sur K si et seulement si Ej contient une matrice
inversible. Or, GL,(R) est ouvert dans M,(R) donc GL,,(R) N Eg est ouvert dans Eg ; si cet
ouvert n’est pas vide, il rencontre le sous-ensemble dense Eg : si A et B sont semblables sur
R, elles le sont sur Q.
Si E¢ contient une matrice inversible, celle-ci s’écrit M + N avec M, N € Eg. L’application
P :t+— det(M + tN) est polynomiale en t, et P(i) # 0. Donc, il existe a € R tel que
P(a) # 0, donc M + aN € Eg est inversible.

11.7 Systemes d’équations linéaires, déterminants

7.1. En développant suivant la derniére ligne, on obtient (a I’aide d’une récurrence sur q)

A B I, B
det = det A et de méme det [ P ) =det C.
Og,p [q) (Oq,p C

e Si A est inversible, on décompose M en le produit de matrices par blocs suivant :

A B A I, A7'B

M= < ) — < 0“’) ( v ) D'oit det M = det Adet C.

Ogp C Ogp 1 Ogp €

e Si A n’est pas inversible ses vecteurs colonne sont liés et donc ceux de M aussi. Par suite, M
n’est également pas inversible; les déterminants de A et M sont tous deux nuls et I’égalité est

encore vérifiée.

[Exercicel 7.2.

1. On a évidemment Ay(ay,as) = ag — ay.

2. En développant par rapport a la derniere ligne, on voit que A, (ay, ..., a,_1,x) est un polynéme
en = de degré au plus n — 1 et son coefficient de degré n — 1 est A,_1(a1,...,a,_1).
Considérons deux cas :

o s’ilexiste i, j avec 1 < i < j < n—1 tels que a; = a;, alors les déterminants A,,_; (a1, ..., @p_1)
et Ay(ay,...,a,-1,x) possedent deux lignes égales, donc ils sont nuls;
e si les (a;)1<icn—1 sont deux a deux distincts, alors le polynome z — A,(ay,...,a,_1,7)
n—1
s’annule pour x = a; (1 < k < n—1); il est donc de la forme H(a: —ag)Q(x) ou Q € Klz]|;
k=1
comme le degré de = — A, (ay,...,a,-1,x) est n — 1, on en déduit que @ est constant, et en
regardant les termes de degré n — 1, il vient Q = A, (a1, ..., an_1).

3. Immédiat par récurrence sur n.

4. Notons E C K[X] le sous-espace vectoriel des polynomes de degré < n — 1. Cette matrice
représente 1’application linéaire P (P(al), . P(an)) allant de la base (1, X,..., X" ") de F
vers la base canonique de K. Si les a; sont deux a deux distincts, cette application est bijective
- Iapplication réciproque est donnée par le polynome d’interpolation de Lagrange.
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Exercice| 7.3. Démontrons ce résultat par récurrence sur n. C’est clair pour n = 2. Supposons ce
résultat démontré pour n — 1 et développons ce déterminant par sa premiere ligne. Ce déterminant est
donc égal a

A0 ... 0 a; -1 X 0 ... 0
-1 X .0 ag o -1 Xx .0
A +(_1>n+1a0 R
0 0 ... A (p—2 0O 0 0 ... A
0 0 -1 A+ap 0o o0 0 ... -1

D’apres 'hypothese de récurrence, on a

A 0 N 0 aq
-1 A . 0 a9 n—1
| BB et
0 0 A o h=0
0 0 -1 A + a,_1
n—1
On trouve donc /\Z A\ 4 ag = P(N).
k=0
[Exercicel 7.4.
1. Pour j < n—1,0n a T(X?) = X7 Le reste de X" dans la division euclidienne par P est
n—1
X"—P=— Zaka. Donc la matrice de T dans la base 1, X, ..., X" ! est
k=0
0 0 0 0  —ao
1 0 0 0 -
0 1 0 0 —a
0 0 0 0 —ap2
0 0 0 1 —0Qn—1

2. Berivons P = Zbk(X — ). Remarquons que b, = 1. On trouve de méme que la matrice de
k=0

T — Xidg, dans la base 1, (X — A),..., (X —A)" ! est

3. Remarquons que P(\) = by ; développant la matrice trouvée dans la question précédente suivant

0
1
0

0
0

a la premiere ligne, on trouve

0
0

1

0
0

0

0

0
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0
0

0

0

1

—by
—b;

—by

_bn72

_bnfl

det(T — Xidg,) = (=1)""'(=by) det I,,_; = (—=1)"P(N).



7.5. Notons D(x1,...%,, Y1 ...,Ys) ce déterminant. Retranchant la derniere ligne de toutes

les autres, on voit que ce déterminant est égal a celui de la matrice (a; ;) ol

1 1 Ty — T; ..
— = si i#n
Gy = T ety (@i + ;) (2n + ;)
7 si i=mn
Tn + Yj
Mettant (x, — x;) en facteur dans la i-eme ligne et o facteur dans la j-ieme colonne, il vient
Tn yj
Hﬁjll (Tn — ;) N
D(xy, .. Ty Y1 ooy Yn) = =0 det(b; ;) ou
Hj:l(xn + ;) ’
1
si i#£n
1 si t=mn

Retranchant la derniere colonne de toutes les autres, on trouve det(b; ;) = det(c; ;) ou

( ]- 1 yn_y] [ .
— = si i#n et j#n
Tk i 2ty (@i + ;) (@i + Yn)

si i#n et j=n

Ci’j: xz+yn
0 sii=n et j#n
1 si i=7=mn

\

Développant par rapport a la derniere ligne puis mettant (y,, —y;) en facteur dans la j-éme colonne et

en facteur dans la i-ieme ligne, il vient

152 (v — )
[T (2 + )

det(cm) = D(Il,...,xn_l,yl,...yn_l).

Finalement

n—1 n—1
Ty — T H': (yn_y'>
D(@1,. Ty Y1 Yn) = lljfnlé ,) = :
j=1 Tn + yj) Hi:l (L + yn)

Enfin, a ’aide d’une récurrence immédiate, on trouve

D(xh sy Tp—1,Y15 - - 'yn—l)-

[icicjen(®i — 2i)(y; — i)
D(T1, .o Ty Y1 -y Yn) = ‘
Hi,j:l(xi + yj)

Exercice| 7.6. Considérons la matrice A = (a; ;) ou a;; = 0 et a; ; = 1 pour i i. On a det A =
J : J J
n n n

Z (o) Hag(i),i. Or pour 0 € &, on a Hag(i)ﬁ- = 1 si o est un dérangement et Ha"(i)zi =0sio
oeSy, i=1 i=1 i=1

1
n’est un dérangement. Le nombre cherché est donc det A. Or —(A + I,,) est un projecteur de rang 1;

n
donc A + I, se diagonalise avec les valeurs propres n de multiplicité 1 et 0 de multiplicité n — 1 et
A se diagonalise avec les valeurs propres n — 1 de multiplicité 1 et (—1) de multiplicité n — 1. Donc
det A= (=1)""'(n—1).
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7.7. SilI C {l,...m} et J C {l,...,n} ont méme nombre d’éléments, on note Ay, :
M, (K) — K Papplication qui & une matrice A associe le déterminant de sa matrice extraite d’ordre
I x J. C’est une application polynomiale en les coefficients de A donc continue.

On a {4 € M;,,(K); rg A > r} = UAI_}(K*) la réunion étant prise sur I C {1,...m} et J C

...,

1J
n} ar éléments. C'est un ouvert.

Démontrons que, pour r < min(m, n), 'adhérence de ’ensemble S, des matrices de rang r est ’ensemble
des T, matrices de rang < r. Par ce qui précede T, est fermé; il contient .S, donc .S,.

0 0

Réciproquement, si rgA = s < r, il existe des matrices inversibles P, Q) telles que A = P ( N 0) Q.

I, 0 O

Alors A est limite de la suite B, =P | 0 1I,_, 0] @, donc A € S,.

k

0 0 O

[Exercicel 7.8.

1. Partons de la relation A'A = det Al,.

e Sidet A # 0, on en déduit que la matrice ‘A est inversible, donc rgA =n.

e Ona A = 0siet seulement si tous les mineurs de A d’ordre n— 1 sont nuls, donc A=0
rgA <n—1.

e SirgA =n—1,il vient A # 0, donc rgA # 0 et puisque AX = 0 pour tout X de la forme
tAX on a 1mtA C ker A, donc rgtA dimker A = 1. 11 v1entNrg A=1. _
(Meme si ce n'est pas demandé : des égalités ‘AA = 0 = A'A, on déduit alors que im‘A C
ker A et im A C ker‘A- d’ott I’égalité par un argument de dimension).

2. Toujours d’apres la relation A'A = det A, - et puisque det AI,, = A", il vient det’Adet A =

det A", donc det A det A = det A”. Si det A # 0, il vient det A = det A1 Si det A = 0 alors
det A = 0 d’apres la question 1 et donc on a encore det A = det A",

. Si A et B sont inversibles, écrivant A = (det A)'A™! et B = (det B)'B~", il vient AB =

(det AB)(AB)™* = (det A)(det B)" tfAT1'B~! = AB.

Si K = R ou C, I'égalité AB = AB reste vraie > pour A, B € M,(K) par densité de GL,(K)
dans M, (K) : I'application f : (A, B) — AB — AB est continue de M,, (K) x M, (K) a valeurs
dans M, (K) et nulle sur l’ensemble dense GL,(K) x GL,(K) est nulle partout (I’ensemble des
{(A,B) € M,,(K) x M,(K); f(A, B) =0} est fermé).

Bien sir si K est un sous-corps de C, cela reste encore vrai, puisque M, (K) C M,(C) et tous
les calculs faits dans K sont les mémes dans C (le déterminant d’une matrice & coefficients dans
K le méme que l'on fasse le calcul dans K ou dans C; méme chose pour les comateuses, leur
produit...).

Si K est infini, on pose, pour A € K, g(A\) = (A — A\,,)(B — A\l,,) — (A — A\I,)(B — \I,,) et, pour
i,j € {1,...,n} on pose g;;(A) = g(N);;. Dés que X\ n’est ni valeur propre de A ni de B, il
vient g; j(A) = 0. La fonction polynomiale g;; a donc une infinité de racines : elle est nulle. En
particulier g(0) = 0.

Enfin, si K est fini, on le plonge dans un corps infini - par exemple le corps de ses fractions
rationnelles... o

NB Sin > 3, on a en général A+ B # A+ é, ne serait-ce que parce que toute matrice est
somme de ses colonnes qui étant de rang 1 ont une comatrice nulle.

. Supposons d’abord que A est triangulaire supérieure d’éléments diagonaux Aq, ..., A,. Alors, si

i < j, la matrice A;; reste triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale des que 7 < j. La
matrice A est donc triangulaire inférieure et ses éléments diagonaux sont p; = H Aj.
J#i
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Si deux A; sont nuls, alors tous les y; sont nuls, donc x 7 = X" (ou (—X)" selon la convention
choisie - on convient ici que le polynéme caractéristique est unitaire) ; si un \; est nul, alors tous
les pu; pour j # ¢ sont nuls et x 7 = X" — 1 X" ! (au signe pres...). Enfin, supposons det A # 0;

A
posons A = det A; il vient u; = x et, pour z € K*,

7

uw = (- 5)

Si on écrit x4 = Zaka avec a, = 1 et ap = (—1)"A, il vient x z(z) = (—1)" ZakAk_lx”_k.

i=0 k=0
Plongeant si nécessaire K dans un corps infini, on trouve

n n
xi=(=1)" Z apAFTLXR = X (D) e X+ Z ap AR X R (%)
k=0 k=2
formule qui reste vraie lorsque A = 0.
Si A est triangulable, alors on peut écrire A = Fi:l/T P. D’apres la question 3, il vient A=
P-1TP. Mais toujours d’apres la question 3, on a P~ = P! 1l vient X i = X7 et 'on retrouve
encore dans ce cas la formule (**).

Dans le cas général, on peut plonger K dans un corps L ou A est triangulable; la formule (**)
est vraie dans L, donc dans K.

xercice| 7.9. Démontrons par récurrence sur n que

1 a af ... a}?
1 ay a3 ... ay*
2 n—1
Anlay,. .. a,) =1 a3 a3 ... az | = H (a; — a;).
Lo : 1<i<j<n
2 n—1
1 a, a, ... a,
C’est clair pour n = 2.
Supposons le résultat vrai pour n — 1. Commencons par remarquer que si C1, . .., C, sont des vecteurs-
colonne et si on pose C; = Cy et Cf,; = Ciy1 — a1 C; (pour i = 1,...,n — 1), la matrice A de colonnes
Ci,...,C, et A" de colonnes Cf,...,C! ont méme déterminant. En effet, on passe de la matrice A

a la matrice A" par n — 1 opérations sur les colonnes - i.e. en multipliant & droite par la matrice
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1 —ay 0
0 1 . 0]. Donc
0 0 1
1 0 0 0
2 n—1 n—2
1 ay—aq a%—alag a21—a1a22
n— n—
Ay(ay,. .. a,) = 1 az—a; a5—ajas ... a3 —ajas
1 a,—a; ai — a1y ... aﬁ’l - alaZ’2

Développant par rapport a la premiere ligne puis mettant a; — a; en facteur dans la (i — 1)-eme ligne,
il vient

as — ay a% —aiay ... ag_l — alag_g
as—ay a3 —ayaz ... ay ' —apay?
An(ala"'7an) = . .
an — Q1 ai -y ... aﬁfl - alazf2
1 ay ... ay?
n 1 a3 ... a2
_ 3
- H<aj — ) S :
2 Do .
n—2
1 a, ... a,
n
= (CLj —al)An_l(ag,...,an)
Jj=2

et on conclut grace a I’hypothese de récurrence.

[Exercice] 7.10.

1. La multiplication (& gauche ou a droite) par une matrice inversible ne change pas le rang. On a
donc rgA = rgA’. Notons A, et A’; les matrices formées par les colonnes Cj; j € J et C'J/-; jedJ
respectivement. On a A, = UA,, donc rgA; =rgA’;.

. Notons (e, ..., e,) la base canonique de K". Par définition d’une matrice échelonnée réduite,
Ciy = ek et pour j < j(k) on a C} € Vect(es; s < k) un pivot. On en déduit que j(k) =

inf{j; 1g(Cy,...,C}) =k}, d'ott le résultat (d’apres .

T r

. / o ! ! o / ! _ 1, _

. Pour j > r, on aa;; = 0, donc C} = E ay ek = E ay, ;Ciy- On a done C; = U™ C) =
k=1 k=1

> aiiU™ Gy = D e, iy
k=1 k=1

. Les j(k) sont déterminés par la question . Onarg{Cjp; 1<k <r}=r1g{Cj,; 1<k <r}=
r, donc le systeme (Cjx))1<k<r est libre. La question |3 détermine donc les a; ;.

[Exercicel 7.11.

1. Le déterminant d'un commutateur ABA™ B! est égal & 1 puisque det est un homomorphisme
et K* est commutatif (det(ABA™'B™") = det Adet Bdet A~*det B~! = 1). Donc le groupe des
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commutateurs, qui est engendré par ces éléments est contenu dans SL(n, K) pour tout n et tout
K.

Supposons d’abord n = 2 et K # Fy. Alors il existe a € K*, a # 1. On a
a O\ (1 p\ (a O\ "' /1 u\™"  fa O\ /(1 u\[a' 0\ [l —pu
0 1/\0 1)\0 1 0 1 ~\0 1/\0 1 0 1/\0 1
_ (1 (a—1D)u
—\0 1 '

Donc toute matrice Iy + AEj 2 est un commutateur. De méme (ou en utilisant la transposée),
toute matrice Iy + AEs; est un commutateur. Tout élément de SL(2, K) est un produit de
transvections, donc de commutateurs.

Sin > 3, pour tout 7,7 (avec i # j), il existe k distinct de ¢ et j. On a alors
L, + AE;j = (I, + AEy ;) (I, — Ei j) (I, — AEy ;) (1, + E; ;)

comme le montre un calcul ou on utilise les formules E; ;E,, = 0sij # ket E; ;E;, = E; 4. Cela
prouve que toute transvection est un commutateur, donc tout élément de SL(n, K) est produit
de commutateurs.

2. Soit A € SL(n,K). Ecrivons A = Ti(\;) ... Ty(Ay) comme un produit de transvections. Alors

Ay =Ti(tA1) ... Tn(tAy) est un chemin continue tracé dans SL(n,K) qui joint [, a A, donc A
est dans la composante connexe (par arcs) de I,, dans SL(n, K).
L’application (A,\) — AD,(\) est un homéomorphisme de SL(n,K) x K* sur GL(n,K) -
I'homéomorphisme inverse est B +— (BDn((det B)™h), det B). Donc GL(n,C), homéomorphe a
un produit de connexes est connexe et GL(n,R) a deux composantes connexes : les matrices de
déterminant strictement positif et les matrices de déterminant strictement négatif : ce sont des
ouverts connexes et disjoints de GL(n, R).

[Exercicel 7.12.
1. a) Pour k € {1,...,n}, on a Ay = LD, V} ot l'on a écrit des décompositions par blocs L =

L, O _(Dy 0 (Vi Y : :
(X L;)’D_(O D;g) etV-(O Vk,).DoncAkestlnver&ble.DoncAGQn(K).

Remarquons en particulier que det Ay, = det Dy, d’ou I'on déduit que le k-ieme coefficient de

det A
D est dk: de:Tkk
-1

b) Démontrons l'existence et unicité par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est clair (L =V =
1, D = A). Supposons que le cas de n — 1 soit démontré.

Ana C et cherchons les matrices L, D,V sous la forme L = Lo 0 ,
R an, X 1

o anl 0 _ anl Y
D—( 0 dn) etV—( 0 1).Ona

Ecrivons A =

An—l = Ln—an—lvn—l
_ C = Ly, 1D, 1Y
A=LDV «— R — XD, V.,
Qnn = XD,1\Y +d,

Comme A,_; € Q,_1(K), la premiere équation détermine L,_1, D, 1 et V,,_1; comme ces
matrices sont inversibles, la deuxiéme et troisieme équation déterminent X,Y. Enfin, la
derniere équation détermine d,,. Notons que, puisque A est inversible, D aussi, donc d,, # 0.
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2. a) Ona A="A="VD'L, donc V ="'L d’apres I'unicité.
b) De méme, si A est hermitienne, on a A = V*DL*, donc V = L* et D est réelle.

c) Les patries A et D sont congruentes, donc ont méme signature. Cette signature est (n — ¢, q)
ol q est le nombre de dj négatifs, i.e. le nombre de k pour lesquels det A, et det Ax_; sont
de signes opposés. Autrement dit ¢ est le nombre de changements de signes dans la suite
(1,det Ay, det As, ..., det A,).

3. La matrice A est la matrice d’'un produit scalaire ( | ). La restriction de ( | ) a I'espace engendré
par les k£ premiers vecteurs est encore un produit scalaire, donc la matrice Aj, est aussi inversible,
donc A € Q,(K).

On écrit alors A = V*DV (méme dans le cas réel...). La matrice D est la matrice du produit
scalaire dans une base, (avec matrice de passage V'), donc ces coefficients diagonaux sont positifs.
Une matrice T triangulaire supérieure a coefficients positifs sur la diagonale s’écrit AU, ou
A € D, est la diagonale de T et U € V,. On a T*T = U*A*U. Par unicité dans 1.b), on a
T"T=A < U=V et A>=D. Or D = A? si et seulement si les coefficients de A sont les
racines carrées de ceux de D, d’ou l'existence et 'unicité.

On peut aussi voir 1'unicité de la fagon suivante : Soient 7} et T, des matrices triangulaires
supérieures avec des coefficients diagonaux strictement positifs. Posons S = TyT, " ; ¢’est une ma-
trice triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux strictement positifs. Si 7717 = 1515,
alors (T)™'TF = TyT; ', soit (S*)™! = S. Cette égalité entre matrice triangulaires inférieure et
supérieure, impose S diagonale (& coefficients positifs) puis S* = I,, donc S = I,, d’olt I'unicité
de la décomposition.

4. L’application A — Ay est linéaire donc continue, les applications ¢, = A — det Ay sont donc

n
continues. L’ensemble Q,(K) = m o ' (K*) est ouvert dans M, (K).
k=1
On démontre la continuité de la décomposition par récurrence sur n.
C’est évident pour n =1 : on a ;(K) = K* et la décomposition LDU de a € K* est a = lal :
elle est continue.

Supposons que ce soit vrai pour n — 1.
det Ak

det Ak—l
A1 C
R Apon

_ anl 0 _ anl Y
D_( g dn)etv—(o 1).
Or, d’apres 1.b), on trouve L, ; = L(A,_1), Vo1 = V(A,_1), puis X = R(D,_1V,_1) " et

Y = (Lp_1D,_1) *C, d’ou le résultat.
Remarquons en fait que ces applications sont de classe C'™.

Les applications A +— sont continues sur €2, (K), donc 'application A — D est continue.

Ecrivons A = et cherchons les matrices L, D,V sous la forme L = (L”_l 0),

X 1

[Exercicel 7.13.
1. est clair.

2. e Il est clair que ® est linéaire
e Démontrons que ® est injective : supposons que (D) = 0. Soit s : {1,...,p} — {1,...,n}
une application.
* Si s est strictement croissante, D(es), €s(2); - - -, €s(p)) = 0 puisque (D) = 0.
* Si est injective, il existe une unique permutation o € G, telle que s o ¢ soit strictement
croissante. On a D(es(1), €s2): - - - » €s(p)) = () D(€s00(1), €s00(2)s - - - » €s00(p)) = 0.
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* Enfin si s n’est pas injective, D(ey1), €s2); - - - €s(p)) = 0 puisque D est alternée.
n

Enfin, soit z4,...,2, € E". Ecrivons T = Z a; je;. Comme D est multilinéaire, il vient
i=1
D(a:l,...,xp) = Z xs(l),l ...l‘s(p)’pD(es(l),...,6S(p)) =0.

se{l,..,n}{Lp}
e Démontrons que ® est surjective : soit s € J,; notons f, : £ — KP? I'application linéaire

définie par fs(z tiei) = (ts(1) ts(2), - - - » ts(p)) €t posons Dy(x1, ..., x,) = detp(fs(z1), ..., fs(xp))
i=1
ou B est la base canonique de K?.
x On a Ds(es(l), €s(2)s - - - ,es(p)) = detB(B) =1.
* Soit s € J,;sis # ¢ ilexiste j € {1,...,p} tel que s'(2) & s{1,...,p}, donc fs(es@;)) = 0.
On en déduit que Dy((ey (1), €s/(2)s - - - 5 e’s(p)) =0.

Donc ®(D;)(s') = 65,4 : V'image de (®(Ds)ses, est la base canonique de K’7.

n
3. L’ensemble J, possede ( ) éléments pour p < n et est vide pour p > n, d’ou le résultat.
p

11.8 Reéduction des endomorphismes

8.1. Ce sont les matrices diagonales par blocs.

[Exercicel 8.2.
1. est clair.

2. On a J" = I, et, d’apres la question 1, pour tout polynéme P de degré < n—1, on a P(J) # 0.
On en déduit que le polynome minimal de J est X" —1. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
le polynome minimal divise le polynome caractéristique. Comme ces deux polynomes ont méme
degré, il vient x; = X" — 1 (ou xy = (—1)"(X™ — 1) suivant les conventions).

3. Le polynéme X" —1 étant scindé a racines simples (sur C) on en déduit que J est diagonalisable.
Ses valeurs propres sont les racines n-iemes de 1. Soit w une racine n-ieme de 1. En résolvant un

1

w

N . L4 \ 2
systeme facile, on trouve qu’un vecteur propre associé a la valeur propre w est C, = | W

wn—l

Posons w = ¢*™/™. La matrice formée par ces vecteurs colonnes est P = (pij)oup;; = W01,
On trouve donc P~'JP = D ou D = diag(w' ™).

Remarquons que les vecteurs C,, sont deux a deux orthogonaux (on aurait pu le savoir d’avance
puisque J est unitaire, donc normale donc ses espaces propres sont orthogonaux 2 a 2) et de

méme norme y/n. On en déduit que la matrice n~'/2P est unitaire, donc P~ = = P*.
n

n—1 n—1 n—1
Enfin A=Y a,J* = Py a,D'P ' = Pdiag( 3 akw(i’l)k>P’1.
k=0 k=0 k=0

[Exercicel 8.3.
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1. Si A est inversible, les matrices AB et BA = A™'(AB)A sont semblables, donc ont méme
polynome caractéristique.

2. Posons K =R ou C. Fixons A € Ket B € M, (K). L’application A + det(AB—\I,,) —det(BA—
Al,) est continue. Elle est nulle sur le sous-ensemble dense GL(n,K) de M, (K). Elle est donc
nulle. On en déduit que, pour tous A, B € M, (K) et tout A € K, on a xa5(\) = xpa(A). Comme
K est infini, Papplication qui & un polynéme P associe la fonction polynomiale A — P()\) est
injective; il vient xag = xBAa-

3. Fixons encore A € K. Pour x € K, posons Q(x) = det((A—xz1l,)B—\I,,) —det(B(A—xl,)—\,).
La fonction @ : K — K est polynomiale. Si x n’est pas valeur propre de A, alors A — zI,, est
inversible, donc par la premiere question, Q(z) = 0. Comme A possede un nombre fini de valeurs
propres et K est infini, il vient Q = 0. Donc xa5(A\) — xpa(A) = Q(0) = 0. Comme K est infini,
il vient x4 = XBA-

4. Soit L un corps infini contenant K (par exemple le corps des fractions K(X) de K). On peut
considérer A et B comme matrices a coefficients dans L. Les polynomes xag, xpa € K[X] C
L[X] sont égaux d’apres la question précédente.

s . A
5. Quitte & échanger les roles de A et B, on peut supposer que n < p. Notons alors A’ = < O)

et B' = (B O) les matrices carrées d’ordre p obtenues en ajoutant a A et B respectivement
AB 0
0 0

Xarp = (—X)P"xap. Il vient donc xga = (—X)?"xap d’apres le cas des matrices carrées.

p — n lignes nulles et p — n colonnes nulles. On a B’A' = BA et A’B' = ( ), de sorte que

[Exercicel 8.4.

1. Soit (Ek)o<k<n un drapeau et (e;) une base adaptée. Alors pour tout j,k avec 1 < j < k < n,
onae; € E; CEy. On en déduit que {ey,...,ex} est contenu dans Ej, et comme (eq,...,ex)
est libre et dim B, = k, on en déduit que (ey,...,e;) est une base de Ej. En particulier,
Eyx = Vect(ey, ..., ex), donc le drapeau (Ej) est déterminé par la base (eg).

Soit (E)) un drapeau. Pour k € {1,...,n} choisissons e, € Fj \ Ey_1. Alors, par récurrence
Vect(eq, ...,er) = Ei. En particulier, la famille (eq,...,e,) est une base de E = E,,; elle est

adaptée au drapeau.

2. La matrice de u est triangulaire dans la base (ey,...,e,) si et seulement si pour tout k, on a
u(ex) € Vect(ey,...,ex) = Ey. Si u(Ey) C Ey, alors u(e) € u(Ey) C Ey. Inversement, si pour
tout k on a u(ey) € Ej, alors pour j < k on a u(e;) € E; C Ej, donc l'image de la base
(€1,...,¢ex) de Ej, est contenue dans Ej, ce qui implique que u(E}y) C Ej.

3. On a u(ex) = Aper + Z ajrej, donc u(ey) — Aper, € Ej_;. De plus le drapeau (£}) est stable par
j<k
u — M\idg, done (u — Midg)(Ex_1) C Fr_1. Donc I'image par u — \¢idg de By = Ey_1 ® Key,
est contenue dans Fj_;.
Par récurrence sur k, on en déduit que (u— \jidg)o...o(u—A;idg) est nul sur Ej. En particulier,
pour k = n, Pendomorphisme x,(u) = (u — A\jidg) o... 0 (u — \,idg) est nul sur E,, = E; c’est
I’endomorphisme nul. Cela établit le théoreme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes
triangulables.

[Exercicel 8.5.
1. Soit B une base dans laquelle la matrice M de u est triangulaire supérieure. Notons By la la
base orthonormée obtenue a partir de B par orthonormalisation de Gram-Schmidt. La matrice
de passage P = Pp p, est triangulaire supérieure, donc la matrice P~ 'MP de u dans la base B,
est triangulaire supérieure.
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2. Soit (Ag) une suite de matrices trigonalisables convergeant vers une matrice A. On doit démontrer
que A est trigonalisable.

Pour chaque k, la matrice A, étant trigonalisable dans une base orthonormée, il existe U, €
O(n) telle que U, AyU, ' = T}, soit triangulaire supérieure. Comme O(n) est compact, il existe
une application strictement croissante ¢ : N — N telle que (Uy)) soit convergente vers U €
O(n). La suite extraite A,y est convergente, donc, par continuité du produit, la suite T,y =
tU@(k)Aw(k)U@(k) converge vers 'UAU. Comme chaque T,k est triangulaire 'UAU Test aussi,
donc A est trigonalisable.

3. Notons D C M,(R) et T C M,(R) I'ensemble des matrices diagonalisables et trigonalisables
respectivement. Puisque 7 est fermé et D C T, il vient D C T.
Soit A € T et P une matrice inversible telle que A = PTP~! avec T triangulaire. Notons \; les
éléments diagonaux de 7'. Soit D la matrice diagonale D = diag(i). Pour @ € R}, T'+ aD a
pour coefficients diagonaux \; + «i. Soient ¢,5 € {1,...,n} tels que i # j.
SiA = Aj,alors \; +ai # X\ +aj;si A\ # Ajet (n—1)a < |\ — \j|, on aura

(X + ad) = (A + ag)] = A = Al = la(i = 9)].

Donc, prenant « assez petit, (E[) on aura encore \; + ai # A; + oj. Ainsi, toutes les valeurs
propres de T+ aD sont distinctes donc 1"+ aD est diagonalisable. Prenant une telle suite «y
tendant vers 0, on écrit A comme limite P(T 4 a;D)P~" de matrices semblables & des matrices
diagonalisables, donc diagonalisables.

4. Soit v un endomorphisme diagonalisable possédant une valeur propre double. Dans une base bien
choisie, la matrice de u sera diag(dy, ..., d,) avec d; = dy = d. Notons alors v ’endomorphisme
dont la matrice est £ o dans cette méme base. Les endomorphismes u et v commutent, u est
diagonalisable et v est nilpotent. Pour € # 0, la partie nilpotente de u+¢cv dans la décomposition
de Dunford est ev, qui n’est pas nul. Donc u+ev n’est pas diagonalisable. Cela prouve que u ¢ D.
Supposons maintenant que x, = (X —d)... (X —d,) avec dy > dy > ... > d,. Choisissons des
nombres réels ¢; pour © = 0,...,n, avec ¢g > do, d; > ¢; > diyp pour 1 <1 <n—1etd, >c,.
Le signe de x,(c;) est (—1)". Comme I'application v + det(c;idp — v) est continue, I’ensemble

n
Ui ={v € L(E); (=1)"det(c;iidg — v) > 0} est ouvert ainsi que l'intersection (finie) U = ﬂ Us.
i=0
Si v € U, son polynome caractéristique change de signe, donc s’annule d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires entre ¢; et ¢;_; (pour 1 < ¢ < n). Comme Y, posséde n racines
réelles distinctes, il est scindé a racines simples. On en déduit que U est formé de matrices
diagonalisables a valeurs propres distinctes. En particulier u € D

[Exercicel 8.6.

1. Comme son polynome caractéristique est scindé, la matrice A est trigonalisable : il existe U €
GL,(K) telle que U ' AU = T est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont A, ..., A,. On
a alors Q(A) = UQ(T)U™'. Or la matrice Q(T) est triangulaire et ses coefficients diagonaux

sont les Q(Ag). I vient xga) = Xor) = H(Q(Ak) - X).

k=1
2. Soit A € M, (C) la matrice compagnon du polynoéme P. Elle est a coefficients entiers. La matrice
A7 est a coefficients entiers, donc y4« est un polynome a coefficients entiers. Or d’apres le

n

premiére question x4¢ = (—1)" H(X —AD).
k=1

6. On peut prendre 0 < a < (n — 1) min{|\; — \;[; (i,5) € {1,...,n}%, X # N}
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Exercice| 8.7. Si u est trigonalisable, son polynéme caractéristique est scindé (d’apres le théoreme
3.7) et c’est un polynome annulateur (d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton).

Pour établir la réciproque, nous procédons par récurrence sur la dimension de E. C’est clair si dim £ = 1.

Notons n la dimension de E et supposons que tout endomorphisme d’un espace de dimension n — 1

admettant un polynome annulateur scindé est trigonalisable. Soit u € L(F) et supposons que u admet
k

un polynome annulateur scindé P = H(X — ;)% et démontrons que u est trigonalisable. Remarquons
=1

qu’alors le polynome minimal de w, qili divise P, est scindé, et ’on peut supposer que P est le polynome
minimal. L’endomorphisme u — A\jidg n’est pas surjectif (sinon le quotient de P par X — A; serait
annulateur). Soit H un hyperplan de E contenant 'image de u — A\jidg. On a (u — M\idg)(H) C
im (u— A\jidg) C H, donc H est stable par u— A\idg, donc par u. Le polynome P est encore annulateur
pour la restriction de u & H. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une base (eq, ..., e, 1) de H
dans la quelle la restriction de u est triangulaire. La matrice de u dans la base (ey,..., e, 1,€,) est
triangulaire pour tout e, € E'\ H.

Voici une autre méthode pour établir cette réciproque : d’apres le < lemme des noyaux > (théoreme
8.13) il suffit de démontrer que la restriction u; de v a E; = ker(u — \;idg)® est trigonalisable. Or
u; = idg; + n; o n; est nilpotent donc trigonalisable d’apres I'exercice suivant.

[Exercicel 8.8.

1. Puisque X™ est annulateur, le polynome minimal de u divise X™. Les diviseurs (unitaires) de
X™ sont les X* avec 0 < k < m. Or, on a supposé que pour k < m, on a u* # 0. Le polynoéme
minimal de u est donc X™.

2. La composée de morphismes surjectifs est surjective. Si u était surjectif, u" le serait aussi...

3. On a u(im u) C w(F) = im u, donc im u est stable par w.

Démontrons par récurrence sur la dimension de E qu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire avec des 0 sur la diagonale.

Si dim £ = 1, puisque u n’est pas surjectif, son image est un sous-espace strict de E, donc
im u = {0}, soit u = 0, d’ou le résultat.

Notons n la dimension de E et supposons que tout endomorphisme nilpotent d’'un espace de
dimension k < n est trigonalisable avec des 0 sur la diagonale. Soit u € L(E) un endomorphisme
nilpotent.

Puisque im v C E et im u # FE, la dimension de im u est < n et la restriction de v a im u
est nilpotente. D’apres I'hypothese de récurrence, il existe une base (e, ..., ex) de im u dans la
quelle la matrice A de la restriction de u est triangulaire. Complétons (eq,...,ex) en une base

de (eq,...,e,) de E. La matrice de u dans la base (e, ..., e,) est de la forme <61 ?) (puisque

im u = Vect(ey, ..., ex), d'ou le résultat.
Cela prouve aussi que x, = (—X)4™E

4. Six € Ny, alors u*(z) = 0, donc v () = u(u"(x)) = 0 et donc x € Nyyy. Si z € Iy, il existe
y € E tel que z = u***(y) = u*(u(y)), donc = € I.

5. Soient k € {0,...,m — 1}. On a u(Iy) = Iy, donc u induit par restriction une application
linéaire surjective vy, : I, — Ij41. Le noyau de vy, est {x € I; u(z) =0} = kerun Ij.
Par le théoreme du rang dim [, = dim [, + dimkerwv,, or la suite kervy, = I N keru est
décroissante. Enfin, dim Ny, = dim E —dim [} et dim Ny = dim F —dim I}, donc dim Ny —
dim Ny = dim [, — dim [, ; = dim ker v.
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[Exercicel 8.9.

1. Posons F' = Vect(zg,...,zx_1). On a u(F) = Vect(xy,...,xx) et puisque x € F, on a u(F) C
F. On en déduit (a 'aide d'une récurrence) que, pour tout £ € N, on a u‘(F) C F. Donc
xp = u'(x0) € F.

2. La matrice d'un endomorphisme u dans une base (eq,...,e,) est une matrice compagnon si et
seulement si, pour j =1.. — 1, on a u(ej) = ej41. Dans ce cas, on a (u/(e1))o<jen_1 est une
n—1
base de E, donc u est cyclique. De plus, si P = Z M X" est un polynéme non nul de degré
k=0
n—1
< n, on a P(u) Z)\kekH # 0, donc P(u) # 0. Le polynéme minimal est de degré au
k=0

moins n, et divise y,, : c’est x, (au signe pres).

Supposons inversement que u et cyclique et soit zy un vecteur cyclique ; pour j € N, posons x; =
u? (20) ; soit k le plus petit entier tel que (zq, ..., ;) soit lié. Par définition de k, (2, ..., 2r_1)
est libre et x, € Vect(zo,...,x,_1). D’apres la question 1, on a x, € Vect(xo,...,xr_1) pour
tout ¢ € N, donc Vect(xg,...,xx_1) = E puisque la famille (z,)en est génératrice (zq étant
cyclique). En d’autres termes, (xo, ..., 25_1) est une base de E. Dans cette base la matrice de u
est une matrice compagnon.

[Exercicel 8.10.
1. D’apres le critere d’Eisenstein avec p = 2, pour tout n € N, le polynome X" — 2 convient.

2. Si P € Q[X] est un polynome irréductible de degré n, le corps K = Q[X]/(P) est de dimension
n sur Q. Pour x € K, 'application m, : y — xy de K dans K est Q-linéaire. L’application
x +— m, est un homomorphisme d’anneaux et une application linéaire de K dans Lg(K) qui est
isomorphe & M,,(Q) via le choix d’une base (e, ..., e,) du Q-espace vectoriel K.

3. Soit F un sous-espace de dimension n* —n+1 de M, (K) ; puisque dim F +dim K > dim M, (Q),
on en déduit que F et K ne sont pas en somme directe. Donc il existe x € F'N K non nul. Comme
K est un corps, x est inversible dans K, et donc dans M,,(Q) (on a my,.m,—1 = idg).

[Exercicel 8.11.

1. est clair.
2. Soit P le polynome unitaire tel que J, = PK[X]. Remarquons que, d’apres le théoreme de

Cayley-Hamilton, on a x,(u)(z) = 0, donc P divise y,. Notons n la dimension de E. Alors
I’équivalence entre les assertions suivantes :

(i) x est cyclique;

(ii) (z,u(x),...,u" ' (x)) est une base de F;
) (z,u(x),...,u" (z)) est libre;
)
) 0

(iii

(iv pour tout polynome non nul @ de degré < n, on a Q(u)(x) #0;

(v
WOP:Xw
3. Puisque @); n’est pas un multiple de w,, Q;(u) # 0 et il existe donc = € E tel que Q]( )(z) # 0.

Ecrivons w, = P"R; et posons x; = Rj(u)(z). On a P’ (u)(z;) = P;’(u) o Rj(u)(z) =

Oé]'—l Clj—l
wu(u)(z) =0 et P (u)(z;) = P77 (u) o Rj(u)(x) = Q;(u)(x) # 0.
On en déduit que P;7 € J,, et P}’ g Je;- Ecrivons Jo; = AK[X] olt A est un polynome
unitaire. Alors A divise Pjaj mais ne divise pas Pjafl, donc A = Pjaj .
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4. Bcrivons J, = AK[X] ot A est un polynéme unitaire. On a w, € J,, donc A divise w,, donc

k
A= HPJBJ avec 0 < 3 < .
j=1

Soit 7, € {1,...,k}; comme Pjaj ne divise pas @j, on a Q;(x;) # 0. Pour ¢ € {1,..., k} distinct
de j, comme P, divise @;, on a Q;(u)(z,) = 0. Il vient Q;(u)(y) = Q;(u)(x;) # 0, donc A ne
divise pas @, : on en déduit que 3; = ;. Donc A = w,,.

5. On a démontré qu’il existe y € E tel que J, soit engendré par w, ; si w, = Xu, ¥ est cyclique
d’apres 2.
Si u est cyclique, alors il existe y tel que J, soit engendré par x, ; or w, € J,, donc x,|w,. lls
sont égaux (au signe pres) d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.

[Exercicel 8.12.
1. a) L’application ¢ : P + P(u)(z) étant linéaire, 7 = ¢ '(F) est un sous-espace vecto-
riel. Soient P € J et Q € K|[X]|; comme F est stable par Q(u), on a (QP)(u)(z) =
Q(u)(P(u)(z)) € F, donc QP € J. Cela prouve que J est un idéal.

b) On a w,(u)(xz) =0 € F donc w, € J, donc Pr|w,.

c) e Soit y € F. Comme z est cyclique, il existe @ € K[X] tel que y = Q(u)(x); alors,
par définition de J, on a Q € J, donc il existe P € K[X] tel que Q = PpP. Alors
y = Pp(u)(P(u)(z)), donc y € im Pp(u).

e Soit y € im Pr(u). Alors il existe z € E tel que y = Pp(u)(z) et l'on a Qp(u)(y) =
(QrPr)(u)(z) = 0 puisque QpPp = w, est annulateur pour u.

e Soit y € kerQp(u). Comme z est cyclique, il existe @ € K[X] tel que y = Q(u)(z);
alors, 0 = Qp(u)(y) = (QrQ)(u)(z). Or, comme x est cyclique, pour P € K[X] on a
P(u)(x) = 0 <= w@,|P (cf exerc.8.11 question 2). On en déduit que w,|QrQ et
puisque w, = PrQp, il vient Pr|Q, donc Q € J, soit enfin y € F.

d) Notons ur la restriction de u & F. Posons y = Pr(u)(x). Pour tout z € F, il existe P € K[X]
tel que P(u)(z) = z (car z est cyclique) et, puisque z € I, P € J, donc il existe @ € K[X]
tel que P = QPp, soit z = Q(u)(Pr(u)(z)) = Q(up)(y), donc y est cyclique pour up.
Enfin, QF est un polynéome annulateur pour up et si @ € K[X] est de degré < dQ, alors
J(PrQ) < 0w,, donc Q(u)Pp(u)(z) # 0, soit Q(ur)(y) # 0. On en déduit que Qp est le
polynome minimal de ug, qui est son polynome caractéristique puisque ug est cyclique. Donc

2. Si u est cyclique, les sous-espaces de E invariants par u sont les ker Q(u) ou @ est un diviseur
du polynéme minimal de u (d’apres 1.c). Or le polynome minimal de u a un nombre fini de

k
diviseurs unitaires (si on écrit w, = HPJ ’, avec P; irreductibles unitaires et distincts, les
=1
k k
diviseurs unitaires de @, sont les H Pjﬁj avec 0 < f; < ¢o;ilyena H a;+1). Donc E possede
Jj=1 Jj=1

un nombre fini de sous-espaces invariants.

On suppose que E possede un nombre fini de sous-espaces invariants I}, ..., Fy. Pour x € E,

notons E, = {P(u)(z); P € K[X]}; c’est un sous-espace invariant et il existe j(x) € {1,..., N}

tel que £, = Fj). Posons J = {j(x); € E}; comme v € E, = Fj), il vient UF] = F.
jeJ

D’apres 'exercice , I'un des Fj est égal a F, donc u est cyclique.
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3. Si le polynome caractéristique x,, de u est irréductible, il est égal au polynéme minimal, donc u

est cyclique et les seuls sous-espaces invariants sont les ker Q(u) avec @ diviseur de y,, soit E
et {0} puisque Y, est irréductible.
Si E ne possede pas de sous-espaces invariants par u autres que {0} et E, alors pour tout = € E
non nul, 'espace {P(u)(x); P € K[X]} est invariant et non nul, donc = est cyclique. Si P, Q
sont des polynomes tels que P() = x, avec () non scalaire, puisque P n’est pas un multiple de
Xu = @, 'endomorphisme P(u) n’est pas nul, donc im P(u) # {0}. Comme c’est un sous-espace
invariant par w, il vient im P(u) = E. Or Q(u) o P(u) = 0, donc Q(u) est nul sur im P(u) = F;
il vient Q(u) = 0, donc @ est annulateur pour wu; ¢’est un multiple de x,. On en déduit que P
est scalaire. Donc y,, est irréductible.

8.13. Pour t = 1, cette matrice est égale & I, + N avec N nilpotente. Comme N et
I, commutent, c’est sa décomposition de Dunford. Pour ¢ # 1, cette matrice a deux valeurs propres
distinctes : elle est diagonalisable. Sa décomposition de Dunford est donc A = A+0... On en déduit que
la décomposition de Dunford n’est pas continue, i.e. que 'application A — (D, N) n’est pas continue.

8.14. Pour une matrice M = (m; ;) € M,(C), notons M la matrice (7m;;). Comme A est
réelle, on a A = A = D + N. Comme l'application M + M est un homomorphisme d’anneaux, les
matrices D et N commutent, N est nilpotente ; enfin, si on écrit D = P"'AP avec A diagonale, on a

D= ﬁ_lﬁ, donc D est diagonalisable. Par unicité de la décomposition de Dunford, il vient D = D
et N =N, donc D et N sont réelles.

[Exercice] 8.15.
1. D’aprés le formule du binéme (Q+R)*=Q"+ k:Qk_lR [R?] il vient pour tout k € N. Ecrivons

P = Zaka onaZak Q + R)* Zaka+Zka Q" 'R [RY.

2. a) Sment UV e K[X] tels que PU + PV = 1. On pose D; = X — PV. 1l vient, d’apres la
question 1, Po D; = P — PVP" [P?. Or P - PVP = P?U.

b) On raisonne par récurrence sur k. Le cas k = 1 est traité en (a).
On suppose donc k > 1 et que Dy = X [P] et P2*|P o Dy. Alors

(i) Dgy1 = Dy oDy = Do X = Dy [PV] (d’apres la question 1). Donc Dy = X [P]
d’apres I’hypothese de récurrence.

(i) Ecrivons Po Dy = WP : il vient Po DyoT = (W o T)(P o T)* pour tout T € K[X];
en particulier, pour 7' = Dl, il vient Po Dy = (WoD;)(Po Dl)zk. Puisque P?|Po Dy,
on en déduit que p2t |P o Dyyq.

3. a) Les polynomes P; sont irréductibles sur K et deux a deux distincts, donc premiers entre eux
deux a deux (sur K, donc sur C - une relation de Bézout dans K[X] est une relation de
Bézout dans C[X]). Par ailleurs, le polynome P; étant irréductible il est premier avec P/ (les
seuls diviseurs de P; sont 1 et P; qui ne peut diviser P/ pour des questions de degré...) donc
P, n’a pas de racines multiples dans C. Alors P = H P, n’a que des racines simples sur C,
donc P et P’ n’ont par de racines communes. Ils n’ont pas de diviseur commun non scalaire
dans C[X], donc dans K[X].

b) Soit m € N; si pour tout i on a m > m,, alors w4 |P™, donc P™ est annulateur pour A. Donc,

si k € N est tel que 2% > m; pour tout 7, le polynéme P o Dy, multiple de P est annulateur
pour A. Alors P(Dk(A)) = (Po Dk)(A) = 0. Comme P est scindé a racines simples sur C,
la matrice Dy(A) est diagonalisable sur C

Comme P divise X — Dy, le polynome (X — D)™ est annulateur pour A, donc (X — Dy)(A)
est nilpotente.
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8.16. Notons D le PGCD de P et w,, et écrivons w, = QD et P = RD (avec Q, R € K[X]).
Si D # 1, @ n’est pas multiple de w,, donc Q(u) # 0. Or, on a 0 = w,(u) = D(u)Q(u), donc le noyau
de D(u) contient I'image de Q(u), donc D(u) n’est pas injectif. L'endomorphisme P(u) = R(u)D(u)
s’annule sur le noyau de D(u) donc n’est pas injectif.

Si w, et P sont premiers entre eux, écrivons une relation de Bézout 1 = PQ + w,R. On a idg =
P(u)Q(u) + w,(u)R(u), et puisque w,(u) = 0, 'endomorphisme P(u) est inversible d’inverse Q(u).

[Exercicel 8.17.

1. L’endomorphisme v est cyclique. On a donc y, = w@,. Or @, divise w, = P*. C’est donc
une puissance P’ de P (avec j < k). Raisonnons par récurrence sur la dimension de E. Si
dim(F) < 0P, on a E = F et x, = P. Formons une base (ej,...,e,) de F' et complétons-la

. A C
en une base (eq,...,e,) de E. Dans cette base, la matrice de u est de la forme 0o D) Le
polynome minimal de D divise celui de u : c¢’est une puissance de P. D’apres ’hypothese de
récurrence, xp est une puissance de P, ainsi que X, = XAXD-

m

2. Ecrivons Wy = H Pjaj la décomposition du polynome minimal de u en facteurs irréductibles;
j=1

posons [ = ker Pjaj(u), et notons v; la restriction de v a F;. Comme E = @FJ, on a Y, =

m
H Xv;- Or, d’apres la question précédente, pour tout j, il existe 3; > «; tel que x,, = Pf 7,
j=1
3. Puisque x, et w, ont les mémes diviseurs irréductibles on a (i) <= (ii). L’équivalence (ii) <=
(iii) résulte de l'exercice [8.16}

8.18. Notons A € M, (K) C M,(L) la matrice de u dans une base de E. Soit A € L une
racine de P. Puisque P divise y,, on a x,(A) = 0, donc A est une valeur propre de A. En d’autres
termes, il existe un vecteur colonne non nul X € L" tel que AX = AX, donc P(A)X = 0. En particulier,
det P(u) = det P(A) = 0. D’apres I'exercice on en déduit que P et w, ne sont pas premiers entre
eux, et puisque P est irréductible, il divise wo,,.

[Exercicel 8.19.

1. Ecrivons @ = PQ. Alors Q(u) # 0 car @ ne divise pas Q. Comme P(u)oQ(u) = w(u) = 0, P(u)
est nul sur I'image de Q(u). Soit x un vecteur non nul dans cette image. On a donc P(u)(x) = 0.
Notons k le degré de P. Remarquons que 'ensemble J, = {T" € K[X]|; T(u)(z) = 0} est un
idéal dans K[X]; il est donc de la forme D K[X]. Alors D divise P (puisque P € J,) et puisque
x#0,onal¢J, donc J, = P K[X]. L’application T' +— T'(u)z est alors un isomorphisme de
K[X]/J, sur un sous-espace F, de E invariant par u. On a dim F, = dim K[X]/J, = k.

2. Cela résulte immédiatement de la question précédente puisque tout polynéme irréductible sur
R est de degré 1 ou 2. Une autre solution de cette question est donnée dans le lemme [9.55.

[Exercicel 8.20.

1. Par récurrence sur k, on démontre que y est de classe C"**. Par hypothese, y est de classe C'™.
Si y est supposée de classe C"** alors y™ = a,_1 y™ ™V + ... + ao y est de classe C**! donc y
est de classe C"TFL,
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2. La dérivée de t — e M f(t) est t > e M(f' — Af), soit Douy'(f) = uy' o (D — Aidg)(f), donc
U)\O_DO’LL;1 :D—)\ldE

On a (D — Mdg)"(f) = Z (?Z) (=1)FAF f(m=k) "donc I'ensemble des solutions de 'équation
k=0

> (Tg) (—=1)FNey(m=F) — 0 est ker(D — idg)™.
k=0

D’apres le caleul ci-dessus, on a (D—\idg)™ = uyoD™ou; !, donc ker(D—\idg)™ = uy (ker(D™)).
Or ker(D™) est l'espace vectoriel des polynomes de degré < m.

3. L’espace des solutions de (H) est ker P(D). D’apres le lemme des noyaux, on a ker P(D) =
q
B ker(D — Miidg)™.
k=1

4. Séparant les racines de P en racines réelles et racines non réelles conjuguées, on écrit P =
qr qc

H(X — )" H ((X —ap — i) (X — ag + iﬁk))mL ot les \i, ay, Bi sont réels, les ) sont

k=1 k=1
strictement positifs les )\, sont distincts deux a deux et les oy, + i) sont distincts deux a deux.

Une base de I'espace des solutions est formée de t — 7 et pour 1 <k < g et 0 < j < my ainsi
que de t — t7e" cos Byt et de t — t/e*" sin Bt pour 1 <k < g et 0 < j < mj.

[Exercicel 8.21.

1. Numérotons les sommets du triangle de 1 a 3. Deux points sont joignables par un (unique)
chemin de longueur 1 si et seulement s’ils sont distincts. En d’autres termes, le nombre a; ; de

0 11
chemins de longueur 1 joignant 7 & j est donné par la matrice A= [ 1 0 1 |.Lenombre agj;-) de
110

chemins de longueur n joignant les s i et j est alors donné par la matrice A" (¢f. page. . Pour

1 11

1 ,

calculer A", on écrit A =3P — I3 ou P = 3 1 1 1| estun projecteur de rang 1. Ecrivons
1 11

A=2P—(I3=P);ona A" =2"P + (=1)"([; - P) = 3 1 1 1]+ (=1)"I5. Donc
111
n 2" — (=1 . n on (1) on 1 o(_1)n
az(,j) = % sii# j et agﬂ.) = % (=1 = + 3( )

2. Dans un hexagone régulier, il y a 2 triangles équilatéraux. Numérotons les sommets de I’hexagone
en donnant les numéros de 1 a 3 aux sommets d'un des deux triangles, puis le numéro 3 + i

0 A> ou A est la

au sommet opposé a i, de sorte que la matrice d’adjacence est ici M = ( A0
3

01 1 n
matrice rencontrée pour le triangle A= |1 0 1]. On trouve M" = (161 121) si n est pair
110 ’

05 A"

et M :<A” 05

) si n est impair. Il n’y a donc pas de chemin de longueur paire joignant un

) 2" —2

sommet au sommet opposé ; pour n impair, il y a a;;” = 5 chemins joignant un sommet au

i7
sommet opposé.

3. Numérotons les sommets du pentagone de 1 a 5. Deux points sont joignables par un (unique) che-
min de longueur 1 si et seulement s’ils sont distants de 1 modulo 5. En d’autres termes, le nombre
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a; j de chemins de longueur 1 joignant ¢ a j est donné par la matrice A =

_ o O = O
O = O =

0

O = O = O

o= O O

1

. Le

_ o O =

0

nombre az(j;) de chemins de longueur n joignant les s i et j est alors donné par la matrice A".
Pour calculer A", on diagonalise A. Notons que c’est une matrice circulante (cf. exercice [8.2)).

. —1++/5 —1-+V5
On a donc, en posant w = ¢*™° q = 2cos(27/5) = +\/— et b= 2cos(47/5) = T\/_,
11 1 1 1 11 1 1 1
1 w w? W oWl 1 Wt W W ow
1 w? vt w WP 1 ¥ w Wt WP
1 o w Wt W 1 w? vt w WP
1wt W oW ow a 1 w w? W oW
I1 vient
11 1 1 1 2" 11 1 1 1
1 1 w W W oW a" 1wt W W ow
A" = R 1 w? Wt w W b" 1 W w o wtoW?
1 ¥ w Wt W b" 1w w ow WP
1 o' W W ow a” 1 w W W oWt
On trouve donc qu’il y a
ny 1 . . e
ag’l) = 3(2” + 2a" 4 2b") chemins de longueur n joignant un sommet a lui méme,
ny 1 . - . .
agﬁ) = g(2” + a4 ™) chemins de longueur n joignant un sommet & un sommet adjacent et

1 1
ay3 = 5(2” + ba™ + ab") = 5(2” —a" ' — ") chemins de longueur n joignant un sommet &
un autre sommet non adjacent.

. Numérotons les sommets du tétraedre de 1 a 4. Deux points sont joignables par un (unique)
chemin de longueur 1 si et seulement s’ils sont distincts. En d’autres termes, le nombre a; ;

0111
. . Sy , : 1011
de chemins de longueur 1 joignant ¢ a j est donné par la matrice A = 1101l Or A=
1110
1111
. ,- Ij1 111 . om n
3P—(I;—P) ou P est I'idempotent P = 1111 de sorte que A" = 3"P+(—1)"(1,—P).
1111
3+ (=1)".3 ) 3t —(=1)" S
On a donc az(»’i) = %) et a§,j> = # pour ¢ # j.

. Dans un cube, il y a deux tétraedres réguliers. Numérotons les sommets du cube en donnant les
numeéros de 1 a 4 aux sommets d’un des deux tétraedres, puis le numéro 4 + ¢ au sommet opposé

01 11
a i, de sorte que la matrice d’adjacence est ici M = 04 A ou A est la matrice Lo
A 04 1 101
1 110
A

, s A" 0 . . 0 "\ .
rencontrée pour le tétraedre. On trouve M" = <O Ai) si n est pair et M" = <A§L 0 ) si
4 4

n est impair.
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Il n’y a pas de chemin de longueur paire joignant un sommet au sommet opposé. Si n est impair
3" -3

chemins de longueur n joignent un sommet au sommet opposé.

[Exercicel 8.22.

1. Ona X1 = MX, ou M =

N = O
0 s [
ROl s [

2. Par récurrence, il vient X; = M*X,.

On peut diagonaliser la matrice M : Comme LM = L ou L = (1 1 1), 1 est valeur propre.
1
Un calcul démontre qu'un vecteur propre associé est u = | 2 |. On peut aussi remarquer que
2
0
v = 1| vérifie Mv = }v. La somme des valeurs propres ¢tant Tr(M) = 1, —1 doit étre
-1
2
valeur propre. On trouve un vecteur propre associé w = | —1|. On a donc M = PDP~! ou
-1
1 0 2 1 2 2 2
P=[2 1 —1]doncP!= n 0 5 —5] et D=diag(l,1,—1). On peut ainsi écrire
2 -1 -1 4 -1 —1
1 1 11 1 0O 0 0 1 8 —2 -2
M:P1+iP2—iP30i1P1:g 222, R=g(0 1 —ljetP=_{—-4 1 |
2 2 2 0 -1 1 —4 1 1
vérifient P? = P; et P,P; = 0 pour i # j.

Il vient M* = PD*P~' = Pdiag(1,4 %, (=4) )P~ = P, + 47"P, + (—4) 7" P;.

3. Les coefficients mf’ ;de M * indiquent la probabilité qu’il fasse beau (1 =1), qu’il fasse de l'orage
(1 = 2) ou qu'il y ait une pluie fine (i = 3) au temps k sachant qu’il fait beau (j = 1) qu’il
y a de 'orage (j = 2) ou une pluie fine (j = 3) au temps 0 (indice de colonne). S’il fait beau
aujourd’hui, la probabilité qu’il fasse beau dans une semaine est donc mil = % - 4’7%-

4. A long terme, il y a une probabilité de 20% d’avoir un beau jour, 40% d’avoir de 'orage et 40%
d’avoir de la pluie fine.

8.23. L’ensemble F' = {P(u); P € K[X]} est un sous-espace vectoriel de dimension finie

n_k
de L(E); il est fermé. Comme exp u est limite de la suite P, (u) = % € F,onaexpue€ F.
k=0

. En d’autres termes

[Exercicel 8.24.
1. 1l existe @ € K[X] tel que exp (‘61 g) =Q 61 g _ Q(OA) Q(OB)

exp(A) = Q(A) et exp(B) = Q(B). Puisque exp(A) = Q(A) = P(A), il vient wa|P — Q; et
comme w4 est annulateur pour B, il vient P(B) = Q(B) = exp(B).

2. On sait qu'il existe un polynome 7' € K[X] tel que T(Cp) = exp(Cp). Notons T'= PQ + Rp la
division euclidienne de T par P. Comme P est le polynome caractéristique (et minimal) de Cp,
le polynome PQ est annulateur pour Cp, donc Rp(Cp) = T(Cp) = exp(Cp).
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Notons (eq,...,e,) la base canonique de l'espace vectoriel des vecteurs colonne. Pour k €
n—1

{0,...,n — 1}, on a Cke; = e41. Donc si on éerit Rp = ZTka, il vient (Rp(Cp))e; =
k=0

n—1 To

ZTkek+1. En d’autres termes, la premiere colonne de Rp(Cp) = exp(Cp) est

k=0

3. On pose Py = R,,,. Comme X est un polynéme annulateur pour M et le polynome minimal
de Cy,,, on déduit de la question 1 que Py (M) = exp(M).
L’application M — R,,, est la composée des applications suivantes

e L’application M +— s qui est polynomiale, donc continue ;

e 'application P — C'p qui est affine, donc continue;

e l'application N — exp NN est limite uniforme sur les parties bornées de M,,(K) d’applications

polynomiales, donc continues. Elle est continue (sur les parties bornées, donc en tout point).
n

Tn—1

e Enfin 'application (¢; ;) — Z ci1 X =1 qui est linéaire, donc continue.
i=1

[Exercicel 8.25.
k—1 A
k1 R X .
1. Supposons que u""" = 0, et notons () le polynome ) = E m On a exp(u) = idg + v,
- J :
Jj=0
"1
ol v = E —u =wuoQ(u), et puisque u et Q(u) commutent, on a " = M o Q(u)F T =0,
— j1
7j=1

donc exp u est unipotent.

2. Pour t € R, posons f(t) = €' — 1 et, pour t € |—1,4+00|, posons g(t) = In(1 + ¢). Ces fonctions
sont nulles en 0 et admettent, en 0 les développements limités f(t) = Ej(t) + o(t") et g(t) =
Li(t) + o(t"). Par le théoreme de composition des développements limités, on a g o f(t) =
Ly o Ey(t) + o(tF) et fog(t) = Exo Li(t) + o(t¥). Or f et g sont réciproques I'une de l'autre,
donc Ly, o Ej(t) =t + o(t*) et By o L(t) =t + o(t").

Puisque Ly o Ey(t) — t = o(t*), tous les termes jusqu’au degré k du polynéome Ly o Ej, — X sont
nuls, i.e. il existe un polynéme Ry, tel que LyoEp—X = X" R, : de méme, il existe un polynéme
Sk tel que Ej o L, — X = X*™1 8, On a donc Ej(Ly(u)) = Ej 0 Li(u) = u + u" ™ Ry (u) = u et

3. Notons N l'ensemble des matrices carrées d’ordre n nilpotentes et I/ I'ensemble des matrices
carrées d’ordre n unipotentes. Si v € N, alors u” = 0. Les applications exp : N — U et
(idg +u) — Lp_1(u) de U dans N sont polynomiales donc continues et, par la question 2 ce
sont des bijections réciproques 'une de I'autre.

4. Soit A € GL,(C). Ecrivons A = N+ D sa décomposition de Dunford. Remarquons que, puisque
N et A commutent, A' N est une matrice nilpotente, donc A™'D = I, — (A~'N) est inversible
(dinverse I,, + (A" N) + (A" N)?+...). On en déduit que D est inversible. On peut alors écrire
A = D(I, + Ny), avec Ny = D™'N, o N; et D commutent, D est diagonalisable et N, est
nilpotente.

Posons Ny = L,,_1(Ny); on a exp Ny = I, + Nj.

Ecrivons D = P™'AP ot P € GL,(C) et A = diag();) est diagonale. Choisissons pour chaque
valeur propre A de D un nombre complexe p satisfaisant e = A. Notons () un polynome (par
exemple le polynome d’interpolation de Lagrange) satisfaisant Q(\) = p pour toute valeur
propre de A.
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On a donc Q(A) = diag(Q(\;)) et exp(Q(A)) = diag(exp(Q(N;))) = A.
Puisque Q(D) = P7'Q(A)P, il vient exp(Q(D)) = P~ ' exp(Q(A))P = D.
Puisque D et N; commutent, Q(D) et Ny = L,,_1(N;) commutent, donc

exp(Q(D) + Ny) = exp(Q(D)) exp(N2) = D(I, + N;) = A.

Insistons sur l'idée cruciale suivante : si A = diag()\;) et deux valeurs propres coincident, par
exemple \; = \;, on doit choisir le méme nombre complexe p satisfaisant exp(p) = A; (autre-
ment dit p; = p;). On veut en effet que diag(s;) soit un polynome en A afin d’assurer que
P~ *diag(u;) P et Ny commutent et d’avoir exp(P~'diag(u;)P + Ny) = A.
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11.9 Formes quadratiques

[Exercicel 9.1.

1.

Le vecteur e; est orthogonal & tous les e; pour j # ¢ car la base (eq, ..., e,) est orthogonale et a
e; car il est isotrope. Il s’ensuit que e;" = E, donc e; € kergq.

Notons ¢ la forme polaire de ¢. Soit x = Z Aie; un élément de E. On a ¢(x,¢;) = A\iq(e;). On
i=1

a donc x € ker g si et seulement si on a \;q(e;) = 0 pour tout 4, i.e. si \; = 0 pour tout i & J,

i.e. si et seulement si x € Vect{e;; i € J}.

Exercice|9.2. L’application qui a une forme quadratique associe sa matrice (dans la base canonique)
est un isomorphisme entre I'espace des formes quadratiques sur K" et celui des matrices symétriques

n(n+1)

a coeflicients dans K. La dimension de ces deux espaces est ——=-

2

[Exercicel 9.3.

1.

Si g est une forme quadratique sur R™, lapplication z +— ¢(x) est continue donc bornée sur le
compact S, ce qui donne un sens a 'application N. Si ¢(z) = 0 pour tout z € S, alors pour tout
y € R™ non nul, on aura ¢(y) = ||ly||*¢(|ly]| *v) = 0 par homogénéité, donc ¢ = 0.

Pour A € R, on a N(Aq) = sup{|\||q(z)|; x € S} = |A[N(q).

Si 1 et go sont deux formes quadratiques sur R", pour tout z € S on a [(¢1 + ¢)(z)| <
1 ()| +]g2(2)| < N(q1) + N(gz) ; prenant le sup sur z € S, il vient N (g1 +g2) < N(q1) + N(g2).
L’application A qui a une forme quadratique associe le déterminant de sa matrice est polynomiale
donc continue. L’ensemble des formes quadratiques non dégénérées est A~ (R*). 11 est ouvert.
Soit ¢ une forme quadratique et notons A sa matrice dans la base canonique de R". Pour k € N,

1
si n’est pas une valeur propre de A, la forme quadratique g, de matrice A — ——1,, est

E+1 k41
non dégénérée. Comme A possede un nombre fini de valeurs propres, ¢; est non dégénérée pour

k assez grand, donc ¢ est limite d'une suite de formes quadratiques non dégénérées.

Soit ¢ une forme quadratique de signature (p, n — p). Il existe des sous-espaces F et F' de R" tels
que dim £ = p, dim F' = n — p et les restrictions de ¢ a E et a F' sont non dégénérées positive
et négative respectivement. Posons a = inf{|q(x)|; x € EUF; ||z|| = 1}. Avec les notations de
I'exercice précédent, si N(q— ¢') < «, restrictions de ¢' & E et a F sont non dégénérées positive
et négative respectivement, donc la signature de ¢’ est (p,n — p).

Soit ¢ € Q" et notons (p,n — p) sa signature.

Notons 7}, 'ensemble des formes quadratiques de signature (p,n — p). Le complémentaire de T},
dans Q" est la réunion des T}, pour k # p; il est ouvert. Donc T}, est ouvert et fermé dans Q*. Si
C' est la composante connexe de ¢ dans Q*, 'ensemble C' N7}, est ouvert et fermé dans C, non
vide car il contient g, donc C' N7, = C, autrement dit C est contenu dans 7.

Si ¢ € T, il existe des bases B = (e1,...,€p,€ps1,---,6n) et B = (€],... €, €,.1,...,¢,)
orthogonales pour ¢ et ¢’ respectivement, telles que g(e;) = 1 = ¢'(e}) pour 1 < i < p et
qle;) = —1 = ¢/(€}) pour p+ 1 < i < n. Notons alors f € GL(R™) Pautomorphisme tel que

f(el) = e. Onaqgo f = ¢. Quitte & remplacer €] par —e/, on peut de plus supposer que
det f > 0. Inversement, si ¢’ s’écrit go f avec f € GL(R"), la matrice de ¢’ dans la base f~(B)
est celle de ¢ dans la base B, donc ¢’ € T,,.

On en déduit que T, = {qo f; f € GL(R").} ol on a noté GL(R"), 'ensemble des automor-
phismes de R" de déterminant > 0. Comme GL(R"), est connexe par arcs, et f +— go f est
continue (si A et P sont les matrices de ¢ et f dans la base canonique, celle de g o f est 'PAP),

on en déduit que 7, est connexe (par arcs). C’est la composante connexe de gq.
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[Exercicel 9.4.

1. Soit H un hyperplan de E. Notons (r',s") la signature de la restriction de ¢ & H. Soit F' un
sous-espace de H de dimension 7’ tel que la restriction de ¢ & F soit définie positive et soit G' un
sous-espace de dimension r de E contenant F' tel que la restriction de ¢ a GG soit définie positive.
Ona F=HNG,doncr—1<7r <.

De méme, s — 1 < s’ < s.

2. a) Soit k € {0,...,n—1}. Puisque ¢ est non dégénérée, on a dim Ei- = n — k. On en déduit que
Eif N Ej4q n'est pas nul. Soit ey un vecteur non nul de Ej- N Ejyy. Puisque la restriction
de ¢ & Ej, est non dégénérée, il vient Ei- N B, = {0}, donc e;; € Ej. On en déduit que
Eii1 = Ey @ Regyq. Par récurrence sur k, (eq, ..., ex) est une base de Ej.

Enfin, pour j # k, par exemple j < k,onae; € E; C Ey_y et e, € EkL_l, donc la base
(é1,...,6e,) de E est orthogonale.

b) Le signe de det Ay ne dépend pas de la base de Ej (dans une autre base, on a A}, = ‘PA,P
oil P est une matrice de passage donc det A) = (det P)*det Ay).
Fixons une base (ey,...,e,) orthogonale pour ¢ donnée par la question précédente. Alors
(é1,...,e,) est une base de Ej. Dans cette base, on a det A1 = q(exr1) det Ay, done det Ay yq
et det Ay, sont de signe opposé si et seulement si g(ey1) est négatif. Le nombre de changements
de signe est donc le nombre de e, avec g(ey) < 0.

9.5. Rappelons qu'une équation du type g(x) = 1 est celle d'un ellipsoide si ¢ est définie
positive, un hyperboloide a une nappe si la signature de ¢ est (2,1) et un hyperboloide & deux nappes
si la signature de ¢ est (1,2).

Pour trouver la signature de ¢ peut utiliser la réduction de Gauss. On écrit donc

w Y:x_yetz:Z Ces
2 ’ '

formes linéaires sont des coordonnées dans la base (e; + ey, €1 — €9, e3 — €1 — e3). Dans cette nouvelle
base, I’équation est X2 — Y? — Z%2 + 1 = 0. La quadrique est un hyperboloide & une nappe.

sy +yzt+ze=(@+2)(y+2)-22=X"-Y’-Z*0ou X =

Si on cherche a étudier les propriétés métriques de notre quadrique, on doit la réduire dans une base

0 1/2 1/2
orthonormée. Cela revient a diagonaliser la matrice | 1/2 0 1/2 | de b dans une base orthonormée
1/2 1/2 0

de R®. Ses valeurs propres sont 1 et —1/2 (avec multiplicité 2) et une base orthonormée de vecteurs
propres est e; = 1/v/3(1,1,1), e; = 1/v/2(1, —1,0) et e3 = 1/v/6(1, 1, —2). Dans cette base orthonormée
I’équation de notre quadrique est 2X* — Y2 — Z2 +2 = 0. On en déduit que c’est un hyperboloide (&
une nappe évidemment) de révolution (autour de I'axe des X).

Remarquons que l'on pouvait prévoir que cette quadrique est un hyperboloide de révolution : elle
contient {(t, —1/t,0); t € R*} donc elle n’est pas bornée : ce n’est pas un ellipsoide. Elle est invariante
par les permutations des axes, par exemple (z,y,z) — (y,z,x) qui est d’ordre 3. Elle a donc deux
valeurs propres confondues (par la remarque concluant notre discussion sur les quadriques). Reste a
vérifier qu’elle est non dégénérée et calculer sa signature pour savoir combien elle a de nappes.

9.6. Posons (M) = Tr(M?). L’application b : (M, N) + Tr(M N) est une forme bilinéaire.
Elle est symétrique d’apres la propriété de la trace. C’est donc la forme polaire de ¢. Si M = (a; ;)

est dans le noyau de ¢, alors 0 = b(M,'M) = Zaij, donc M = 0. Notons (k,n®> — k) sa signa-
.3
ture. La restriction de ¢ au sous-espaces S (resp. A) des matrices symétriques (resp. antisymétriques)
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n(n+1)

est définie positive. Il vient k& > )) Donc la signature de ¢ est

n(n+1) n(n—1)
7))
Notons que S et A sont orthogonaux pour q : si M € S et N € A, il vient Tr(MN) = Tr({MN)) =
—Tr(NM) = —-Tr(MN) donc Tr(MN) = 0.

2

9.7. Notons (r,s) la signature de ¢. Démontrons que cette dimension maximale est n —
max(r, s).

Quitte a changer ¢ en —q on peut supposer que r > s. Dans une base (ey, ..., e,) bien choisie, ¢ s’écrit
n r r+s

q( E xie;) = E Ty — E x7. Les vecteurs e; — e;,, pour i = 1,..., s et les vecteurs e, avec £ > r + s
i=1 k=1 k=r+1

sont deux a deux orthogonaux et isotropes donc engendrent un espace totalement isotrope de dimension
n—r.

Par ailleurs, tout sous-espace de dimension p > n — 7 a une intersection non nulle avec Vect(eq, ..., e,)
donc contient des vecteurs non isotropes.

9.8. Commencons par la question 2. Notons ¢ la forme polaire de ¢ et définissons les
applications linéaires f : F' — G™ qui a x € F associe la forme linéaire y — ¢(z,y) sur Get g: G — F*

qui & y € G associe la forme linéaire = — o(x,y) sur F. Soit (uq, ..., u,) une base de F' et (vy,...,vp)
une base de G. Notons A € M, (K) la matrice (are) ot pour 1 < k < netl < ¢ < pon pose
are = (ug, vg). La matrice de f dans les bases (uy,...,up,) et (vf,...,v;) est ‘A; la matrice de g dans

*

les bases (vy,...,v,) et (uj,...,uy) est A, donc f et g ont le méme rang. Or ker f = {z € F; Vy €
G, o(x,y) =0} = FNG* et kerg = GN F*L. 1l vient

dim F — dim(F N G*) =rgf = rgg = dim G — dim(F*+ N G).
Prenant G = E, on retrouve la question 1, puisque E+ = kergq.

[Exercicel 9.9.

1. En effet F'+ Kz est totalement isotrope et contient F : il est donc égal a F' (en particulier, on
akerq C F).

2. Puisque F est totalement isotrope, on a ' C F*, donc FNG C FF NG. Siz € FF NG, il est
isotrope (car z € G), donc x € F d’apres la question [1]

3. Echangeant les roles de F et G, il vient G* N F = FNG = F NG. Or, d’apres I'exercice
on a dim F' — dim(G*= N F) = dim G — dim(F*- N G).

[Exercice] 9.10.
1. On a ou bien F' = ¢(F) = E et on pose 7 = 0; ou bien F' = ¢(F) = {0} et on pose 7 = idg.
2. a) Puisque x et y sont orthogonaux, on a ¢(z +y) = q(z) + q(y). Il vient g(z + o(y)) =
q(o((z +y)) = qz) +aly) = q(x) +q(o(y)), donc o (y) € «*.
b) La restriction ¢, de ¢ & E; est non dégénérée, puisque Ei- = (z5)" = Kz et KzNE; =0 (2
étant non isotrope). Notons oy : F; — Fj la restriction de o. Par ’hypothese de récurrence,

il existe 77 € O(qy) qui prolonge ;. L’application 7 : Ax + y — Az + 74 (y) convient (pour
ANe K ety e Ey).

3. a) Onaq(r +y)+q(x —y) = 2q(z) + 2q(y) = 4q(x) # 0 puisque q(y) = q(o(v)) = q(v).
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b) Notons ¢ la forme polaire de q. On a p(z + y,z —y) = q(x) —q(y) = 0; si x + y n'est
pas isotrope, on peut prendre G = K(x + y); si  — y n’est pas isotrope, on peut prendre
G=(z—y)"

¢) La symétrie 7; définie par 7 (u 4 v) = u — v pour u € G et v € G+ convient.

d) Notons oy : F — E lapplication u + 7, *(c(u)). On a o;(z) = z. Par la question
L’application oy se prolonge en un élément 7 € O(g). On pose alors 7 = 71 0 7.

4. a) On peut prolonger ¢ en une forme linéaire ¢; € E*; or 'application x — ¢(z,.) est bijective
de E sur E* puisque ¢ est non dégénérée.

b) Soit zy tel qu'on ait ¢(xg,y) = €(z) pour tout z € F'; soit y € F tel que ¢(y) # 0. Pour
A€ K, on aq(xg+ Ay) = q(zo) + 2M(y) (puisque y est isotrope). On peut choisir A tel que
x = xo+ Ay soit isotrope. Pour z € F', on a ¢(y, z) = 0 (car I est totalement isotrope), donc
p(x,2) = (w0, 2) = £(2).

¢) Notons ¢’ : o(F) — F 'application réciproque de o. Pour y € o(F),ona¢(y) = q(o(c'(y))) =
q(c'(y)) =0, donc o(F) est totalement isotrope. Appliquant la question précédente a £ o o',
on trouve un élément isotrope z’ € F tel qu'on ait p(a’,0(y)) = ¢(y) pour tout y € F.
Pour A € K et y € F, posons &(y + Ar) = o(y) + Ax’. Remarquons que puisque £ n’est pas
nulle, on az & F et 2’ € o(F), donc @ est bien définie et injective. Pour tout y € F et A € K,
puisque z, ', y et o(y) sont isotropes, on a ¢(a(y+Azx)) = 2Ap(a(y), ') = 2M(y) = q(y+Az).

d) L’espace F' @ Kx n’étant pas isotrope, I'application & se prolonge (d’apres la question [3)) en
un élément de O(q).

[Exercicel 9.11.

1. L’endomorphisme f* o f est autoadjoint et positif. Il existe donc un (unique) endomorphisme
autoadjoint positif g de E tel que f*o f = ¢* (c¢f. prop. [9.35). Pour x € E, on a ||f(z)|* =
(f* o f(z)|x) = |lg(x)||?, donc ker f = kerg. Soit # € img. Il existe donc y € E tel que
x = ¢g(y). L’élément f(y) € im f ne dépend pas du choix de y € F tel que g(y) = x, puisque
si z € E vérifie g(z) = xz, alors z —y € kerg = ker f, donc f(z) = f(y). On peut donc poser
v(xz) = f(y) pour tout y tel que g(y) = z. On définit ainsi une application v : img — im f.
On vérifie immédiatement que v est linéaire. Comme || f(y)|| = ||g(y)|| pour tout y € E, il vient
|lv(x)|| = ||=|| pour tout x € im g. Donc v est isométrique (donc injective). Enfin, si z € im f, il
existe y € E tel que f(y) = z. Alors z = v(x) par définition de v, donc v est bijective.

Comme ¢ est autoadjoint, kerg = (img)*. Les espaces (im f)* et kerg = (img)* sont des

espaces euclidiens de méme dimension. Il existe donc une application linéaire isométrique w :

(im g)= — (im f)* (on construit des bases orthonormées de ces deux espaces - w est ’application

linéaire envoyant une base orthonormée de (im g)* sur une base orthonormée de (im f)*).

Comme E est la somme de img et (im g)L = ker g, il existe une unique application linéaire

u: F — E telle que u(y + z) = v(y) + w(z) pour y € img et z € kerg. Comme v(y) € im f

et w(z) € (im f)>, il vient [luly + 2)[I> = [o(@)|I* + [w)* = [lylI* + [[2]* (puisque v et w

sont des isométries). Comme im g et (im g)* = ker g, sont orthogonaux, il vient |lu(y 4 2)||> =

lyll? + 1|z]1> = |ly + 2||*, donc u est isométrique. Enfin, puisque u coincide avec v sur im g, il

vient u(g(x)) = v(g(z)) = f(z) (par définition de v).

Remarque. L’endomorphisme g dans cette décomposition polaire est unique (d’apres la prop.

puisque 'on doit nécessairement avoir f*o f = ¢%. De plus I'égalité f = uog détermine u sur

I'image de g. Si u est un endomorphisme orthogonal vérifiant f = wog, comme u(im ¢g) = im f, on

doit nécessairement avoir u((im g)*) = (im f)*. Donc u induit une isométrie w de ker g = (im g)*

sur (im f)L. Dans cette démonstration, on voit que réciproquement, chaque isométrie w de

ker g = (im g)* sur (im f)* détermine un endomorphisme orthogonal u vérifiant u o g = f. Ce

w est unique si et seulement si dimker f = 0...
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2. Identifions M, (R) a I’ensemble des endomorphismes de 1'espace vectoriel euclidien R" (muni
du produit scalaire canonique). D’apres (a), il existe une matrice orthogonale O € O,(R) et
une matrice T' symétrique positive telles que S = OT'. La matrice T' étant symétrique, il existe
V orthogonale telle que VI'V~! = D soit diagonale. Les coefficients diagonaux de D sont les
valeurs propres de T : ils sont positifs. Il suffit de poser U = OV 1.

Remarquons que si S € GL,(R), alors D est inversible, ses coefficients diagonaux sont stricte-
ment positifs.

9.12. Voir décomposition d’Iwasawa, analyse p. 30. On peut aussi en donner une démonstration
utilisant la décomposition de Cholesky, démontrée dans 1’exercice [7.12]

La matrice A*A est définie positive (pour tout X € K" non nul, on a X*A*AX = (AX)"AX € RY).
D’apres la décomposition de Cholesky, (exerc.|7.12)), il existe une matrice triangulaire supérieure 7" dont

les coefficients diagonaux sont (réels et) strictement positifs telle que T*T = A*A. Posons Q = AT ™"
Alors

Q*Q = (AT Y (AT) = (T YA AT ' = (T YY) T*TT ' = I,
Donc () est unitaire et A = QT.

Si QlTl = QQTQ, alors Tl*Tl = Tl*QTQlTl = T;Q;QQTQ = TQ*TQ, donc Tl = T2 par I'unicité dans la
décomposition de Choelsky. Enfin Q; = (Q171)T, ' = Q.

[Exercice] 9.13.

1. T,(F) est la trace de la matrice A de g dans la base orthonormée (eq, ..., e;). La matrice de
qr dans une autre base orthonormée s’écrit UAU ou U est une matrice orthogonale. Elle a la
méme trace.

2. a) Il suffit de prendre F' = Vect(ey, ..., ex).

b) On adim Vect(eg, ..., e,) = n—k+1. Puisque dim F+dim Vect(ey, . .., e,) > n, Uintersection
FnVect(eg, . . . ,e ) n’est pas réduite a 0 Soit e € Fﬂ\/ect(ek, ..., ey) un vecteur de norme 1.

Ecrivons e = Zt e;, il vient ¢(e Zt Aj < Ag Z tj puisque la suite \; est décroissante.
j=k j=k
Il vient g(e) < Ag.
¢) On raisonne par récurrence sur k. La question (b) traite le cas ou k = 1. Supposons que
I'on ait démontré que, pour tout sous-espace vectoriel G de F de dimension £k — 1 on a

k-1
T,(G) < Z Aj. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension & de E. D’apres la question
j=1
(b), il existe e € F' de norme 1 avec ¢(e) < Az Notons G l'orthogonal de e dans F. Soit
(f1,--., fr—1) une base orthonormée de G. Alors (fi,..., fr_1,€) est une base orthonormée
k-1 -
de F et 'on a Tj( Z (f;) +qle) =T,(G) + q(e). Il vient T,(F) < (Z)\j> + Ak
j=1 =1
[Exercicel 9.14.
L
1. Soit A un point de F. Pour M € FE, écrivons m: U+ U, avec U € ?et ONS ﬁj .On a
n—k
d(M,F)* = ||7]|* = Z<27|53>2 Or (vle;) = W@ 1l vient d(M, F)? Z M@ On en
=1 1
’ n—k N =
déduit 'égalité Ap =Y > a;(AM;|e;).
j=1 i=1
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2. Notons ¢ la forme quadratique sur E définie par ¢(¥ Zal (AM; \x On a donc Ap =

x>

n—

N N
(Zal)d(G, F)* + ) q(é), soit Ap = <Zai>d(G, F)? + TQ(F ) (avec les notations de

=1 1 i=1

I’exerc. 9.13)).

En particulier si F} est le sous-espace affine de F parallele a F' passant par G, on a Ap =

Ap + (i a;)d(G, F)*.

i=1

<.
I

Prenant une base orthonormée de ﬁ formée d’une une base orthonormée de ? et d'une base
orthonormée de ﬁL, on trouve Tq(ﬁ) = Tq(?) + Tq(?L).

Le maximum de Ap est donc atteint pour un sous-espace affine F' passant par G et tel que }7>
est engendré par les k vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres de (I’endomor-
phisme symétrique f de E associé a) q (c’est a dire tel que q(¥) = (f(2)|Z)).

[Exercicel 9.15.
1. PosonsM:(a b).Ona
c d
2 2
¢ ot c“—b ab+cd —ac—bd\ _ , —b—c a—d
MM MM(ab+cd—ac—bd e = (-0 a—d b+c)’

de sorte que "M M = M 'M si et seulement si b=cousia=det b= —c.

2. Le calcul par blocs de "M M et M M donne en bloc en haut & gauche 'égalité ‘A A = A'A+B'B.
Prenant la trace, puisque Tr(*A A) = Tr(A*A), il vient Tr(B'B) = 0; or, si B = (b;;), on a
0=Tr(B Zb”,doncB:O.

0 Co 0 C'C
3. On raisonne par récurrence sur la dimension n de F.
e Sin =1, alors M est diagonale.
e Supposons n > 2 et le résultat connu pour toutes les matrices normales de taille < n. Si M
a une valeur propre réelle A\, on note e; € R" un vecteur colonne propre associé de norme
1; complétons le en une base orthonormée (e, ..., e,). Posons dans ce cas F' = Re;. Sinon,
d’apres le lemme [9.33] il existe un sous-espace F' de R" de dimension 2 stable par ’application

t t
Enfin 'M M = (AA 0 ) et M'™M = <AA 0 ), donc A et C sont normales.
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X — MX. Prenons une base orthonormée (e, ..., e,) de R" telle que ey, e soit une base de
F'. Dans tous les cas F' est stable. Notons d = 1 ou 2 sa dimension.

Comme F est stable, on a M = UM'U™" ou U est la matrice de passage de la base canonique
a la base (e1,...,e,) : c’est une matrice de passage entre bases orthonormées donc U est

orthogonale et ot M’ est de la forme <13 g) ou A est une matrice d x d. Alors, comme

U est orthogonale, la matrice M’ est normale. On en déduit que B = 0 et A et C sont
normales d’apres la question 2. Si d = 2, comme A n’a pas de valeurs propres réelles, c¢’est
une matrice de similitude directe d’apres la question 1. D’apres 'hypothese de récurrence, il
existe U; € O, _q telle U; 'CU; soit de la forme voulue. Alors

I 0\, I, 0 _ (A 0
<0 Ull)U MU<O Ul)_<0 UllCUl)

4. On a démontré que, pour tout endomorphisme normal u, il existe une base orthonormée de F

b0 ou D = diag()\;) est diagonale et
0 D
a; _bz

b; Q;

a la forme voulue.

dans laquelle la matrice de u est de la forme M = (

D, = diag(S;) est diagonale par blocs 2x 2, les S; = ( ) étant des matrices de similitudes

directes.

Si w est orthogonale (resp. antisymétrique) il en va de méme pour D et D;, donc les \; sont
égaux & 1 (resp. nuls) et af + b7 =1 (resp. a; = 0).

11.10 Géomeétrie affine en dimension finie

\

Exercice| 10.1. Soit A € E. Pour M € E, on a Af(M) = Af(A) + f(M), donc f(M) =M <«
Af(A) = (idg — f)(m ). L’application idz — f étant bijective, I'existence et unicité en découlent.

10.2. Soit f est une telle application, et soient A, B deux points distincts de E. Alors
A" = f(A) et B = f(B) sont distincts (car f est injective) et les droites (AB) et (A'B’) étant
paralleles, il existe A € K* tel que A'B’ = )uﬁ. Soit alors h I’homothétie translation de rapport A
et telle que h(A) = A’. L’application g = h™' o f envoie toute droite en une droite paralléle et de
plus on a g(A) = A et g(B) = B. En particulier, si D est une droite passant par A (resp. B), alors
g(D) est la droite parallele & D et passant par A (resp. B), donc g(D) = D. Si M € E '\ (AB), alors
g(M) € g((AM)) = (AM) et g(M) € g((BM)) = (BM), donc g(M) € (AM)N(BM) = {M}. Comme
dim F > 2, il existe C' € E \ (AB). Par ce qui précede g(C') = C, et, appliquant ce qui précede a A, C,
on trouve que g(M) = M pour tout M ¢ (AC). Cela prouve que g fixe tout point de (AB) (distinct
de A), donc que g = idg, soit f = h.

[Exercicd 10.3. Ona FNG#0 + IMe B, AMec Fet MBe & «— ABe F+ @,

10.4. Rappelons que deux droites qui se coupent sont coplanaires. Soient di,dy € D deux
droites distinctes. Notons A leur point d’intersection et P le plan qui contient d; et do. On suppose
qu’au moins une droite d3 € D ne passe pas par A. Elle coupe d; en un point B et dy en un point C'. Ces
deux points sont distincts de A, donc distincts, donc d3 = (BC') C P. Soit d € D. Par ce qui précede,
si Addalorsd C P.Si A€ d, comme d coupe d3 en un point M distinct de A, on a d = (AM), donc
dC P.
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10.5. Le gradient de ¢ : M — ||AM||2 est QM (i.e. dippr(V Ww Donc M est un

point critique pour ¢ si et seulement si Z N A;

e Supposons que Z i # 0, alors le seul point critique est le barycentre G des (A4;, \;). Dans ce
cas, on a

¢) = DNIAC+ GAIP
— ZA (IAC] + |GMIP) + (3 MAGIGM)
= 2@+ (DN IGM|P,

Donc G est un maximum si Z A; < 0 et un minimum si Z A > 0.

—
e Si Z A; = 0, le gradient de ¢ est constant égal a v = 2 Z AiA; A (ce vecteur ne dépend pas de
A € E) et ¢ est affine : on a

pM) = D N(IAANR + | AMIP) +2( 3 NAAIANM )
= o(A) + (31 AM).

10.6. L’ensemble T' = {(z,t) € C' x R; f(x) < t} est une partie convexe de E x R,

donc TN (E x| —o0,al) et TN (E x| — 00,a]) sont convexes, ainsi que leur image par la projection
p:(x,t)—x

[Exercicel 10.7.

1. C’est essentiellement la définition puisque le centre de gravité est 'isobarycentre de A, B et C.

Notons cependant que 'on a G = §A+ =

2<B—|—C

5 ) , de sorte que G est bien situé sur la médiane :

3

droite joignant A au milieu de B et C' - et de méme pour les deux autres médianes.

2. a)

b)

c)

Soit (O, i j) un repere orthonormé. Les affixes de A, B, C' ont méme module si et seulement
si OA = OB = OC, c’est a dire si et seulement si O est le centre du cercle circonscrit a
ABC.

L’existence de z,s,t résultent de ce que les affixes de A, B,C sont de méme module et
distincts. D’apres la propriété de ’angle au centre, s = —2C et t = —2B modulo 27.

On a z4(sin 24) + z(sin 2B) + z¢(sin 20) = z(sin(27r — 5 —1) + (sint)e’ + (sin s)e‘“) =0;

donc le barycentre de ((A,sin 24),(B,sin2B), (C, sin 26’)) est le centre O du cercle circons-
crit du triangle ABC'

Dans le triangle AA'B, rectangle en A', on a A'B = |cotan B|AA'. Di>meme A'C =
| cotan C|AA’. Lorsque les angles B et C' sont aigus, on en déduit que tan B A’B+tan C A C’_>

0. Cette méme égalité reste vraie lorsque un des angles B ou C est obtus : dans ce cas, A'B
et A'C' ont méme sens mais tan B et tan C' sont de signes opposés.
R . A\ ==t L= - Ny
On a tanAHA—i—tanBﬁ—ktanC’HC =tan A HA+ (tan B+tan C')HA’. On en déduit que
AN —> ~ A —
le vecteur tan A HA + tan B Pﬁ +tan C' HC est colinéaire a AA"; de méme, il est colinéaire

a BB' et C'C". 1l est donc nul. Notons que, si le triangle ABC' est rectangle disons en A,
alors 'orthocentre est A et tan A = 0o. Le résultat reste cohérent...
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4. a) La bissectrice intérieure de deux demi droites non opposées dirigées par des vecteurs unitaires
U et U est dirigée par 4 + v.
v 8Tl
A AC

b) Ona BCIA+CAIB+ABIC = (BC+CA+ AB)[A+ CA.AB <E+E>‘ Ce vecteur

— —
est colinéaire a A - et de méme a I§> (et & IC') donc il est nul.
sinA B sinB B sinC’
BC (CA  AB

d’ou le résultat.

c) On a

[Exercicel 10.8.
1
1. Si d divise a et @’ et d > 2, alors M + Eﬁ € |M,M + 4d[NZ3 donc M et M + @ ne sont pas

visibles I’'un de Pautre.

Supposons a et a’ premiers entre eux et écrivons une relation de Bézout sa + s'a’ = 1. Soit
ANER;si M+ \i € Z? il vient A\a € Z et A\a’ € Z donc A = (Aa)s + (A\a')s’ € Z. Donc, pour
A€]0,1[, on a M + \ii € Z?, soit |M, M + i[ N Z* = (.

2. a) Comme a et a’ sont premiers entre eux, il existe s, s’ € Z tels que as +a's’ = 1. Posons alors

/
P:(a, _S)OnabiendetP:let (%):P(l).
a s a 0

b) L’application f linéaire de R? dans R? de matrice P, envoie Z* sur Z? (puisque P et P~' sont
a coefficients entiers). De plus, comme elle préserve les barycentres, elle envoie 'intérieur de
P(0, i, ) sur Vintérieur de P(O, @, 7). Elle induit donc une bijection de 'ensemble de points
de Z? situés dans ces intérieurs.

¢) Remarquons d’abord que puisque f(]JO,0 + @[ NZ*) = ]0,0 + 4[N Z* = () les points O
et O + w0 sont visibles I'un de l'autre. Pour k& € Z compris strictement entre 0 et ¢, la
droite y = k rencontre l'intérieur du parallélogramme P(O, i W) en un intervalle de la forme

k
(te, k), (te + 1, k)| (avec t, = —/C) Comme les points O et O + 1 sont visibles ['un de 'autre,
c
t; n’est pas entier, donc la droite y = k rencontre l'intérieur du parallélogramme P(Oi, W)
k
en un et un seul point entier (E(—?) + 1,k). On a donc exactement |¢'| — 1 points entiers
c
situés a l'intérieur de P(O, 1, w).
1 Lo -
Or (5 5) _p (O (f) done det(Z, ) = (det P)(det(7, @)) = '
3. Ce sont les points M tels que le parallélogramme P (O, OA, OM) ne possede pas de points entiers
dans son intérieur. Ce sont aussi les points M, situés en dehors de la droite (OA) dont la distance

—
a la droite (OA) soit minimale. L’aire du parallélogramme P (O, OA, oM ) étant le produit de
la longueur OA par la distance de M a la droite (OA), on peut aussi dire que M est un point

entier dans une des deux droites paralleles & (OA) et a distance — de cette droite...

OA

[Exercice 10.9. Posons dim E = n ot dim F = k.

1. Soit (Ay,..., Axs1) un repere affine de F'; complétons le en un repere affine (Ay, ..., A,41) de
E. En faisant la construction décrite dans la preuve du théoreme a partir de ce repere, on
trouve o; = idg pour j < k41, et 0; est produit d’au plus j — k& — 1 réflexions pour j > &k + 1.
On en déduit que f = o, est produit de n — k réflexions au plus.

Supposons que f = 7,,,0...07 ou 7; est la réflexion par rapport a un hyperplan H; et démontrons
que m > n—k. Alors f: T, 0...07 est 'identité sur ﬁlﬂ...ﬂﬁm, donc ﬁlﬁ...ﬂﬁm - ?
Doncdim F =k > n—m.
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2. Une translation est la composée de deux réflexions : soit v € ﬁ et soit 7 la réflexion par rapport
4 un hyperplan orthogonal & #. Posons 7' = T o 7. On vérifie sans peine que 7’ est la réflexion
hyperplane par rapport & Ty/2(H). Donc Ty = 7' o 7.

Maintenant, si f est une isométrie, il existe une isométrie g possédant des points fixes et une
translation T telles que f = T o g (on peut utiliser la décomposition canonique , ou

prendre T = Tm pour un point A € E quelconque. Alors g = T ' o f fixe A). La dimension

de 'espace des points fixes de g est égale a k, donc par la premiere question, g est produit de
n — k réflexions et f est produit de n — k 4 2 réflexions.

Supposons que f = 7,,0...07; ol 7; est la réflexion par rapport a un hyperplan H;. Remarquons

—_— L
que pour tout j et tout M € E,ona M7;(M) € ﬁj . Soit M € FE ; posons Mo =M, M, = 7'1<M)

L
et M; = 7;(M;_,), de sorte que M,, = f(M). On a donc Mf ZM] WM € Zﬁ

m m 9
On en déduit que Z M;_1M; € Z ﬁ ; contient le sous-espace engendré par les M f (M) pour

j=1 j=1
MekFE

—

écrivons f = Tyog la décomposition canonique de f. Ona {Mg(M); M € E} = im(f—id 7), donc
—> —

{(Mf(M); M € E} = {#i+7; 7 €im(f—idg)}. Le sous-espace engendré est R7’ @ im(f — id )

qui est de dimension n — k + 1.

On en déduit que m > n —k+ 1. De plus g est produit de n — k réflexions, donc det f det g =
(=1)"% il vient (=1)™ = (—=1)""* donc m — (n — k) est pair. Donc m > n — k + 2.

10.10. Ona foTy=Tfy o f, donc on a I'équivalence :

(i) f(@)=7;

(ii) fng:T~of-

(iii) T5o0 f(A) =Tz o0 f(A):

(iv) f(A)+7= ( )+f( ).
En effet, il est clair que (i)=(ii) <= (iii)=(iv) <= (i).
Pour ¢ € ker(idz — f), I’application Tf(ﬁ) o f possede un point fixe si et seulement s’il existe 2 € ﬁ

L7 = e Ty Lo 2 . R

el que f(A) + T+ f(Z) = A+ 7 soit Af(A) = =7+ (idz — f)(2). Un tel ¥ et un tel Z existent

—

si et seulement si Af(A) € ker(idg — f) + im(idz — f). Si ¥ existe il est unique si et seulement si

—

ker(idz — f) Nim(idz — f) = {0}.

10.11. écrivons f = Ty o g la décomposition canonique de f et soit A un point fixe de g.
Pour M € E, ona Mf(M)=Mg(M)+7=(f - 1dE)(/W) + ¢. Comme im(f—idﬁ) et ker(f —id)

sont orthogonaux, M f(M) est minimal si et seulement si (f — idz)(AM) = 0 c’est a dire si A

ker(f — idz), soit si M est un point fixe de g.

10.12. Dans le plan affine euclidien orienté (de llle du pendu) notons C' le chéne, B
la vieille barque, P le point de départ de Paul, A le premier piquet et D le second. D’apres les
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indications du parchemin nous pouvons écrire A = r1(P), D = ro(P) ou

ry1 est la rotation de centre C', d’angle g, et r9 est la rotation de centre
B, d’angle —g. Cela implique P = 7' (A),D = ryr;'(A) = r(A) ol

r = rory "’ est une rotation d’angle m en tant que composée de rotations. S0
Par conséquent r est une symétrie centrale de centre 7' (milieu de tous
les segments [AD] possibles, donc lieu du trésor), qui ne dépend que des
points C' et B, et non pas du point de départ P.

Dans un certain sens Paul a eu de la chance, se retrouvant dans un probleme 'B

de point fixe. Pour trouver plus rapidement le trésor le mieux pour lui c’est P
de commencer directement en C, car pour ce cas particulier T sera le centre du carré de coté [C'B|,

situé < a gauche > de ce segment.

Si I'on souhaite utiliser les nombres complexes, on note a, b, ¢, d, p, t les affixes respectifsde A, B,C, D, P, T
a+d  c(l—1i)+b(1+1)
2 2

décrits ci-dessus. Onaa—c =i(p—c) et d—b = —i(p—b) de sorte que t =
ne dépend pas du point de départ p.

[Exercicel 10.13.

1. Notons D, le groupe des isométries directes de D,,. Remarquons que p" = idg, donc p(P,_1) =

Py ; on en déduit immédiatement que p € D;f. 11 en résulte que D, contient les puissances de p,
c’est-a-dire le groupe cyclique {p*; 0 <k <n —1}.
Toute application affine qui envoie {P,, Py, ..., P,_1} sur lui-méme fixe son centre de gravité
O. Donc toute isométrie directe qui fixe {Fy, P, ..., P,_1} est une rotation de centre O. Une
telle rotation p’ est déterminée par I'image d’un point quelconque distinct de O et en particulier
par p'(P). Comme p'(Py) € {P, P1,..., P, 1}, on a au plus n éléments dans D, donc D =
{p*; 0<k<n—1},

2. Remarquons que o(Fy) = Fy et que pour i € {1,...,n— 1}, on a o(P;) = P,_;. On en déduit
que o € D,,. Alors, p* o o € D,, pour tout k € {0,...,n — 1}. Soit a € D,,. Si « est directe alors
o € D} donc « est de la forme p*; si a est indirecte, alors o o € D;, donc est de la forme p";
alors o = o o p* (puisque ¢ = id). Ces éléments étant deux & deux distincts D,, a 2n éléments.

3. e p" est la rotation de centre O et d’angle 2k7/n.

e Notons a une rotation de centre O. Puisque « o ¢ est une isométrie impaire possédant un
point fixe, c’est une symétrie, de sorte que a oo = (a0 0)™! = 0 oa™'. Prenant pour « la
rotation d’angle 7/n, on trouve p* o ¢ = a¥ o 0 0o a*. Or la symétrie a* o 0 0 a™* qui fixe
a®(Py) est donc la symétrie orthogonale par rapport & la droite (O o*(P)). Deux cas sont
alors possibles :

k = 20 si k est pair ou k +n = 2¢ si k est impair), donc p* o o est la

a) Sin est impair, pour tout k, p* o o est égal égal & un p‘ oo oop™t (avec ( >
symétrie par rapport a la droite (OF). \\/

impair, alors pFoo est la symétrie par rapport & la droite passant par O et

b) Sin = 2m est pair, on distinguera selon que k = 2/ (i.e. k est pair) auquel L
cas p” oo est la symétrie par rapport a la droite (OP,); si k = 20 +1 est ( \
le milieu du coté [Py, Ppy1] (et aussi par le milieu du coté [Prypm, Prim1])- o )

10.14. On numérote les faces du cube de 1 a 6 de fagon a ce que la face opposée a la face ¢
soit la face 7 — i (comme un dé).
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1. Le groupe du cube est contenu dans SO(3); ses éléments, en dehors de l'identité, sont des
rotations. Dans le groupe du cube, il y a :

a) L’identité.

b) Les rotations d’angles k7/2 d’axe reliant les centres de deux faces opposées avec k impair.
Ils operent par permutation circulaire sur les diagonales; on trouve ainsi 3 x 2 = 6 éléments
(3 = nombre de paires de faces opposées x deux rotations d’angles £7/2). Un tel élément

fixe deux faces opposées (par exemple 1 et 6) et est une permutation cyclique sur les quatre
autres faces (par exemple un cycle (2,3,5,4)).

¢) Les demi-tours d’axe reliant les centres de deux faces opposées. Il y en a 3. La décomposition
en cycles de leur action sur les diagonales est de la forme (a, b)(c, d). Leur action sur les faces
fixe deux faces opposées (par exemple 1 et 6) et envoie les autres dans leur opposé. L’action
sur les faces est du type (2,5)(3,4).

d) Les demi tours dont ’axe relie les centres de deux arétes diagonalement opposées. Leur action
échange les deux diagonales extrémités de ces arétes et fixe les deux autres diagonales. Comme
il y a 12 arétes dans un cube, il y a 6 tels éléments. L’action sur les faces, par exemple si
on prend 'axe reliant le milieu de I'aréte séparant les faces 2 et 3 au milieu milieu de 1'aréte
séparant les faces 5 et 4, échange se décompose en cycles (1,6)(2,3)(4,5).

e) Les rotations d’angle 2k7 /3 d’axe une diagonale. Leur action fixe cette diagonale et permute
circulairement les autres. Il y 4 x 2 = 8 tels éléments. (4 = nombre de diagonales x deux
rotations d’angles +27/3). Si on prend la diagonale du somme commun aux faces 1,2, 3, son
action sur les faces est comme (1,2,3)(6,5,4).

On a bien trouvé les 24 éléments.

2. Le groupe du cube opere sur les trois paires de faces opposées ou, autrement dit, sur les trois
droites reliant les centres de deux faces opposées. On obtient ainsi un morphisme a valeurs dans
G3. Le noyau est formé d’éléments fixant ces trois droites. Comme il s’agit de rotations, outre
I'identité, il y aura les trois demi-tours autour de ces axes.

[Exercicel 10.15.

1. Un coloriage c est fixé par g si et seulement si pour tout z € Y on a ¢(g '.2) = ¢(2). Si ¢ est un
coloriage invariant par g, on aura c(g.y) = ¢(y) pour tout y € Y (appliquant ’égalité ci dessus
a z = gy), puis par récurrence sur n, c¢(g"y) = c(y) = ¢(g "y). En d’autres termes, ¢ doit étre
constant sur les orbites de g. Inversement, il clair que tout coloriage constant sur les orbites de
g est invariant par g.

Pour choisir un coloriage invariant par g, on doit donc choisir une couleur par orbite : il y a
donc d*9 choix.

2. Comptons a 'aide de 'exercice [10.14] pour chaque élément g € GG, le nombre d’orbites dans son
action sur les faces du cube.

a) L’identité a 6 orbites.

b) Les 6 rotations d’angles km/2 dont 'axe relie les centres de deux faces opposées avec k impair
donnent des 4 cycles du type (2,3,5,4). Un tel cycle a 3 orbites {1}, {6} et {2,3,4,5}.

¢) Les 3 demi-tours d’axe reliant les centres de deux faces opposées ont une décomposition en
cycles du type (2,5)(3,4) : ils ont donc 4 orbites (dans cet exemple {1}, {6}, {2,5} et {3,4}).

d) Les 6 demi-tours d’axe reliant les centres de deux arétes diagonalement opposées se décomposent
en cycles du type (1,6)(2,3)(4,5) et ont donc 3 orbites.

e) Les 8 rotations d’angle 2kw/3 d’axe une diagonale donnent une décomposition en cycles
comme (1,2,3)(6,5,4) : il y a alors deux orbites.
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Par la formule de Burnside on obtient que le nombre de coloriages du cube est donc

1
24

dS 4+ 3d* + 12d3 + 8d?
24

(d6 463+ 3d* + 6% + 8d2) _

. Comptons a l'aide de I’exercice [10.13|le nombre d’orbites des éléments g € D,, du groupe diédral
dans son action sur les sommets du polygone.

a) Soit m € {0,...,n — 1}. Notons k le pged de n et m. Alors g = p™ est d’ordre n/k. Le
sous-groupe qu’il engendre est un groupe de rotations qui agit librement dans le polygone :
il a k orbites. Notons que m s’écrit k¢ avec ¢ premier avec n/k : il y a donc ¢(n/k) tels m
(ou ¢ est 'indicatrice d’Euler).

b) Si n = 2m, la moitié des symétries ont deux points fixes (celles dont 1'axe passe par les
sommets du polygone) donc m + 1 orbites (2 orbites & un point et m — 1 orbites a 2 points) ;
'autre moitié n’ont pas de points fixes et ont donc m orbites (a 2 points).

c) Dans le cas ou n = 2m + 1, toutes les symétries ont un point fixe, et ont donc m + 1 orbites
(m orbites a 2 points et 1 a un point).

Par la formule de Burnside on obtient que le nombre de coloriages du polygone est
1 k m m—+1 : _
%<<k2<p(n/k)d)+m(d +d )) sin=2m

%((ng(n/k‘)d’“) Fnd™ ) sin=2m 1
kln
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