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1 Suites de nombres réels

Références pour ce chapitre : les livres classiques de premieres années, vos livres de L1-L2, DEUG ou
CPGE ([L.M, L-F_Al M Anal, RDO] etec. ). Pour les développements décimaux - surtout des nombres
rationnels, on consultera volontiers [Per].

Les nombres et les opérations sur les nombres sont des objets que ’on rencontre bien str tres tot en
mathématiques. On rencontre d’abord les nombres entiers positifs, puis, comme ils sont insuffisants pour
la soustraction et la division, on est amené a introduire les entiers relatifs puis les nombres rationnels.
Le corps Q des nombres rationnels est insuffisant : il manque des points qui auraient di y étre : Q
n’est pas complet... On est ainsi amené a introduire le corps R des nombres réels. On n’aura pas tout
a fait fini puisque des idées d’algebre et géométrie nous conduiront ensuite a construire le corps C des
nombres complexes.

Un nombre réel peut étre donné comme solution d’'une équation plus ou moins simple :
e /2 est solution de équation 22 = 2;

e 7 de I’équation sinz = 0...

Par contre tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

Ainsi, on peut construire R comme 1’ensemble des limites de nombres rationnels (Q est dense dans R).
Cette idée se réalise de la facon suivante.
e on sait quand une suite de nombres rationnels devrait avoir une limite : cela a lieu si et seulement si
c’est une suite de Cauchy.
e on sait quand deux suites de nombres rationnels devrait avoir la méme limite : cela a lieu si et
seulement si leur différence tend vers 0.
La construction mathématique est alors la suivante. On note C I'ensemble des suites de Cauchy de
nombres rationnels (c’est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel Q" des suites de nombres ra-
tionnels) ; sur C on définit une relation R en écrivant
(un)R(v,) <= lim (u, —v,) =0.

n—oo

On démontre que R est une relation d’équivalence et on définit R comme le quotient d’équivalence
C/R. 1l reste alors a définir les opérations (addition, multiplication, relation d’ordre <) sur R, plonger
Q dans R...

Une autre fagon de concevoir R est de choisir pour chaque nombre réel une une suite de nombres
rationnels convergeant vers ce nombre. Par exemple, comme notre facon de compter est basée sur
le nombre 10, un nombre réel est limite de la suite de ses développements décimaux. On aurait pu
évidemment choisir un développement en base b pour un entier b > 2 quelconque... Mais comme nos
mains nous offrent dix doigts, c¢’est le nombre dix qui a été choisi!

1.1 Développement décimal des nombres réels cf. [Per]

Ecriture décimale des nombres entiers positifs. Pour décrire les nombres entiers, on pourrait

imaginer :

e utiliser un symbole différent pour chaque nombre - cela est évidemment impossible : il faudrait une
infinité de symboles différents...

e mettre une barre pour chaque entier - cette méthode est utilisée lors de dépouillements de scrutins
et certaines rencontres sportives; on regroupe alors par paquets de cinq ou de dix; cependant, pour
des nombres moyennement grands, cette méthode est fastidieuse tant a I’écriture qu’a la lecture.

L’écriture décimale permet avec dix symboles de pouvoir exprimer de fagon relativement compacte

n’importe quel nombre entier.

Nous ne rappelons pas ici le principe de cette écriture, ni les algorithmes des opérations dans cette
écriture. Rappelons par contre les tests de division que cette écriture permet.



Division par 10". Un nombre entier est divisible par 10" si et seulement si les n derniers chiffres de
son écriture décimale sont nuls. Le reste d’'un nombre entier dans la division par 10" est le nombre
obtenu en conservant les n derniers chiffres de son écriture décimale. On en déduit qu’un nombre est
divisible par 2" (ou 5") si et seulement si le nombre obtenu en conservant les n derniers chiffres de son
écriture décimale 'est.

Division par 3, par 9. Tout nombre entier est congru modulo 9, donc modulo 3 a la somme de ses
chiffres (dans ’écriture décimale) : c’est la base de la preuve par 9. En effet 10 est congru a 1 modulo

9, donc 10* est congru & 1 modulo 9 pour tout k& € N, donc Z aj, 10% est congru modulo 9 & Z ay.
k=0 k=0

Division par 11. Remarquons que 10 est congru & —1 modulo 11, donc 10* est congru & (—1)* modulo

11 pour tout £ € N. On en déduit que Z ay, 10 est congru modulo 11 & Z(—l)kak. On trouve ainsi

k=0 k=0
facilement le reste modulo 11 d’un nombre entier.

Nombres décimaux - approximation décimale des nombres réels

Définition. Un nombre z € R est dit décimal s’il existe m € Z et n € N tel que x = m 107", En
particulier, un nombre décimal est rationnel.

Approximation décimale. Soient x € R et n € N. Posons p, = E(10"z) (ou E désigne la partie
entiere), a, = 10™"p, et b, = 107"(p, + 1), de sorte que p, € Z et a, < x < b,. Les nombres a, et
b, sont décimaux; le nombre a,, est appelé I’approximation décimale par défaut de x a 'ordre n. Si
T # a,, on dit que b,, est I'approximation décimale par excés de x a I'ordre n.

Comme 10p, < 10"z < 10(p, + 1), il vient 10p,, < ppy1 < 10(p, + 1) ; en particulier, la suite (a,) est
croissante ; et puisque p,11 < 10p,, il vient p,1 + 1 < 10(p, + 1), donc la suite (b,,) est décroissante.
Enfin b, —a, = 107", donc les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes ; puisque pour tout n on a a, < = < by,
la limite commune de ces deux suites est x.

Discutons quelques aspects de cette approximation décimale :

Densité de Q. L’approximation décimale nous permet d’écrire tout nombre réel comme limite d’'une
suite de nombres décimaux. En d’autres termes, les nombres décimaux forment un sous-ensemble dense
de R; on en déduit a fortior: que Q est dense dans R.

Développement décimal propre. a) Pour tout n € N*| le nombre entier ¢, = p, — 10p,_; est
compris entre 0 et 9. C’est la n-ieme décimale de x apres la virgule. On a (par récurrence sur n)

n
a, = ag + Z 107" et, puisque z est la limite des ay, il vient
k=1

—+00

T =ay+ Z cklo_k.
k=1

Cette expression s’appelle le développement décimal propre de x. On obtient alors I’écriture
décimale (infinie) de x sous la forme

T = Gg,C1C2C3 . ..



b) Inversement, donnons-nous une suite (¢, )n,en de nombres entiers relatifs tels que pour n > 1 on
ait 0 < ¢, < 9. La série (A termes positifs) de terme général (c;107%)z>; est convergente car

“+oo
majorée par la série géométrique Z 9107*. Posons z = Z 107,
k=0

n
Pour n € N, le nombre ¢, = Z cx10"% est entier et 'on a
k=0

+oo “+oo
Z 10" F < 92 107F = 1.
k=1

k=n+1

Cette inégalité est stricte a moins que ¢, = 9 pour tout k > n.

Distinguons deux cas :
e Si ’ensemble des k tels que ¢ # 9 est infini, le développement décimal propre de z est

+o00
T = Z cklo_k.
k=0

e Supposons qu’a partir d’'un certain rang, tous les ¢, sont égaux a 9. Notons m € N le plus
petit entier tel que ¢, = 9 pour tout k > m; posons ¢, = ¢, pour k < m et ¢, =1+ ¢,,. Le
développement décimal propre de x est

k=0
+oo m +o00
Dans ce dernier cas, l'expression z = chl()_k = chlo_k + Z 9.107% s’appelle le
k=0 k=0 k=m-+1
développement décimal impropre de x.
Une bijection. Notons A = Z x {0,...,9}' I'ensemble des suites (c,)nen de nombres entiers relatifs

tels que pour n > 1 on ait 0 < ¢, < 9. Notons aussi A’ C A I'ensemble des suites (¢,) comportant une
infinité de termes distincts de 9. On a construit une application f : R — A qui a € R associe son

+00
développement décimal propre, et une application g : A — R donnée par g((cn)neN> = Z e 107%,
n=0

On a vu ci-dessus que go f = Idg @) et que fog<(cn)n€N> = (Cn)nen si et seulement si (¢, ),eny € A’
@ On en déduit que f et ¢ induisent par restriction des bijections réciproques I'une de 'autre
entre R et A’

‘Théor‘eme de Cantor. Le corps R n’est pas dénombrable.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que [0; 1] n’est pas dénombrable.

Soit f : N* — [0, 1] une application. Définissons alors le réel @ = 0, ajas . . . a, . .. de la maniere suivante :

e On chosit la premiere décimale a; de a dans I'ensemble {0, ..., 8} et distincte de la premiere décimale
de f(1); on a donc a # f(1).

e On choisit ensuite ay dans I'ensemble {0,...,8} et distinct de la deuxieme décimale de f(2); donc
a# f(2).

e Plus généralement, on choisit la n-ieme décimale a,, de a dans ’ensemble {0, ..., 8} et distincte de
la n-ieme décimale de f(n); donc a # f(n).



e Les décimales de a ne peuvent valoir 9, donc le développement a = 0, ajas ... est le développement
décimal propre de a. Comme a # f(n) pour tout n I'application f n’est pas surjective. n

Remarque : développement décimal des nombres strictement négatifs. Pour les nombres réels
négatifs 'usage est d’écrire plutot z = —|z| ot I'on développe |z| dans son écriture décimale. Ainsi, le
nombre —7 s’écrit —3,14159. .. plutot que (—4),85840. ..

1.2 Cas des nombres rationnels cf. [Per]

Soit a un nombre rationnel positif. Notons a = b son écriture wrréductible, 1.e. avec p et ¢ des nombres

entiers premiers entre eux. Nous allons étudier le développement décimal de a : nous démontrerons
qu’il est périodique et étudierons sa période en fonction du dénominateur q.

a) e Si les seuls diviseurs premiers de ¢ sont 2 et 5, on écrit ¢ = 2F5¢. Alors 10™a € N ot m =
max(k, (), de sorte que a est un nombre décimal (avec m chiffres apres la virgule).

e Inversement, si a est décimal avec m chiffres apres la virgule, on a 10™a € N, de sorte que
m

10m
k < m et ¢ < m. Enfin, si a possede exactement m chiffres apres la virgule, 10" 'a ¢ N, donc
m = max(k, ().

), puis que ¢ est de la forme 2*5° avec

q|10™ (puisque P est Vécriture irréductible de
q

b) e Supposons que le dénominateur ¢ est premier avec 10 et ¢ # 1. Notons p = dq + r la division
euclidienne de p par g avec 1 < r < ¢ — 1. Notons que r # 0 puisque p et g sont premiers entre
eux et ¢ > 1.
Comme ¢ et 10 sont premiers entre eux, la classe de 10 est un élément du groupe (Z/qZ)*
des éléments inversibles de Z/qZ. Notons k l'ordre de 10 dans ce groupe. Il en résulte que
10F =1 [q], donc g divise 10¥ — 1. Ecrivons alors 10¥ — 1 = bq et enfin

br <2
a=d d+0br) 107"
* 10k — 1 + ;
k
Remarquons que br < bg = 10*¥ — 1. Notons br = chlok’j son développement décimal
j=1
(autrement dit I’écriture décimale de Uentier br est br = cicy...cx). On a alors ¢ = d +
+oo Kk 400
ZZcﬂO_(”Hj). Le développement décimal de a est donc a = d + chlo_j ou l'on a
n=0 j=1 j=1
prolongé les ¢; par périodicité, posant cjin, = ¢; (pour n € Net 1 < j < k). En d’autres
termes, le développement décimal de a est a = d, ¢y ...cpcr ... ¢ ... il est périodique apres la

virgule, et k£ est un multiple de sa période.
e Inversement, si le développement décimal d’un nombre réel a est périodique de période ¢ apres

la virgule, on a: a=d,cy...coc1...¢p. .., c’est-a-dire :
+o00 ' +oo /£ ' 0 4 +o00
a=d+ Z 1077 =d + Z Z ¢;107(H) = 4 (Z cjl[)g_]) (Z 10_“).
j=1 n=0 j=1 j=1 n=1
u ¢
Enfin a = d + 10— 1 ou u = Z cjl()e_J, donc I’écriture irréductible de a est g ou ¢ est un

j=1
diviseur de 10°— 1. En particulier 10 et ¢ sont premiers entre eux et I'ordre de 10 dans le groupe
(Z/qZ)* divise (.



¢) Dans le cas général, on écrit ¢ = 2"5% avec ¢’ > 1 et premier avec 10. Posons m = max(k, £).
/
Alors I'écriture irréductible de 10™a est de la forme ]i/ de sorte que I'écriture décimale de a est

périodique a partir de la m + 1-éme décimale apres la virgule de période k ou k est I'ordre de 10
dans le groupe (Z/q'Z)*.

On a donc démontré :

Théoréme. o Le développement décimal d’un nombre réel est fini ou périodique (a partir d’un certain
rang) si et seulement s’il est rationnel.

o Soita = un nombre rationnel avec k,¢ € N et q premier avec 10p. Posons m = max(k, /).

p
2k5¢q
a) Le développement décimal de a est fini si et seulement si ¢ = 1.

b) Siq+# 1, le développement décimal de a est périodique a partir du m + 1-éme chiffre aprés la
virgule et sa période est 'ordre de 10 dans le groupe (Z./qZ)*.

0

Remarque. On peur remplacer le développement décimal par le développement en base b ou b est un

nombre entier > 2 quelconque. On pourra ainsi écrire :
N

e tout nombre entier positif A (de maniére unique) sous la forme A = Z aib® avec N € N et, pour

k=0
tout i € {0,...,N}, a; € {0,...,b— 1}; cette suite (a;) s’appelle le développement en base b de

Pentier A.
+o0

e tout nombre réel positif A comme somme d’une série A = Zakb’k avec ag € N et, pour ¢ > 1,

k=0
a; € {0,...,b— 1}, avec unicité si ’on impose que 1’ensemble des i € N tels que a; # b — 1 est infini.
La suite (a;) s’appelle alors le développement en base b propre du nombre réel A.

e Le développement en base b d’'un nombre réel est fini ou périodique (a partir d’un certain rang) si et
seulement s’il est rationnel.

e Soit A un nombre rationnel et écrivons A = mi ou p,m,q € N sont deux a deux premiers entre eux,

g est premier avec b et m divise une puissance b* de b.

a) Le développement en base b de a est fini (i.e. a; = 0 & partir d'un certain rang) si et seulement
sig=1.

b) Si g # 1, le développement en base b de a est périodique a partir du rang k + 1 et sa période
est 'ordre de b dans le groupe (Z/qZ)*.

Remarque. On a vu que Q est dense dans R. Soit 7 un nombre irrationnel. On en déduit que R — Q,
qui contient Q + 7, est dense dans R.

L’ensemble Q[X]| des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable. Chaque polynéome a un
nombre fini de racines dans C. On en déduit que 'ensemble A des éléments algébriques, réunion sur
P € Q[X] (non nul) de 'ensemble des racines de P est une partie dénombrable de C. L’ensemble ANR
des nombres réels algébriques est aussi dénombrable. Son complémentaire, I'ensemble des nombres
transcendants n’est donc pas dénombrable.

Nous exhiberons en exercice des nombres transcendants (les nombres de Liouwille).



1.3 Axiome de la borne supérieure

Rappelons que la relation binaire < dans R, fondamentale en analyse, est une relation d’ordre ([[) total

®

Définition. Soit A une partie de R.

e On dit qu'un nombre réel x est un majorant de A ou qu’il majore A si pour tout y € A, on a
y < x. Side plus z € A, on dit que c’est le plus grand élément de A.

La partie A est dite majorée s’il existe z € R qui majore A.

De méme, on dit qu'un nombre réel x est un minorant de A ou qu’il minore A si pour tout y € A,
on ay = x. Side plus x € A, on dit que c’est le plus petit élément de A.

La partie A est dite minorée s’il existe x € R qui minore A.

La partie A est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Axiome de la borne supérieure. Soit A une partie non vide majorée de R. L’ensemble de
ses majorants a un plus petit élément : c’est le plus petit des majorants de A qui s’appelle borne
supérieure de A et se note sup A.

De méme, si A est une partie non vide minorée de R, elle possede un plus grand minorant, la borne
inférieure de A qui se note inf A.

Si A n’est pas majorée (resp. minorée) on pose sup A = +00 (resp. inf A = —00). 0n pose aussi supd = —oo et

inf ) = 4o0.

1.4 Suites de nombres réels

l Définition. Une suite de nombres réels est une application (d’une partie) de N dans R.

Cependant la notation est ici différente : 'image de I’élément n € N par la suite se note x,, ou u,, ou ...
plutdt que f(n). La suite elle méme se note sous la forme (u,)nen (plutot que f). Par abus, il arrive
qu’on note la suite juste (uy,), voire (u,).

On définit de méme une suite d’éléments d’un ensemble X : c’est une application (d’une partie) de N dans X.

Pour ne pas alourdir les notations, toutes nos suites seront supposées définies sur N.

l Définition. Une suite (u,)nen est dite majorée, minorée, ou bornée si ’ensemble {u,; n € N} Dest.

Définition. On dit qu'une suite (u,) de nombres réels converge vers un nombre ¢ si pour tout
e > 0, il existe N € N tel que, pour tout n € N satisfaisant n > N, on ait |u,, — ¢| < €. Dans ce
cas, le nombre ¢ est uniquement déterminé par la limite (u,) (théoréme d’unicité de la limite). On

lappelle limite de la suite u, et on le note lim(u,) ou lim w,. Lorsqu'une suite admet une limite,
n—oo

on dit qu’elle est convergente.

‘Proposition. Toute suite convergente est bornée.

1. C’est une relation (i) réflexive : Vx € R, on a = < z, (ii) antisymétrique : Vo, y e R, siz < yet y <z, alorsz =y
et (iii) transitive : Vx,y,z € R, siz <y et y < z, alors x < 2.
2. Ve,ye Rionaz<youy<



Opérations sur les limites. Soient (u,)nen €t (Uy)nen deuz suites convergentes de nombres réels.
Alors les suites (U, + Vp)nen €t (UnUn)nen Sont convergentes et l’on a

lim (u,, + v,) = ( lim un) + < lim vn> et lim (u,v,) = ( lim un>< lim vn).

n—0o0 n—0o0 n—oo n—0o0 n—o0 n—o0

Puisque de plus les suites constantes sont convergentes, on en déduit que ’ensemble des suites convergentes
est un sous-espace vectoriel de Iespace RY de toutes les suites et que Papplication qui & une suite convergente
associe sa limite est linéaire.

Limites infinies. On dit qu'une suite (u,) de nombres réels admet la limite +o0o (resp. —oo) si
pour tout M € R, il existe N € N tel que, pour tout n € N satisfaisant n > N, on ait u,, > M
(resp. up, < M).

Théoréme d’encadrement (ou < théoréme des gendarmes ). Soient (u,)nen, (Vn)nen et
(Wp)nen des suites de nombres réels. On suppose que pour tout n € N on a u, < v, < w, et
que les suites (uy,) et (wy,) convergent vers la méme limite (. Alors la suite (v,) converge aussi vers (.

Suites monotones. Une suite (u,)qen est dite croissante si pour tout m,n € N, tels que m < n on
a Uy < u,. Notons qu'il suffit de vérifier que pour tout n € N on a u,, < u,y1 (par récurrence sur
n—m). On dit que (u,)nen est décroissante si pour tout m,n € N, tels que m < n on a u,, > u,. On
dit que (uy)nen est monotone si elle est croissante ou si elle est décroissante.

L’axiome de la borne supérieure se traduit par :

Théoreme. Toute suite monotone bornée converge :
e Toute suite croissante majorée converge vers sa borne supérieure.
o Toute suite décroissante minorée converge vers sa borne inférieure.

En effet, soit (u,) une suite croissante majorée et posons ¢ = sup{u,; n € N}. Soit ¢ > 0; alors
¢ — € ne majore pas {u,; n € N}, donc il existe ng tel que u,, > ¢ — . Pour n > ng, on a alors
{—e < up, <u, <L

Deux suites (u,,) et (v,,) sont dites adjacentes sil'une est croissante, 'autre décroissante et leur différence
converge vers (.

Corollaire. Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite. ‘

Corollaire (Segments emboités). Soit (I,)nen une suite de segments de R (des intervalles fermés
bornés et non wvides, i.e. de la forme [a,,b,| avec a, < b,). On suppose que I,1 C I, et que la

longueur de I,, tend vers 0. Alors ﬂ I, contient un et un seul point.
neN

Ce point est la limite commune de a,, et b,.

Limite supérieure, limite inférieure. Soit (u,) une suite bornée de nombres réels. Pour n € N,
posons v, = inf{ug; k > n} et w, = sup{ug; k > n}. La suite (v,) est croissante, la suite (w,)
décroissante et pour tout n € N, on a v, < w,,.

La limite de la suite (v,) s’appelle la limite inférieure de (u,) et se note liminf(u,,) ; la limite de la
suite (w,) s’appelle la limite supérieure de (u,) et se note lim sup(u,,).

Proposition. Une suite bornée de nombres réels converge si et seulement si sa limite supérieure et
sa limite inférieure coincident.




En effet, on a v, < u, < w, donc si la limite supérieure et sa limite inférieure coincident, la suite (u,)
converge par le théoreme des gendarmes >.

Si (u,,) converge vers un nombre ¢, il existe ng tel que pour n > ng on ait ¢ — e < u, < ¢+ ¢. On aura

U
alors, { — e < vy, et wy, < ¢+ <. Pour n > ny, on aura‘ﬁ—ggvnogvngwngwno<€+5,‘donc

(vn) et (wy,) convergent toutes deux vers /.

Remarque. Si la suite (u,) n’est pas majorée, on a sup{ug; k > n} = +oo pour tout n € N, soit
lim sup(u,) = +00 et (u,) — +o0 si et seulement si liminf(u,) = +00. De méme, si la suite (u,) n’est
pas minorée, on a inf{uy; k > n} = +oo pour tout n € N, soit liminf(u,) = —oo et (u,) — —oo si et
seulement si lim sup(u,,) = —oo.

Suites extraites. Soit (u,) une suite et ¢ : N — N une application strictement croissante. La suite
(Up(n))nen s’appelle une suite extraite de (u,).

Une suite extraite d’une suite convergente, converge vers la méme limite.

Théoreme de Bolzano-Weierstrass. De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une
suite convergente.

On peut en fait assez facilement extraire une suite qui converge vers limsup(u,). En effet :

(*) Pour tout m € N et tout €, comme w,, — € ne majore pas {ug, k > m}, il existe k > m tel que
Wy — € < Up. Alors‘wk—sgwm—5<uk <wk‘.

A T’aide de la propriété (*), on construit (par récurrence sur n) une application ¢ strictement croissante
telle que pour tout n on ait 0 < Wy(m) — Upm) < 27" Alors, la suite (uy(,)) converge vers la méme limite
que (Wy(n)), soit lim sup(u,).

On peut de méme trouver une suite extraite de (u,) qui converge vers liminf(u,,).

Suites de Cauchy. Une suite (u,) est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe n € N tel que,
pour p,q = n, on ait |u, — u,| < €.

Une suite convergente est clairement de Cauchy. La réciproque est vraie (parce que R est complet). En
effet, si (u,) est de Cauchy, <sup{uk; kE>n} —inf{ug; k> n}) tend vers 0. On a donc :

Critére de Cauchy. Une suite de nombres réels est convergente (dans R) si et seulement si elle est

de Cauchy.

Convergence d’une suite dans un espace métrique. Soient (X, d) un espace métrique et (x,)
une suite d’éléments de X. On dit que la suite (z,) converge vers ¢ € X si la suite de nombres réels
(d(2n,1)),en tend vers 0.

Nous reviendrons sur cette notion en topologie.

1.5 Exercices

1.1 Exercice. 1. Soit p un nombre premier. Démontrer que le développement décimal de 1/p est
périodique de période 5 si et seulement si p|11 111.

2. Soit p un diviseur premier de 11111.
a) Quel est 'ordre de la classe 10 dans Z/pZ*?
b) En déduire que p =1 [10].



3. Quel est le plus petit nombre entier p tel que le développement décimal de 1/p soit périodique de
période 57

1.2 Exercice. Considérons le nombre n = 142857. On a 2n = 285714, 3n = 428571, 4n = 571428,
bn = 714285, 6n = 857142. En d’autres termes, multiplier n par k pour 1 < k < 6 fait tourner
les décimales de n. On dira qu’on a des multiplications magiques. Enfin 7n = 999 999. Le but de cet
exercice est de comprendre et généraliser ce fait.

Soit p un nombre premier. On suppose que 10 est un générateur du groupe (Z/pZ)* - ce groupe est

, ot —1 . 1001 — 1
cyclique. Ecrivons = 5 a; 1077177 le développement décimal de I'entier N = ———-
p ; p
J=1

1. Quel est le développement décimal du nombre entier pN ? Quel est le développement décimal du

nombre rationnel — 7
p

2. Soit £ un nombre entier avec 1 < k < p— 1.
a) Démontrer qu’il existe un unique nombre entier £ avec 0 < £ < p — 2 tel que 10° =k [p].

b) Ecrivons 10N = 10" 'A + R la division euclidienne de 10°N par 10°~'. Quels sont les
développement décimaux de A et R?

¢) Démontrer que kN = R + A. Quel est son développement décimal ?
3. Le calcul des 16 premieres décimales du nombre 1/17 donnent 0, 0588235294117647.
a) Quel est 'ordre de 10 dans (Z/17Z)*?
b) Calculer de téte 2 x 0588235294117647 puis 3 x 0588235294117647, etc. jusqu’a
16 x 0588235294117647.

1.3 Exercice. Pour z € R, on note 6(z) = inf{|x — n|; n € Z} sa distance a Z. Soit n € N*.

1. Soient Sq,...,sp41 € [0,1]. Montrer qu’il existe des nombres entiers ¢ et j satisfaisant 0 < i <

. 1

j<n+letls; —s;| < o
2. Soient tg,...,t, € R. Montrer qu’il existe des entiers ¢ et j satisfaisant 0 < ¢ < j < n et

1
Wit <oy
1
3. Montrer que pour tout t € R, il existe k € N satisfaisant 1 < k < n et §(kt) < w
n

4. En déduire qu'il existe une suite de nombres rationnels p, /g, qui converge vers t et telle que
‘t - pn/Qn‘ < q;2-

1.4 Exercice. 1. Démontrer que la série de terme général 10~ est convergente.

+oo n
Posons S = Z 107" et pour n € N, a, = Z 107%.
k=1 k=1

2. Démontrer que 0 < S < 1et, pour n € N, 0 < S — a, < 2.10~ V",
3. Soit P un polynome non nul a coefficients entiers. Notons p son degré.
a) Démontrer que pour tout n on a 10°™ P(a,) € Z.
b) Démontrer qu'il existe M € R* tel que, pour tout n on ait |P(S) — P(a,)| < M.10~ D",

¢) Démontrer que P(S) # 0 (on remarquera que, pour n assez grand, a, n’est pas racine de
P).

4. Démontrer que S est transcendant.



1.5 Exercice. Soit P € Z[X] de degré d que 'on peut supposer irréductible. Soit x € R\ Q une racine

est bornée

.. D . . . . : p
de P. Soit == une suite de rationnels qui tend vers z. Démontrer que la suite qg r— =
dn n
inférieurement (on s’inspirera de l’exercice|1.4). Exhiber d’autres nombres transcendants.

1.6 Exercice. On définit une suite (u,) en posant ug = a € C et u, 1 = u,..

1. Décrire la suite u,,.

2. On suppose |a| # 1. Discuter selon la valeur de a le comportement de cette suite.
arg Uy,

3. On suppose ici que |a] = 1. On écrit a = ¢*™ on § € [0,1[. On note 6, = (argument
étant pris dans [0, 27[).
a) Exprimer 6,, en fonction du développement décimal de 6.

b) Pour quelles valeurs de 6 la suite (u,,) est-elle constante ?

d

e) (*) Construire 6 tel que {u,; n € N} soit dense dans le cercle unité de C.

)
c¢) Pour quelles valeurs de 6 la suite (u,,) prend-elle un nombre fini de valeurs ?
) Pour quelles valeurs de 6 la suite (u,,) converge-t-elle ?

)

1.7 Exercice. (Variante) Etudier Iapplication f : [0,1[— [0, 1] donnée par f(z) = 10z — E(10z) et
les suites récurrentes (u,) données par un point ug € [0, 1] et w1 = f(uy).

1. Décrire 'application f en termes de développement décimal.
2. Quels sont les points fixes de f 7

3. Pour quelles valeurs de ug cette suite stationne-t-elle 7

4. Pour quelles valeurs de ug cette suite converge-t-elle ?
5

. Pour quelles valeurs de uq cette suite est-elle périodique ? Pour lesquelles devient-elle périodique
a partir d’'un certain rang?

6. Construire un ug pour lequel {u,; n € N} soit dense dans [0, 1].

1.8 Exercice. Soient (u,) une suite convergente et ¢ : N — N une application injective. Démontrer
que la suite (uy(n)) converge vers la méme limite.

1.9 Exercice. (Cesaro généralisé). Soit (v,) une suite croissante de nombres réels non nuls telle que
lim v,, = +00. Soit (u,) admettant une limite ¢ € [—o00, +00].

1 n
Démontrer que la suite (w,,) définie par w, = — Z ug(vp — vp_1) admet la méme limite.
" k=1

1.10 Exercice. Soit (u,) une suite de nombres réels telle que pour tout n, m € R on ait w1, < Up+Up,.
n

u u
Démontrer que la suite (—) tend vers inf {—n, n e N*}.
n n

1.11 Exercice. Soient a,b € R avec 0 < b < a. On définit les suites (a,) et (b,) par récurrence en

a, + b , .
posant ag = a, by = b et ap, 1 = — 5 = bpy1 = Vapb,. Démontrer que les suites (a,) et (b,) sont
adjacentes.
1.12 Exercice. 1. Soit (u,) une suite de nombres réels. On suppose que u,+1 — u, — 0. Démontrer

que l'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,) est un intervalle.

2. Soient (X, d) un espace métrique compact et (u,) une suite d’éléments de X telle que 1'on ait
d(Up, upy1) — 0. Démontrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,) est connexe.

3. Est-ce que I’ensemble des valeurs d’adhérence de toute suite (u,) d’éléments de R? telle que
||tr, — Uny1|| = O est connexe?

10



2 Approximation

Références pour ce chapitre : on trouve beaucoup de choses dans les classiques ([L_M| [L-F Al [M_Anal
RDQ] etc. ). Voir aussi [Dem)]. Pour les approximations de 7, voir [Del, [E L.

2.1 Rapidité de convergence

Un nombre réel est donc défini comme une limite de suite. On peut cependant essayer de bien choisir
une suite convergeant vers un nombre réel donné...

Pour cela on introduit la notion de rapidité de convergence.

Définition. Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes de nombres réels. Notons x et y leurs
limites respectives. On dit que (v,) converge plus vite que (uy,) si (v, —y) = o(u, — x), c’est a dire
()

Up — T

si lim

Plus une suite convergera rapidement, meilleure sera I’approximation qu’elle donne. Notons cependant
qu’il faut ternir compte d’une deuxieme donnée : la quantité de calculs que représente I’évaluation de
(un). Par exemple, on pourrait trouver artificiellement une suite (v,) qui converge a priori plus vite
que la suite u,, en posant v, = uo, voire v, = uon...

Dans les exercices, nous étudierons des suites convergent vers e, vers m, et comparerons leurs vitesses
de convergence.

La comparaison avec les suites géométriques donne :

Définition. Soit (u,) une suite convergente de nombres réels; notons x sa limite. Si la suite
U —x

(L converge vers un nombre A € R, alors ce nombre \ s’appelle coefficient de conver-

Uy — X

gence de la suite. Dans ce cas :

e Si|A| =1 on dira que la convergence de la suite (u,) vers x est lente.

e Si 0 < |A| <1 on dira que la convergence de la suite (u,) vers x est géométrique (d’ordre \).

e Si A =0 on dira que la convergence de la suite (u,) vers x est rapide.

On vérifie aisément que la convergence est d’autant plus rapide (au sens de la définition [2.1]) que le
coefficient de convergence || est petit.

2.2 Accélération de convergence

Le principe de 'accélération de convergence est, étant donnée une suite convergente (u,,), d’essayer de
fabriquer une suite (v,) qui se calcule facilement a partir de la suite (u,) et qui converge plus vite que
(uy,) vers la méme limite.

Accélération au moyen d’un équivalent. Notons x la limite. Si on connait un équivalent simple

n 2
de (z — uy,), il suffit de 'ajouter a wu,... Par exemple, si on pose u, = Zﬁ’ de limite %, on a
k=1
m? = 1 . 11 1 1 1 11 ? 1
——U, = — . Ecrivant —— = <= < = ——, il vient ——wu,, ~ —.
g un= D gp- Berbvant g Kh+1) Sk k(-1 k-1 ke Ty

k=n+1

En posant v,, = u, + —, on aura accéléré la convergence.
n

NB. Dans certains cas, un développement limité, nous permettra d’accélérer encore plus la convergence.
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Accélération de Richardson-Romberg. Si la convergence de (u,,) vers z est géométrique d’ordre
Un4+1 — )\un
1—A

aussi, pour A = 0, mais cela n’a aucun intérét...).

A avec A € |—1,0[U]0, 1], on posera v,, = . Notons que cela marche aussi pour A = —1 (et

Dans plusieurs exemples importants (que I'on rencontre dans des suites récurrentes ou des évaluations
d’intégrales), la suite (v,) ainsi construite converge aussi géométriquement avec un ordre plus petit.

On pourra alors répéter cette méthode.
Up+1 — /\lun

Par exemple, si u, = & + a1 A} + aa\y + o(Ay) ou |Aa] < [A\1] < 1, on va poser v,, = 1 puis
— A1
n

Un+1 — /\Q’U .
=" et on aura z — w, = o(\}) (on remarque que, si a; et ay sont non nuls, (u,) est

1= X
géométrique d’ordre A\; et (v,) est géométrique d’ordre Ay).

Wy =

Méthode d’Aitken. Il arrive que l'on sache que la convergence est géométrique mais qu'on ne
connaisse pas l'ordre A\ : c’est souvent le cas pour les suites récurrentes. Dans ce cas, on remplace

2
Un4+2 — Un+1 UnUn+2 — un+1

qui converge vers A. Ainsi, on va poser v, =

A par
Un+1 — Un Uy + Un+2 — 2un+1

2.3 Suites données par une formule de récurrence u, 1 = f(u,)

Soient [ un intervalle de R et f : I — I une application. Soit ug € I On pose u,, = f"(up).

Rappelons deux faits importants :

Proposition. Si (u,) converge vers x € I et f est continue en x, alors f(x) = x.

Théoreme du point fixe. Toute application contractante f d’un espace métrique complet X non
vide dans lui-méme admet un unique point fixe. Pour tout u € X, la suite (f"(u)) converge vers cet
unique point fixe.

Rappelons que f est dite contractante s'il existe k € [0, 1] tel que l'on ait d(f(z), f(y)) < kd(z,y) pour
tous z,y € X.

Dans le cas d'une fonction f dérivable définie sur un intervalle I, remarquons que f est contractante,
si et seulement §'il existe k € [0, 1] tel que pour tout = € I on ait |f'(z)| < k (on utilise le théoreme
des accroissements finis).

Enfin, si f : [ — I et si une suite (u,) vérifie la formule de récurrence u, 1 = f(u,) et converge

. R . . , . Up+1 — T . .
vers un point x sans étre stationnaire et f est dérivable en x, alors ——— — f’(z). En particulier,

n
|f'(x)] <1, etsi|f(x)| #1, on pourra donc appliquer les méthodes d’accélération de convergence vues
ci-dessus. Notons qu’a priori on ne connait pas f’'(x) puisqu’on ne connait pas z... On appliquera alors
la méthode d’Aitken.

2.4 Solution d’une équation g(x) =0

Enfin cherchons a approcher une solution ¢ d’une équation g(z) = 0.

Dichotomie. Si g : [a,b] — R est continue et g(a), g(b) sont de signes opposés, alors par le théoreme
des valeurs intermédiaires, g s’annule sur [a,b]. Pour localiser un zéro de g, on pourra procéder par
dichotomie : on considérera le signe de g((a + b)/2); en fonction de ce signe, on saura s’il y a un point
¢ ou g s’annule dans [a, (a +b)/2] ou dans [(a + ) /2, b]. Ainsi, on aura divisé I'incertitude sur ¢ par 2...
et on continue.
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En pratique, on pose ap = a et by = b. Si a, et b, sont construits g(a,)g(b,) < 0, on construit a,,
et b,41 de la manieére suivante : posons ¢, = (a, + b,)/2; si g(a,)g(c,) < 0, on pose a,41 = a, et
bui1 = ¢ st glan)g(cy,) > 0, alors g(b,)g(c,) < 0 et 'on pose a,1 = ¢, et b,y 1 = b,. Dans tous les
cas, on a a, < ani1 < bpy1 < by bpyr — a1 = (by — ay)/2 et glans1)g(b n+1) < 0. Les suites (a,) et
(b,) sont adjacentes et g s’annule en leur limite commune.

Méthode de la sécante. Si g est plus réguliere, au moins de classe C', on peut sur un petit intervalle
I’assimiler & une fonction affine. Ainsi, si on a deux points a et b proches tels que g(a)/g(b) loin de 1,
ag(b) — bg(a)

9(b) — g(a)

Retour sur les suites récurrentes. Soit a € R* et posons f(z) = x4+ ag(x). On remarque alors que
g(x) = 0 si et seulement si f(x) = x. On sera amené a considérer une suite définie par une relation de
récurrence u, 11 = f(u,). Pour que la méthode soit efficace, on choisira o de sorte a ce que |f'| soit la

on s’approchera d’une solution ¢ de g(x) = 0 en se basant sur la sécante : on posera ¢ =

plus petite possible - du moins autour du point £ cherché, soit 1+ ag'(¢) petit. Idéalement o = —

g0
g()

"(x

Méthode de Newton. Le calcul ci-dessus, nous incite a poser f(x) =z — - Le point ainsi défini

est l'abscisse de l'intersection de la tangente en = au graphe de g avec l'axe des x. Si g est de classe
")2 — g(x)d" (- 2o (x

C? et ¢’ ne s’annule pas, alors f est de classe C' et I'on a f/(z) =1 — g'(@)” — g(@)g"() = 9(x)g"(x),

g'(z)? g'(x)?

En particulier, f’(¢) = 0; donc une suite définie par une relation de récurrence u, 1 = f(u,) avec ug

suffisamment proche de ¢ va converger rapidement vers ¢. Elle sera (au moins) quadratique : avec un
il — /¢ avi

Untl 7 7 5 une limite finie 2 (0 ,
(£ —up)? 29'(0)

pas nulle, u, 1 — ¢ est du méme ordre que (¢ — un)2 : le nombre de décimales exactes de u,, double (en

gros) a chaque nouvelle étape.

développement limité, on voit que la suite

donc, si cette limite n’est

Remarque. Si g est convexe, en partant d’un point ug tel que g(ug) > 0, la méthode de Newton va
donner une suite f"(up) qui converge toujours (car monotone). De méme si g est concave et g(ug) < 0.
Notons cependant que si g”(¢) = 0, la convergence sera cubique (& condition que g soit suffisamment
réguliere - de classe C°, et que l'on parte de ug suffisamment proche de ¢) : le nombre de décimales

Up 1 — g" ()
—<£ — ) tend vers 3g’(€)'

exactes de u,, triplera (en gros) a chaque nouvelle étape. Dans ce cas,

Notons cependant que toutes ces méthodes ne marchent pas bien si |¢| est trop petit, et en particulier
si ¢’ (¢) = 0. Pour appliquer ce type de méthodes, il faut commencer par éliminer les points ol g et ¢’
s’annulent simultanément. En particulier, si g est un polynéme, on « chassera > les racines multiples
en regardant les racines de PGCD(g,d").

2.5 Exercices

U 1
2.1 Exercice. Posons uy = 2 et, pour n € N, u,.1 = 7” + —. Démonter que la suite u, converge
Uy,
4 (un - \/5)2 4 . . . .
vers v/2. Démontrer que Upt1 — V2 = g, e déduire une majoration de u,, — v/2. Combien
Un

de termes de la suite doit on utiliser pour approcher V2 avec 100 décimales ?

Questions subsidiaires :
e Quelle est ici la méthode utilisée pour approcher v/2?
e Approcher de méme a'/’ ot a,b € N* (a,b > 2).
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1\" 1
2.2 Exercice. On considere les suites u,, = (1 + —) et v, = Z i qui convergent vers e. Donner un
n !

k=0
équivalent de e — u,, et de e — v,,. Quelle suite utiliseriez-vous pour approcher e? Comment accélérer

la convergence de u,, vers e?

2.3 Exercice. 1. Démontrer qu’il existe un et un seul a € R tel que a = cosa.
On veut approcher a. On définit la suite (u,,) en posant ug = 1 et, pour n = 0, w, 1 = COS Uy,.

2. Démonter que la suite (u,) converge vers a et que les suites ug, est (uz,.1) sont adjacentes.
3. Démontrer que |u, —a| < (sin1)".
4. Calculer uq,ug,us et sinuy. Sachant que sinu; > 1/2 et ug — uy > 1/10, démontrer que, pour

n}l,ona|a—un+1|>m-

5. Combien de termes doit on calculer pour approcher a & 107'% prés.

6. Peut-on accélérer cette convergence ?

2.4 Exercice. On approche le cercle de rayon 1 par un polygone régulier & n cotés (n > 2). On note
a, l'aire de ce polygone et b, sa demi-circonférence.

1. Exprimer a,,b, a l'aide d'un sinus.
T ) . P ,

2. On pose ¢, = cos —. Exprimer as,, ba,, ¢c2,, en fonction de a,,b,,c,. En déduire des méthodes
n

d’approximations de .

2.5 Exercice. (Fractions continues. cf. Poly d’algebre exercice 1.7.)

1. Soit (gn)n>1 une suite de nombres entiers strictement positifs. On définit deux suites (ay,)nen
et (bp)neny par : ap = 1, bp = 0, a1 = 0, by = 1, et, pour n > 1, apy1 = ap_1 + anq, et
bn+11:ibn_1'+'bnqn.

a) Quelle est la limite de la suite b, ?

b) Démontrer que, pour tout n € N, on a

0 1 0 1 0 1\ f(a, apta
L )\l @) \1 ¢ b g1/

En déduire que l'on a a,b,11 — apy1b, = (—1)" pour tout n € N.

. an+1
Dans la suite, on notera —— = [q1, ..., @]

n+1
¢) Pour n € N*, justifier I’écriture en < fraction continue > :

ap4+1 1

boy1 1
q1 +

g2 +

Qn—1'+'__

n

an+1

Pour n € N, posons y,, =
bn+1

d) Démontrer que les suites (y2,11) et (y2,) sont adjacentes. En déduire que la suite (y,)
converge.
1

qndn+1

e) Soit x la limite de la suite y,. Démontrer que 0 < |z — y,| <

f) Démontrer que z € R\ Q.
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2.

3.

2.6 Exercice. 1. Démontrer que Z

2.

3.

a
Soit x € QN]0, 1[. On veut démontrer qu'’il existe n € N, et ¢y, ..., ¢, € N*. On écrit x = 7 ol a

et b sont de entiers positifs premiers entre eux. On raisonne par récurrence < forte > sur p.

1
a) Traiter le cas a = 1 (i.e. si — est entier).
x
1 . 1 . . 1 1 ,
b) Si — n’est pas entier, on note ¢ = [—] la partie entiere de — et 1 = — — ¢;. Démontrer
x x x x

ay
que r; = — avec a; < a et conclure.
b

1
On suppose désormais que pour = € R\ Q.

a) Démontrer que 'on peut définit une suite (g,) d’entiers > 1 et une suite z,, € R, en posant

1 1
To = etq = [l’] et pour n € N, n+1 = [_] et Tni1 = — — Qny1-
x T

b) Démontrer que ([q1, - . ., ¢n))nen converge vers x.

+o00 (_1)k _7T
2k +1 4

k=0

Combien faut il de termes pour obtenir une approximation de 7 & 107¢ pres?

- (DF 1 S ) A -,
On pose v, = kzz;n Wil & et w, = k:Z2n Sy R —— ; étudier le sens de variation de ces

suites et en déduire un encadrement de m. Combien de termes faut il utiliser maintenant pour
obtenir une approximation de 7 & 107¢ pres ?

T 1
Démontrer que I'on a — = 4 arctan — — arctan —— (formule de Machin). En déduire une méthode

d’approximation de w. Combien de termes faudra-t-il utiliser pour obtenir une approximation de
7 & 107% pres?

. Faire de méme grace a la formule

1 1 1
% = 44 Arctan 5 + 7 Arctan 239 12 Arctan 680 + Arctan 12913

2.7 Exercice. Soient b € R’ et f : [0,b] — R une application continue. On suppose que f(0) = 0 et
que pour x >0 on a 0 < f(z) < x. On définit la suite u, en posant ug = b et u,.1 = f(uy).

1.

A

Démontrer que la suite (u,) converge vers 0.

On suppose que f admet un développement limité f(z) = x —az? +o(2?) en 0, ot a > 0 et p > 1.
De quelle type de convergence s’agit-il ?

Calculer la limite de f(x)'™? — '™ lorsque x — 0.

En déduire un équivalent de ul ™ puis de u,,.
Un

1+,

Exemples : on prend ug = vy = 1 et u,1 = sinuy,, v, = . Donner un équivalent de u,, et

de v,.
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3 Topologie des espaces métriques

Biblio pour ce chapitre : les classiques ([L_M [L-F Al [M_Ana, RDO] etc. ). Je me suis un peu servi de
[SK]...

3.1 Définitions et propriétés

3.1.1 Définitions

Définition. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application de X x X dans R, qui
vérifie les trois propriétés suivantes

a) Pour tous z,y € X, on ad(z,y) =0 < = =y.
b) Pour tous z,y € X, on a d(z,y) = d(y, z).
c¢) Pour tous z,y,z € X, on a d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance - ¢’est donc un couple (X, d) ot X est un
ensemble et d une distance sur X.

3.1.2 Exemples d’espaces métriques
Espaces normés. Rappelons qu’'une norme sur un K-espace vectoriel £ ou K = R ou C est une
application N : E — R vérifiant les conditions suivantes :
a) Pour tout x € F,on a N(z) =0 <= x =0.
b) Pour tous z € E et A € K, on a N(Az) = [A|N(z).
c¢) Pour tous 7,y € £, on a N(z +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).
Un espace vectoriel normé (E, N) est un espace métrique pour la distance (z,y) — N(z — y).

Sous-espace. Remarquons que toute partie d’un espace métrique est un espace métrique.

3.1.3 Propriétés des distances

Distance a une partie. Soient (X, d) un espace métrique, x € X et A une partie non vide de X. On
appelle distance de x a A et le nombre réel d(x, A) = inf{d(z,y); y € A}. On pose parfois d(x, ) = +oc.

Diametre. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X. Le diametre de A est la
quantité sup{d(z,y); (z,y) € A x A} € [0,+00]. Par convention le diametre de ’ensemble vide est 0.

Boule ouverte, boule fermée. Soient (X,d) un espace métrique, x € X et r» € R’ ; la boule
ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon r est U'ensemble B(z,r) = {y € X; d(z,y) < r} (resp.

B(x,r) ={y € X; d(z,y) <r}).

3.1.4 Notions topologiques

Limite d’une suite. On dit qu'une suite (z,,) de points de X tend vers ¢ € X si et seulement si la
suite de nombres réels (d(zp, ())nen tend vers 0.

Voisinage. Soient (X, d) un espace métrique et z € X. Un voisinage de x dans X est une partie de X
qui contient une boule ouverte centrée en x.

Ouvert. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie de X est dite ouverte si c’est un voisinage de
chacun de ses points.
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Fermé. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie de X est dite fermée si son complémentaire est
ouvert.

Intérieur, adhérence. Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie de X.

e La réunion de tous les ouverts de X contenus dans A s’appelle 'intérieur de A et se note A. Cest le
plus grand ouvert de X contenu dans A.

e L’intersection de tous les fermés de X contenant A s’appelle 'adhérence de A et se note A. Cest le
plus petit fermé de X contenant A.

e On dit que A est dense dans X si A = X.

e L’ensemble A\ A s’appelle la frontiére de A.

Application continue. Soient (X, d) et (X', d') des espaces métriques et f : X — X' une application.
On dit que I'application f est continue en un point a € X si pour tout € > 0 il existe a > 0 tel que
pour z € X on ait d(a,z) < a = d'(f(a), f(x)) < e.

On dit que I'application f est continue si elle est continue en tout point de X.

Homéomorphisme. Une application f : X — X’ est un homéomorphisme si elle est bijective et si f
et f~! sont continues.

Propriétés des voisinages. a) Une partie de X est un voisinage de x si et seulement si elle
contient une boule fermée centrée en = (de rayon > 0).

b) Toute partie contenant un voisinage de x est un voisinage de x.

¢) L’intersection de deux (d’un nombre fini de) voisinages de x est un voisinage de x.

Propriétés des ouverts. a) Une réunion quelconque d’ouverts est ouverte.
b) L’intersection de deux (d’un nombre fini d’) ouverts est ouverte.

¢) Une boule ouverte est ouverte. Les ouverts de X sont les réunions de boules ouvertes.

Propriétés des fermés. a) Une intersection quelconque de fermés est fermée.
b) La réunion de deuz (d’un nombre fini de) fermés est fermée.

c) Une boule fermée est fermée.

Soit A une partie de X.

Caractérisation de l'intérieur. Pour x € X, on a x € A <= A est un voisinage de x.

Caractérisation de I’adhérence. Pour x € X, on a [’équivalence
(i) v € A;
(ii) il existe une suite de points de A convergeant vers x ;

(i11) d(z, A) =0;

(iv) tout voisinage de x a une intersection non vide avec A.

Caractérisation de la continuité en un point. Les conditions suivantes sont équivalentes pour
une application f: X — X' eta€ X :

(i) L’application f est continue en a ;
(i1) Uimage inverse par f de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a;

(111) pour toute suite (x,) dans X convergeant vers a la suite (f(x,)) converge vers f(a).
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Caractérisation de la continuité. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une application
f: X=X :

(i) L’application f est continue ;

(11) limage inverse par f de tout ouvert de X' est un ouvert de X ;

(iii) 1image inverse par f de tout fermé de X' est un fermé de X.

(iv) pour toute suite convergente (x,,) dans X, la suite (f(x,)) est convergente dans X'.

3.1.5 Propriétés métriques

Ces propriétés dépendent de la distance, pas seulement de la topologie...

Application uniformément continue. Soient (X, d) et (X', d’) des espaces métriques et f : X — X'
une application. On dit que I'application f est uniformément continue si pour tout £ > 0 il existe
a > 0 tel que pour tous z,y € X on ait d(x,y) < a = d'(f(z), f(y)) < e.

Application lipschitzienne. Soient (X, d) et (X', d’) des espaces métriques, k € Ry et f: X — X'
une application. On dit que 'application f est lipschitzienne de rapport k si pour tous z,y € X
on a d'(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Proposition. Une application uniformément continue est continue. Une application lipschitzienne
est uniformément continue.

3.1.6 Comparaison de distances

Soient d et d’ deux distances sur X.

e Les distances d et d’ sont dites topologiquement équivalentes sil'identité de X est un homéomorphisme
de (X, d) sur (X,d).

e Les distances d et d' sont dites uniformément équivalentes sil'identité de X est uniformément continue
de (X, d) sur (X, d') et de (X,d’) sur (X,d).

e Les distances d et d' sont dites équivalentes si I'identité de X est lipschitzienne de (X, d) sur (X, d)
et de (X,d') sur (X,d).

3.1.7 Produits finis d’espaces métriques

Soient (X, d) et (X', d’) des espaces métriques. Les applications
((z,2'), (y,y) = max{d(z,y),d(z',y)}
((z,2),(y,y) = dlz,y)+d(@y)
((z,2"), (5,9)) = Vd(z,y)?+d(2',y')

sont des distances sur X x X'; elles sont équivalentes.

3.2 Les grandes notions de topologie

3.2.1 Compacité

Définition. Un espace métrique (X, d) est dit compact si de toute suite de points de X on peut
extraire une suite convergente.
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Parties compactes. Une partie compacte d’un espace métrique est fermée. Une partie d'un espace
métrique compact est compacte si et seulement si elle est fermée.

Produit de compacts. Le produit de deux (d’'un nombre fini d’) espaces métriques compacts est
compact.

Parties compactes de R". Les compacts de R" sont les fermés bornés (Bolzano-Weierstrass).

Applications continues. L’image d'un espace compact par une application continue est compacte.
L’image d'un compact non vide par une application continue a valeurs dans R est bornée et atteint ses
bornes.

Théoreme de Heine. Une application continue définie sur un compact est uniformément continue.

3.2.2 Espaces métriques connexes.
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition. On dit que X est connexe si toute partie de X a la fois ouverte et fermée est vide ou
égale a X.

Caractérisation. L’espace X est connexe si toute application continue de X dans {0, 1} est constante.

Parties connexes. Une partie A de X est un espace métrique; donc cela a un sens de dire si A
connexe ou non.

Réunion de connexes. La réunion d'une famille de parties connexes de X d’intersection non vide
est connexe.

Composante connexe. Soit x € X. La réunion de toutes les parties connexes de X contenant x est le
plus grand connexe contenant x. On l'appelle la composante connexe de x (dans X). Les composantes
connexes forment une partition de X.

‘Proposition. Tout produit d’espaces connexes est conneze. ‘

| Théoréme. Tout intervalle est connexe. ‘

On en déduit que les parties connexes de R sont les intervalles.

‘Théor‘eme. L image d’un espace connexe par une application continue est connexe. ‘

On en déduit le théoreme des valeurs intermédiaires.

Connexité par arcs. On dit que X est connexe par arcs si deux points de X peuvent étre joints par
un chemin continu, i.e. si pour tous z,y € X, il existe une application continue f : [0, 1] — X telle que

f0)=zet f(1) =y.
Tout espace métrique connexe par arcs est connexe. Un ouvert connexe d’un espace vectoriel normé
est connexe par arcs.
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3.2.3 Espaces métriques complets.
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition (Suite de Cauchy). Une suite (u,) dans X est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il
existe n € N tel que, pour p,q > n, on ait d(u,,u,) < ¢.

Définition. On dit que 'espace métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy de X est
convergente.

Parties completes. Une partie complete d’un espace métrique est fermée. Une partie d’un espace
métrique complet est complete si et seulement si elle est fermée.

Exemples. Les espaces métriques R et C sont complets. Un espace vectoriel normé de dimension finie
est complet.

Théoreme du point fixe. Une application f : X — X est dite contractante si elle est lipschitzienne
de rapport k pour un certain k£ < 1.

Théoreme du point fixe. Si X est un espace métriqgue complet non vide, toute application contrac-
tante f de X dans X admet un unique point fize. Pour tout x € X, la suite récurrente (z,,) définie
par x, = f"(x) converge vers le point fize de f.

3.3 Exercices
3.3.1 Espaces métriques

3.1 Exercice. Soit f : Ry — R, une fonction croissante telle que f(0) = 0 et, pour tous s,t € R,
fs+1) < f(s) + f().
1. On suppose qu’il existe s > 0 tel que f(s) = 0. Montrer que f est nulle sur R .

2. On suppose que f n’est pas nulle. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que l'application
(z,y) — f(d(z,y)) est une distance sur X.
3. Vérifier que les applications suivantes satisfont les hypotheses faites sur f :

t
e0—0ett—1sit>0; ot — t* avec a € )0, 1]; et +— min(t, 1); ot ——-

4. Soit g : Ry — R, une fonction croissante, continue, dérivable sur R’ telle que g(0) = 0. On
suppose que ¢ est décroissante. Montrer que ¢ vérifie les hypotheses faites sur f.

3.2 Exercice. Soit I’ une partie fermée de R.
1. On suppose que F' est non vide et majorée. Montrer que sup F' € F.

2. Soit x € R\ F. Montrer quil existe a € F'U {—o0} et b € F U {+00} tels que a < = < b et
la,b[C R\ F.
Soient (E, N) un espace vectoriel normé et f : F' — FE une application continue.

3. Montrer qu’il existe une application g : R — E qui prolonge f et qui est affine sur tout intervalle
[a, b] tel que Ja,b[C R\ F.

4. Montrer qu’une telle application g est continue.
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3.3.2 Espaces métriques compacts

3.3 Exercice. Soient K une partie compacte non vide d'un espace métrique (X,d) et U une partie
ouverte de X contenant K. Montrer qu’il existe r € R, tel que pour tout z € X, on ait I'implication
d(z,K) <r=x e U. Considérer l'application x — d(x, X \ U) définie sur K.

3.4 Exercice. Soient E un espace vectoriel normé et A, B des parties de E. On pose A+B = {x+y;z €
A, y € B}.
1. On suppose que A et B sont compactes. Montrer que A + B est compacte.

2. On suppose que A est compacte et que B est fermée dans E. Montrer que A+ B est fermée dans
E.

3.5 Exercice. Soient (X, d) un espace métrique compact et W une partie ouverte de X x X contenant
la diagonale {(z,z);z € X} de X. Montrer qu’il existe € R, tel que pour tout (z,y) € X x X, on
ait 'implication d(z,y) <r = (z,y) € W.

3.6 Exercice. Soient X un espace métrique, Y un espace métrique compact et f : X — Y une
application dont le graphe G C X x Y (c’est-a-dire I'ensemble {(z, f(z));z € X }) est fermé dans
X x Y. Montrer que f est continue.

3.7 Exercice. On dit qu'un espace métrique X est précompact si pour tout € > 0, il existe un suite
n

finie (z1,...,x,) de points de X telle que X = U B(x,e).
k=1
1. a) Soit (X,d) un espace métrique qui n’est pas précompact. Démontrer qu’il existe r > 0
et (zn)neny une suite de points de X telle que, pour tout n,m € N, avec n # m, on ait
d(zp, ) > 1.
b) Démontrer que tout espace métrique compact est précompact.

2. Démontrer inversement que tout espace métrique précompact et complet est compact.

3.8 Exercice. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit (x,) une suite de Cauchy dans X, non convergente. Montrer que, pour tout x la suite
(d(x, xn)) est convergente vers un nombre g(z) € R%. Montrer que ’application z g(x) ™! est
continue de X dans R et n’est pas bornée.

2. On suppose que X n’est pas précompact (exerc . Soient alors r > 0 et (x,)nen une suite de
points de X telle que, pour tout n,m € N, avec n # m, on ait d(x,, x,,) > r. Montrer qu’il existe

une unique fonction f : X — R telle que f(z) = n(g — d(wy, 2)) sid(zn,z) < g et f(z) = 0 si,

r
pour tout n € N, on a d(z,,z) > 3 Montrer que f est continue et qu’elle n’est pas bornée.

3. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) lespace X est compact;

b) pour tout espace métrique Y et toute application continue f : X — Y, f(X) est fermé dans
Y .

3

¢) toute fonction continue f: X — R est bornée.

3.9 Exercice. Soient X un espace métrique compact non vide, Y un espace métrique et f : X xY — R
une application continue. Démontrer que I'application y — sup{f(z,y);x € X} de Y dans R est
continue.

3.10 Exercice. Soient X, Y des espaces métriques. Montrer que la projection X x Y — Y est fermée
si et seulement si X est compact ou Y discret. On rappelle qu’une application f d’un espace métrique
A dans un espace métrique B est dite fermée (resp. ouverte) si I'image par f de toute partie fermée
(resp. ouverte) de A est fermée (resp. ouverte) dans B.

21



3.3.3 Connexité

3.11 Exercice. Soit X un espace métrique. Montrer que la relation R définie par x Ry si et seulement
s’il existe une application continue « : [0,1] — X telle que «(0) = z et o(1) = y est une relation
d’équivalence sur X. Montrer que la classe d’équivalence d'un point x € X est la plus grande partie de
X connexe par arcs contenant z.

3.12 Exercice. Une démonstration du théoreme de Darboux. Soient U un ouvert de R et
f : U — R une application dérivable. Soit I C U un intervalle. Notons A = {(z,y) € I x I;z < y}.
1. Montrer que A est une partie connexe de R
— f(x —
2. Pour (z,y) € A, posons g(z,y) = M Montrer que g(A) C f'(I) C g(A).
y—x
3. Montrer que f'(I) est un intervalle.
Ce résultat signifie que la dérivée de toute fonction dérivable posseéde la propriété de la valeur
intermédiaire. Voir pour deux autres démonstrations.

3.13 Exercice. Soit U une partie ouverte de R". Montrer que les composantes connexes de U sont
ouvertes dans R". Montrer que I’ensemble des composantes connexes de U est dénombrable.

3.14 Exercice. Soit X un espace métrique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Pespace X est compact et connexe;

(ii) pour tout recouvrement ouvert (U;);c; de X, il existe un nombre entier n € N et des éléments

i1,...,1, de I tels que U Ui, = X et tels que pour tout k € N, 1 <k < n, on ait U, NU;,,, # 0.
k=1

3.3.4 Complétude

3.15 Exercice. Soit (£, N) un espace vectoriel normé.
1. Soient x,y € E et r,s € R tels que la boule fermée de centre z et de rayon r soit contenue dans
la boule fermée de centre y et de rayon s. Montrer que N(y — z) + 7 < s.

2. On suppose que E est complet. Soit (B,,) une suite décroissante de boules fermées. Montrer que
I'intersection des B,, n’est pas vide.

3.16 Exercice. On se propose de donner une autre démonstration du théoreme du point fixe. Soient
(X, d) un espace métrique complet non vide et f : X — X une application lipschitzienne de rapport
k € [0,1[. Pour R € Ry, on pose Ar = {z € X;d(z, f(z)) < R}.
1. Montrer que f(Ag) C Agg et en déduire que pour tout R € RY, Ag est une partie fermée non
vide de X.
2R

2. Soient z,y € Ag. Montrer que d(z,y) < 2R+ d(f(z), f(y)) et en déduire que §(Ag) < e

3. Montrer que Ay n’est pas vide.

3.17 Exercice. (Théoreme du point fixe a parametres). Soient X un espace métrique, (Y, d) un espace

métrique complet non vide et f: X x Y — Y une application telle que

e pour tout y € Y, Papplication x — f(z,y) est continue;

e pour tout x € X, il existe un voisinage V' de x et un nombre réel k tels que 0 < k£ < 1 et, pour tout
(2 y,y) €V XY x Y, on ait d(f(x’,y),f(:c’,y’)) < kd(y,y).

1. Montrer que I'application f est continue.

2. Montrer qu’il existe une unique application g : X — Y telle que, pour tout x € X, on ait
f(z,9()) = g(x).

3. Montrer que 'application g est continue.
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4 Espaces vectoriels normés, espaces de Banach

Biblio pour ce chapitre : les classiques ([L_M [L-F Al [M_Anal, RDO] etc. ). Je me suis un peu servi de
[SK]...
4.1 Applications linéaires continues

Comme un espace vectoriel normé est, comme on ’a vu muni d'une distance, toutes les notions de
continuité, de limite etc. , y ont un sens.

Proposition. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Les applications (xz,y) — x +y de E x E dans
E et (\,z) = Ax de R x E dans E sont continues.

l Définition. Un espace de Banach est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé complet.

Sous-espaces de Banach. On appelle sous-espace de Banach d'un espace de Banach E un sous-espace
vectoriel fermé F' de E (muni de la restriction a F' de la norme de F).

Norme d’une application linéaire. Soient E et F' des espaces vectoriels normés et f : £ — F une
application linéaire. I’application f est continue si et seulement si elle est continue en 0 ce qui a lieu
si et seulement s'il existe k € R avec ||f(x)| < kl|z|] pour tout z € E.

La meilleure constante dans cette inégalité, est le nombre sup{||f(z)|; x € E, ||z|| < 1} qui s’appelle
la norme de f et se note ||| f|||-

Pour £ € Ry on a (|| f(x)|| < k||z|| pour tout x € E) <= (k= |||fIID-

Si f:E— Fetg:F — G sont des applications linéaires continues, alors |||g o ||| < [llg]ll-lIl /]Il

Proposition. Soient E et F des espaces vectoriels normés. L’ensemble L(E,F) des applications
linéaires continues de E dans F est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel de toutes les appli-
cations linéaires de E dans F. L’application ||| || est une norme sur L(E, F'). Si F' est complet, il en
va de méme pour L(E, F).

Equivalence de normes Soient p et ¢ des normes sur un méme espace vectoriel E. On dit que p et
q sont équivalentes s'il existe k, £ € R tels que kp < g < {p.

Remarquons que les distances associées a des normes équivalentes sont des distances équivalentes, donc
uniformément équivalentes.

En particulier si p et ¢ sont des normes équivalentes sur F, alors (E,p) est un espace de Banach si et
seulement si (F, q) est un espace de Banach.

Remarquons aussi que contrairement au cas des espaces métriques généraux, il n’y a qu’une seule notion
d’équivalence de distances : les distances associées a deux normes sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles sont équivalentes.

4.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Présentons-les ici a nouveau rapidement.

Sur 'espace vectoriel R" on dispose de plusieurs normes : pour { = (x1,...,2,) on pose
* [[€lloe = max([z1], ... [zn])
o [[€l = [aa| + -+ |
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o [lgllz = Vw2 + -+ .

Ces normes sont équivalentes : on a ||€]|oo < [[€]l2 < ||€]l1 € nl|€]|oo. Nous allons voir que toutes les
normes de R" sont équivalentes. Le point clef est que les boules et les spheres de 'espace vectoriel
normé (R", || ||oc) sont compactes.

Lemme. Munissons R" de la norme || |-
a) Toute application linéaire de R™ dans un espace vectoriel normé est continue.

b) Toute application linéaire bijective de R"™ dans un espace vectoriel normé est un homéomor-
phisme.

Démonstration. Notons (eq, ..., e,) la base canonique de R". Soient (E, N) un espace vectoriel normé
et ¢ : R" — E une application linéaire.

a) Pour tout £ = (x1,...,2,) € R", on a

p(§) = plx1er + -+ + wnen) = z1p(er) + -+ + Znp(en),

donc

N () < 1IN (pler)) + -+ |zal N (plen)) < 1€l (N (pler)) + -+ + N(plen)));:

en d’autres termes, ¢ est continue et 'on a [j¢]| < N(p(e1)) + -+ N(p(en)).

b) Supposons ¢ bijective. Notons S = {£ € R";||€|l.c = 1} la sphere unité de R". L’application
Nop:R" — Ry est continue d’apres (a). Comme ¢ est injective et N est une norme, pour tout
¢e S, onaN(pE)>0. Comme S est compact, il existe a € RY qui minore {N o ¢(§); & € S}.
Soit £ € R"; si & n'est pas nul, posons 1 = ||£]|}€. Alors € S, donc N((n)) > a; on en déduit
que N(p(€)) = al|¢]|. Cette derniere égalité étant aussi vraie si & est nul, on en déduit que,

1
pour tout u € E, on a N(u) = N(¢o(¢ " (u))) = all¢™" ()]s, ou encore [~ (u)]loo < =N (u).
a
Donc ¢~ ' est continue (et ||| <a™'). O

Théoréme. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

a) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Munissons E d’une norme.

b) Toute application linéaire de E dans un espace vectoriel normé est continue.

Démonstration. Choisissons une application linéaire bijective ¢ de R" sur E, ou n désigne la dimension
de F.

a) Soient N et N’ des normes sur E. Par le lemme ci-dessus, ¢~ est un homéomorphisme de
(E,N) sur (R", || ||s) et Papplication ¢ est un homéomorphisme de (R™, || ||o) sur (£, N'). Leur
composée, l'identité de F, est donc un homéomorphisme de (E, N) sur (E, N').

b) Soit ¢ une application linéaire de E dans un espace vectoriel normé F'. Par le lemme ci-dessus,
'application ¢! est un homéomorphisme de E sur R™ et I'application v o ¢ est continue de R™
dans F'. Leur composée v est donc continue. O

Il résulte de ce théoreme que pour tout espace vectoriel normé E de dimension finie n, il existe un
homéomorphisme linéaire de R" sur F.

Proposition. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
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‘Corollaire. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé. ‘

Théoréme de Riesz. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On a équivalence entre :
(i) E est de dimension finie

(ii) La boule fermée B de centre O et de rayon 1 est compacte

(i1i) E est localement compact i.e. tout point admet un voisinage compact.

Démonstration. (i)=-(iii) Tout espace vectoriel normé de dimension finie n est homéomorphe a R™. 1l
est donc localement compact.

(iii)=-(ii) Soit (£, N) un espace vectoriel normé localement compact. Soit V' un voisinage compact
de 0 dans FE. Il existe alors » > 0 tel que V' contienne la boule fermée de centre 0 et de rayon r.
Comme cette boule est fermée dans le compact V', elle est compacte. Comme la multiplication
par 1/r est continue B est compacte.

(ii)=-(i) Nous utiliserons un lemme :

Lemme. Soit F' un sous espace vectoriel fermé de E distinct de E. Il existe x € E tel que
N(z)<letd(z,F)=inf{N(x—=z2); z€ F} > 1/2.

Démonstration. Puisque FE # F il existey € F ety ¢ F. Comme F est fermé, d(y, F') # 0. Quitte
1

a remplacer y par my, on peut supposer que d(y, F') = inf{N(y — z2); z € F} = 1/2. 1l
Y,

existe alors z € F' tel que x = y — z satisfasse N(z) < 1. Notons que d(x, F) = d(y, F) =1/2. O

Supposons que E n’est pas de dimension finie et construisons, par récurrence, une suite x,, de
points de B telle que, pour tout n,m € N avec n # m, on a N(x,, — x,,) > 1/2.

Posons zp = 0. Supposons (xo,...,,) construits, et notons F le sous-espace vectoriel qu’ils
engendrent. Il est de dimension finie, donc fermé et distinct de E. D’apres le lemme, il existe
Tpi1 € E tel que N(z,41) < 1 et d(xpy1, F) > 1/2. En particulier, puisque pour £ < n on a
zy € F, il vient N(zp — x,41) > 1/2. Toute suite extraite de la suite (x,,) ainsi construite, n’est
pas de Cauchy, donc elle n’est pas convergente. Il s’ensuit que B n’est pas compacte. O

Le théoreme de Riesz nous dit que dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, les boules
fermées de rayon non nul ne sont pas compactes. En particulier, en dimension infinie, les fermés bornés
ne sont pas toujours compacts.

4.3 Espaces préhilbertiens

Produit scalaire. Soit E un espace vectoriel réel. Une forme bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — R
est dite positive si pour tout © € E, on a p(z,z) € Ry. Si de plus on a p(z,z) =0 = 2 = 0, on dit
que @ est définie positive (ou positive non dégénérée).

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire définie positive.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

En général, les produits scalaires se notent (x,y) — (z|y).

Lorsque F est un espace vectoriel complexe, un produit scalaire est une forme sesquilinéaires ¢ :
E x E — C (linéaire par rapport a une des variables, antilinéaire par rapport a l’autre (E[) hermitienne
(p(y,z) = ¢(x,y) pour x,y € E) définie positive. convent

3. Les deux conventions existent : selon les auteurs, c’est Papplication = — @(z,y) ou 'application y — o(z,y) qui
est linéaire. Nous supposerons ici que x — (z,y) est linéaire.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ une forme hermitienne positive sur un espace vectoriel F.
Pour tout z,y € E, on a [p(z,y)[* < ¢(z, 2)¢(y, y).

1/2

Norme associée. Si (F,( | )) est un espace préhilbertien, 'application z — (z|z)"/< est une norme

sur E notée || ||. Un espace préhilbertien est donc un espace vectoriel normé.

Théoréme de Pythagore. Soient (E,( | )) un espace préhilbertien, et z,y € E. On a ||z + y|* =
|12 + [|y||? + 2R(z|y). Donc si z et y sont orthogonaux, i.e. si (z|y) =0, on a ||z +y||* = [|=||* + ||ly|/*.

Familles orthonormales.. Une famille (e;);c; de vecteurs de F est dite orthonormale si les e; sont
deux a deux orthogonaux de norme 1.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie. Soit (ey,...,ex) une famille
k

orthonormée et x € E. Notons F' le sous-espace vectoriel engendré par les e;. Posons y = Z<x|ei>ei.
i=1

Alors iy € F et (yle;) = (z]e;), donc 2 —y € F-. Pour 2 € Fonay—2 € Fetz —y € F* donc
k

lz =211 = e —y[*+lly—=2]* > o —y|* done d(x, F)* = |lx—y|* = [|z]]* — ylI* = J|* = Y [{z]e:) .
=1

Procédé d’orthonormalisation de (Gram-)Schmidt. Un espace vectoriel hermitien de dimen-
sion finie possede une base orthonormale. Soit (z1,...,2,) une base de E'; il existe une unique base
orthonormale de F vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Pour k = 1,...,n les espaces vectoriels engendrés par (eq,...,ex) et (x1,...,x) coincident;
b) (exlzr) € Ry.
La construction des e, est algorithmique : on pose y; = x1 et e; = ||y1]| 'y1; supposant (ey, ..., ex)
k
. _ : _ -1
construits, on pose Yri1 = Tpy1 — Z(xk+1|e,~>e,~ puis exi1 = ||yrs1ll ™ Y-
i=1
Notons que la matrice de passage de la base (e1,...,¢e,) a (x1,...,x,) est triangulaire supérieure avec

des coefficients strictement positifs sur la diagonale. On peut interpréter ce procédé de deux fagons :

Décomposition d’Iwasawa. Soit A € GL,(R); il existe une unique matrice K € O(n) et T triangu-
laire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la diagonale telles que A = KT
En effet, écrivons A comme matrice de passage Pg, g de la base (orthonormée) canonique By
dans une base B. Ecrire A = KT c’est trouver une base B, telle que la matrice de passage Pp, g,
soit orthogonale et Pg, p soit triangulaire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur
la diagonale : c’est la base du procédé de (Gram-)Schmidt.

Décomposition de Cholesky. Soit A € GL,(R) définie positive; il existe une unique matrice T
triangulaire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la diagonale telles que A =
'TT.
En effet, la matrice A est la matrice d’'un produit scalaire dans une base B. Si T triangulaire
supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la diagonale est la matrice de passage
d’une By vers B, alors By est orthonormeée si et seulement si la matrice du produit scalaire dans
la base By est I,,, i.e. si et seulement si A = ‘TT.

Exemples de produits scalaires. Citons brievement deux exemples importants :

Suites de carré sommable. Notons ¢* l'espace vectoriel des suites (a,) € R telles que l'on ait
+oo

Zai < +oo. Pour (a,), (b,) € £2, la série de terme général (a,b,) converge absolument (car

n=0

+o0
12a,b,| < aZ +b2). On pose ((a,)|(bn)) = Z by,
n=0
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Fourier. Notons D l'ensemble des fonctions continues par morceaux sur R a valeurs complexes,
périodiques de période 27, et telles que, pour tout = € R, on ait 2f(z) = %irré flx+t)+ f(x —1).
_>

1

Pour f,g € E, posons (f|g) = o /. 7Tf(t)malt.

4.4 Polynomes orthogonaux

Nous développons ici un troisieme exemple de produit scalaire.

Soient I = ]a, b[ un intervalle ouvert non vide et ¢ : I — R une fonction continue positive. On suppose
que Iensemble {t €]a,b[; o(t) # 0} est dense dans I. Notons E, 'ensemble des fonctions continues

g € C(I;R) telles que la fonction ¢ — ¢(t)] g(zﬁ)}2 soit intégrable. L’ensemble E, est un sous-espace
b

vectoriel de C'(I;R) et 'application (f,g) — (f|g) = / @(t) f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur £,
Supposons de plus que, pour tout n € N, Papplication ¢ + ¢(t)t*" est intégrable sur I, de sorte que

t — t" appartient a E,; on en déduit que toute fonction polynomiale appartient a E,.

Comme [ est ouvert et non vide, il est infini. Donc I'application qui a un polynome P associe I’élément
t — P(t) de C(I;R) est injective. Pour simplifier les notations qui suivent, nous identifierons abu-
sivement polynome et application polynomiale définie sur /. En particulier, on note X 'application
t—t.

Pour n € N, notons £, le sous-espace vectoriel de F, formé des polynémes de degré < n. Notons p,
le projecteur orthogonal de E,; d’image E,. Enfin posons h, = X" — p,(X"). On a les propriétés
suivantes :

a) comme p,(X") est un polynome de degré < n, h, est un polynome unitaire de degré n; en
particulier, ho =1 et h, € E, 11 ;

b) h, est orthogonal a E,,.

Ces propriétés (a) et (b) caractérisent le polynome h,,. Notons que si n # m, alors les polynomes h,, et
h,, sont orthogonaux.

Sur l'espace vectoriel R[{X] C E,,, considérons la forme bilinéaire B : (f, g) — (X f|g) ; comme B(f, g) =

b
/ e(t)tf(t)g(t)dt = B(g, f), la forme B est symétrique.

Propriétés des polynomes orthogonaux h,,.

e Formule de récurrence. Soit f € E,_1; on a (Xh,|f) = B(h,, f) = B(f, hn) = (X flha) =0
puisque X f € E,. Comme h,, 1 et Xh, sont unitaires, il en résulte que h,, .1 — Xh, est un élément
de F, ., orthogonal a F,, 1. Or E, .1 N Eﬁ_l admet comme base (h,_1, hy,). Il existe donc a,, € R et
Bn € R tels que hyp1 = (X — ay)hy — Bohn-1.

e Interprétation des racines. Notons T, : E, — E, l'application f — p,(Xf). Pour f,g € E,,
on a (T,(Nlg) = wu(X)lg) = (Xflg), puisque Xf — p,(Xf) appartient & E-. On a donc
(T,.(f)|lg) = B(f,g). En particulier, '’endomorphisme 7,, de E,, est symétrique. Il admet donc une
base orthonormale de vecteurs propres. Soit f un vecteur propre pour 7}, de valeur propre \. Alors,
pour tout g € E,, ona 0= (T,,(f)—Aflg) = (Xf—Aflg). On en déduit que (X —\)f € E;; comme
de plus (X — ) f est de degré < n, il est proportionnel a h,,. En d’autres termes, f est vecteur propre
pour la valeur propre A si et seulement si A est une racine de h,, et f est proportionnel au quotient
de h,, par X — \.

e Position des racines

a) Comme T,, est diagonalisable, il admet une base ¢, ...,q, de vecteurs propres; ce sont des
polynomes de degré n — 1 que l'on peut évidemment supposer unitaires. Par ce qui précede,
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on a (X — \;)¢; = h, ou \; est la valeur propre associée ; comme les ¢; sont distincts, il existe
n nombres réels distincts Aq,..., A\, tels que X — \; divise h,, ; autrement dit, h, a n racines
réelles distinctes.

Soit A une racine (réelle) de h,. Si ¢ est le quotient de h,, par X — X, on a h,, = (X — \)q et
b

©(t)(t — N)q(t)*dt = (hy|q) = 0, donc t — X ne garde pas un signe constant sur ]a, b[; on en
déduit que A €la, b|.

Soit n € N, n > 1. Notons A\; < --- < A, les racines de h, et uy < -+ < pp, < pny1 celles de
hpiq. Pour 5 € {1, ...,n+ 1}, notons f; un vecteur propre de norme 1 de 7},4; pour la valeur
propre p; et, si j < m, notons e; un vecteur propre de norme 1 de 7}, pour la valeur propre A;. Si
n n n+1
9= zjej, ona g’ => a7 et Bg,g) = (Tu(g ZA 3. De méme, si g = Zyyij
j=1 =1
n+1 n+1
on a |lg||* = Zyj et B(g, ) Zujyj
Fixons k € {1, ...,n}. Notons F L, F+ les sous-espaces vectoriels de F,, engendrés respectivement

par les e; pour j < k et par les e; pour j > k. Notons aussi G_, G les sous-espaces vectoriels
de E,41 engendrés respectivement par les f; pour j < k + 1 et par les f; pour j > k. La
dimension de F_ est k, celle de F, est n — (k — 1), celle de G_ est k + 1 et celle de G est
n+1—(k—1); donc les sous-espaces vectoriels F~ NG, et Fy NG_ de E, 1 ne sont pas nuls.

Soient g € F_ NGy et h € F,. NG_ des vecteurs non nuls.
k n+1

Comme g € F- NG, il existe x1,..., %k, Yk, ---,Ynt1 € R tels que g = Z.Q:jej = Zyjfj;

Jj=1
n k+1

écrivons aussi h = Zujej = Zvjfj. Comme ¢ est un élément non nul de FE,, il n’est pas
j=k j=1
proportionnel & fy (qui est de degré n car proportionnel a h,, 1 /(X —pg)) ; il existe donc j > k tel
n+1 n+1

que y; # 0. On trouve B(g, g) Z)\]xj Mellgll? et B(g, g) Z,ujyj > /Lkaj = 1)l gl*.

On en déduit que py < Ag.
De méme, h n’est pas proportionnel & fi 1, donc \g||R||* < B(h, h) < i |2
Cela montre que 'on a pu; < Ay < i < ... it < Ay < fhpa1-

b
Méthode de quadrature de Gauss. Il s’agit d’approcher une intégrale du type / f(t)p(t)dt.

L’énoncé est le suivant.

Soit h, le n-ieme polynome orthogonal pour ¢ et notons A1, ..., \, ses racines. Alors il existe
wy, ... w, € R tels que, pour tout polynome P de degré < 2n — 1 on ait

/ o) Pty dt = 3 weP().

De plus, pour tout k, on a wy > 0.
En effet, les formes linéaires P +— P();) forment une base du dual de l'espace vectoriel
des polynomes de degré < n. Il existe donc un unique n-uplet wq,...w, tels que l'on ait

b

/ (t) P(t)dt = Zka(/\k) pour P de degré < n. Cette égalité a aussi lieu pour P = h,,Q
a k=1

avec () de degré < n puisque les deux membres sont nuls, A, étant orthogonal a ). Or tout

polynéome P de degré < 2n — 1 s’écrit sous la forme P = h,,@Q + R (division euclidienne).

b
Enfin, prenant P, = H(X — )%, on trouve wy, H()\k — ) = / o(t)Py(t) dt > 0.
Jk Jk a
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e) Formule de Darboux-Christoffel Voir exerc. [4.13]

Nous allons a présent donner quelques exemples de polynomes orthogonaux. Nous utiliserons un lemme
simple.

Lemme. Soient k € N, I un intervalle ouvert de R, f une fonction de classe C* sur I. On
suppose que, pour tout j < k, la fonction t — tjf(J)(t) tend vers 0 aux bords de I. Alors ['intégrale

b b
/ tF fEHD () dt est convergente et l'on a / tk fEHD (1) dt = 0.

a

k
kD
Démonstration. En effet, une primitive de t — t* fk+D(t) est la fonction t — E (—1)k =t FO).
: J!
J=0

]

n

Exemples. a) Onsuppose I =]—1,1[et » = 1. Notons g, la dérivée n-ieme du polynome (X2 —1)
|

et posons h,, = an. (Pest un polyndéme unitaire. Pour tout k < n, on peut écrire h, = f*1,

oil f est proportionnel & la dérivée d’ordre n — k — 1 de (X? — 1)". En particulier, pour tout
1
jeN, tel que j < kona f9(—1) = f9(1) = 0. Par le lemme, on trouve / R (£)t* dt = 0. Cela
-1
montre que h,, est le n-itme polynome orthogonal. Ces polynomes h,, s’appellent les polynomes
de Legendre.

b) On suppose I =] —1,1[ et, pour t € I, (t) = (1 — t*)~*/2. Rappelons qu'’il existe un polynéme
T,, de degré n tel que, pour tout x € R, on a T}, (cos ) = cosnx. Pour n # 0, le polynome 2' "7},
est unitaire ; notons le h,. On pose aussi hy = 1. Pour n,m € N distincts, faisant le changement
de variable t = cosz, pour z €]0, 7|, puisque @(t)dt = —dz, on trouve

1 0
/ T,(6) T (t) p(t)dt = —/ T, (cos x)T,,(cos z) dz
-1 ™
= / cos nx cosmx dx
0

=0 car n # m.

Cela montre que h,, est le n-ieme polynéme orthogonal.

¢) On suppose I =] —1,1[ et, pour t € I, p(t) = (1 —t*)"/2. Rappelons qu'il existe un polynome S,
de degré n tel que, pour tout x € R, on a sinx S, (cos z) = sin(n + 1)z. Pour tout n, le polynéme
27"S,, est unitaire; notons le h,. Pour n,m € N distincts, faisant le changement de variable

t = cosz, pour = €]0, [, puisque @(t) dt = —(sinx)?dx, on trouve
1 0
/ Sp(t)Sm(t) e(t)dt = —/ (sinz)? S, (cos x)S,,(cos x) dv
1 T
= / sin(n + 1)z sin(m + 1)z dx
= 0O puisque n # m.

Cela montre que h,, est le n-ieme polynome orthogonal.
Les polynomes T, et .S,, s’appellent les polynomes de Tchebycheff de premiere et deuxieme espece
respectivement.

d) On suppose I = ]0,+oo] et, pour t € I, ¢(t) = e . La dérivée n-ieme de la fonction t — t"e™"
s'écrit t — (—1)"h,(t)e"", oul h, est un polynome unitaire de degré n. Pour tout k < n, on peut
écrire hy(t) et = fEHD(1), ol f est une fonction proportionnelle & la dérivée d’ordre n — k — 1
de t — t"e~'. En particulier, pour tout j < k on a f(j)(O) — (. Par ailleurs, comme fU) est le
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produit d’une fonction polynomiale par ¢t — e, on a th+m FO®) = 0. Par le lemme précédent,
—+00
+o0

on trouve ho(t)t*e ' dt = 0. Cela montre que h,, est le n-iéme polyndéme orthogonal. Ces

0
polynomes h,, s’appellent les polynomes de Laguerre.

e) On suppose I = R et, pour t € I, p(t) = e~"/2. La dérivée n-ieme de la fonction ¢ — e */2

sécrit t — (—1)"h,(t)e /%, on hy, est un polynome unitaire de degré n. Pour tout k < n et
tout ¢t € R, on peut écrire hn(t)e_tQ/Q = fED(), on f est proportionnel & la dérivée d’ordre

n—k—1det+ e /2 Comme fY) est le produit d’une fonction polynomiale par t e /2

+oo
a lim fY(¢t)# = 0. Par le lemme, on trouve / ha(t)t"e /2 dt = 0. Cela montre que h,, est

t—+o0

, on

—00
le n-ieme polyndéme orthogonal. Ces polynomes h,, s’appellent les polynomes de Hermite.

4.5 Exercices
4.5.1 Espaces vectoriels normés

4.1 Exercice. Soient E un espace vectoriel normé complexe, B la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 1 et ¢ une forme linéaire sur £. Montrer que pour tout A, u € C tels que A € ¢(B) et |u| < 1, on
a A\ € ¢(B). En déduire que pour toute partie ouverte non vide U de E et toute forme linéaire ¢ non
continue, on a {(U) = C.

4.2 Exercice. Soient E' un C-espace vectoriel et p, ¢ des normes sur E.
1. On suppose que B,(0,1) C B,(0,1). Montrer que ¢ < p.
2. On suppose que B,(0,1) = B,(0,1). Montrer que p = gq.

4.3 Exercice. Notons C' ([0, 1]; C) I'espace vectoriel des fonctions de classe C' de [0, 1] dans C.
1. Montrer que les applications p : f + || flloc + ||/ lloc €t ¢ = f = |f(0)] + || /|l sont des normes
équivalentes sur C*([0, 1]; C).
2. Les normes p et f +— || f||c sont-elles équivalentes ?

3. Montrer que C*([0,1]; C) muni de la norme ¢ est un espace de Banach.

4.4 Exercice. Démontrer que dans un espace vectoriel normé

e 'adhérence d'une boule ouverte est la boule fermée de méme rayon ;

e l'intérieur d'une boule fermée de rayon non nul est la boule ouverte de méme rayon.
Ces deux énoncés sont faux dans le cas d’un espace métrique quelconque !

4.5 Exercice. Démontrer que, dans un espace vectoriel normé, ’adhérence d’un sous-espace vectoriel
est un sous-espace vectoriel.

4.6 Exercice. Soient (E,p) et (F,q) des espaces vectoriels normés et f : E — F une application
linéaire de rang fini (ce qui signifie que le sous-espace vectoriel Im f de F' est de dimension finie).
Démontrer que f est continue si et seulement si son noyau est fermé.

4.7 Exercice. 1. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimen-
sion finie. Montrer que pour tout x € E, il existe y € F tel que d(z, F) = ||z — y||. En déduire
que, si E # F, pour tout y € F et tout A > 0, il existe x € F, tel que d(x, F) = ||l — y|| = \.

2. Soient E un espace de Banach et (F,,) une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels
de E de dimension finie.

a) Construire une suite (x,,) d’éléments de E tels que x,, € F,,, d(xp11, Fy) = || Tpy1—xnl = 37"

3—71»
b) Montrer que la suite (z,) converge dans E et que sa limite x vérifie d(z, F},) > -
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¢) En déduire que 'on a E # U F,.
neN
3. Démontrer qu'un espace de Banach n’admet pas de base (algébrique) infinie dénombrable.

4. Démontrer, en adaptant la preuve ci-dessus, qu’un espace de Banach n’est pas réunion d’une suite
strictement croissante de sous-espaces fermés.

4.5.2 Espaces préhilbertiens

4.8 Exercice. Soient E un espace vectoriel réel et f: E — R, une application qui vérifie

Ve,ye B, f(x+y)+ flz—y)=2f(x)+2f(y).

1. Montrer que f(0) = 0 et que pour tout y € E, on a f(—y) = f(y).
2. Montrer que pour tout k¥ € Z et tout € F, on a f(kz) = k*f(z). En déduire que, pour tout
keQ, ona f(kz) =k f(x).

3. Montrer que, pour tout z,y,2 € E, on a

faty+z)=fla+ty)+ fle+2)+ fly+z2)— flo) - fly) - f(2).
4. Montrer que 'application (z,y) — f(x +y) — f(x) — f(y) est Q-bilinéaire.

5. Montrer que toute norme sur E vérifiant I'identité de la médiane
(lz + ylI* + |z — yl|* = 2[|=]|* + 2||y|*) est issue d'un produit scalaire.

Projection sur un convexe

4.9 Exercice. Soient E un espace préhilbertien.
1. Soit C' une partie de F et x € E.

a) Soit y € C' tel que, pour tout z € C, on ait %((x—y[z—y)) < 0. Démontrer que 'application
x +— ||z — z|| définie sur C' atteint en y son minimum.

b) On suppose que C' est une partie convexe compleéte non vide de E. Montrer qu’il existe un et
un seul point yo de C' en lequel la fonction y — ||y — || (définie sur C') atteint son minimum.

Le point yo ainsi défini s’appelle le projeté de x sur C'; on le notera po(x).

¢) Démontrer que pour tout = € E et tout z € C, on a R((z — pc(z)|z — pc(z))) < 0.

2. Soient E un espace hilbertien réel et (eq,...,e,) un systéme orthonormal dans E. Notons C
I'enveloppe convexe de {ey,...,e,}. Soit x € E.
: , - —a
a) Pour j € 1,...,n, on pose a; = (xle;). Posons aussi a = Zaj, by = a; + et y =
j=1

Z bje;. Montrer que pc(z) = pe(y).
=1

b) Montrer qu'’il existe un unique ¢ € R, tel que Z sup{b; —¢,0} = 1.
j=1

n

¢) Montrer que po(z) = Z sup{b; — ¢, 0}e;.

J=1

4.10 Exercice. Soient F un espace préhilbertien et (e, ),eny une famille orthonormale de E. Notons
F le sous-espace vectoriel de E engendré par les e,. Montrer que, pour z € E, on a d(z, F =

—+00
l[1* = [(wlen) .
n=0
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4.5.3 Un peu de Fourier...

4.11 Exercice. Soit a € C. Notons f la fonction périodique de période 27 telle que, pour tout
x € [0,27[, on ait f(x) = €.

+oo
1. Notons b la partie réelle de a. Montrer que si b = 0, alors on a Z |f(K)]? =1 et quesib#D0,
k=—oc0
+oo R ) e47rb -1
alors on a k)=
PIUCIE
2. Calculer les coefficients de Fourier de f.
3. Montrer que pour tout nombre réel non nul a on a
io I <7r> <62““+1>
= n?2+a? \a/\e2am —1

+o0 T 2

4. Montrer que pour tout nombre réel ¢ non entier on a Z (n—c) 2= ( - ) .
= sin e

4.12 Exercice. On considere la suite de polynomes a coefficients réels (Py)x>1 caractérisés par les

2m
relations P, = m — X et, pour tout k > 1, P,,; = Py et / Pi(t)dt = 0. Ce sont les polynomes de
0
Bernoulli.
1. Montrer que pour tout k > 1 et tout t € R, on a P (2m — t) = (—1)"Py(t).

2
2. Montrer que pour tout k£ > 1 et tout n € Z non nul, on a (27r)1/ Pi(t)e ™ dt = (in)~F.
0

3. Montrer que, pour tout k € N, on a Py, 1(m) =0 et, pour k > 1,

1 2 —+o00
— Py(t)*dt =2 2k — (—1)k Py (0) .
o |, P ijn (—1)* Py (0)
1 T 1 T
4. En déduire les égalités »  — = — et —=-_.
—n 6 —~n 90

4.5.4 Polynomes orthogonaux

Dans les exercices qui suivent on reprend les notations de la section 5 : on se donne un intervalle
ouvert non vide I de R et une fonction continue positive ¢ : I — R. On suppose que l’ensemble
{t € I, o(t) # 0} est dense dans I et que pour tout n € N, I'application ¢ — ((t)t*" est intégrable sur
I. On note (h,,) la suite des polynomes orthogonaux unitaires associés a . On désigne par E,, I'espace

préhilbertien des fonctions g € C(I;R) telles que la fonction ¢ — ¢(%)] g(t)}2 soit intégrable.

4.13 Exercice. 1. Montrer que B, ||hn_1]]* = (Xhp|hn_1) = (hn|Xhn_1) = ||hal]?, ot B, est donné
par la formule de récurrence h, 1 = (X — a,)h, — Bphn—1.

2. Démontrer que 'on a, pour (x,y) € R? 2 # y la formule de Christoffel-Darboux :

Ty, (2) b (y) _ haa(@)ha(y) — hn<x>hn+1(y>_
2 Rl (@ = y)l|hnl®

k=0
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4.14 Exercice. On suppose qu'il existe a €]0, +o0] tel que I = |—a, a[ et que ¢ est une fonction paire.
Montrer que, pour n pair, le polynome h,, est pair et que, pour n impair, le polynéme h,, est impair.
En déduire que les a;, de la formule de récurrence (h,+1 = (X — ay)h, — Byh,—1) sont nuls.

4.15 Exercice. On suppose que I = |—1,1[ et que pour t € I, on a p(t) = (1 —t*)%, ot a est un
nombre réel strictement supérieur & —1. Montrer que la fonction t — (1 —#*)*h,,(t) est proportionnelle
a la dérivée n-ieme de t — (1 — ¢2)"+*,

4.16 Exercice. Pour j € N, posons a; = / t/¢(t) dt. On note E,, I'espace vectoriel des polynomes réels
I

de degré < n. Ecrire la matrice du produit scalaire dans les bases (hoy. .., hn1) et (1,X,..., X"71).
En déduire 1'égalité
Qo aq a9 P ¢ o |
aq a9 as Ce Qp,
H ||hj||2 — | a9 as Qy |
0<j<n : : S :
ap—1 Gp Gpy1 ... (2p-2

4.17 Exercice. On note T, 'application qui a f € FE,, associe le projeté orthogonal de X f dans F,,.
1. Quel est le polynome caractéristique de 7T;, 7
2. Ecrire les matrices de I'application T}, dans la base (1, X,..., X" 1) et dans la base (hg, . .., hn_1).

3. Montrer que (—1)"h,, est le polynome caractéristique de la matrice

(&7)) /31 0o ... 0 0
1 aq 52 ce e 0 0
0 0 0 oo 09 5n71
0O 0 0 ... 1 ap

(o les ay, et les By sont définis par la formule de récurrence hyy1 = (X — ag)hg — Brhg—1).
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5 Séries

Biblio pour ce chapitre : les classiques ([L_M, [L-E"Al [M_Anal RDOJ etc. ).
5.1 Séries généralités

Définition. Soit (u,)neny une suite a termes dans un espace vectoriel normé E.
a) On dit que la série de terme général (u,) est convergente ou qu’elle converge si la suite (s,,)
n
définie par s, = Z ug a une limite. Sinon, on dit qu’elle est divergente ou qu’elle diverge.
k=0
b) Si la série de terme général (u,) est convergente, la limite de (s,) s’appelle la somme de la
o

série de terme général (u,) et est notée E U,
k=0

Proposition. Les séries convergentes forment un espace vectoriel et la somme est linéaire : si les
séries de terme général (uy) et (v,) sont convergentes et \,;n € K (= R ou C), la série de terme

+oco +o0 +o0
général (Au,, + pv,) est convergente et l'on a Z()\un + pvy,) = )\( Zun) + ,u( Z Un>.
n=0 n=0 n=0

Remarque (les premiers termes). S’il existe N € N tel que uy = v, pour k > N, alors les séries de
terme général (u,) et (v,) sont de méme nature (si I'une converge, l'autre aussi).

\ATTENTION :‘ Leurs sommes ne sont pas en général égales.

De ce fait, lorsqu’on s’intéresse juste a la convergence d’une série, on peut ne définir u, qu’a partir
d’un certain rang.

Notons aussi que, pour k € N, les séries de terme général (u,) et (u,4x) sont de méme nature.

+00
Exemple. La série géométrique : si |z| < 1, la série de terme général (z") converge et 'on a E 2" =

n=0

; sinon la série de terme général (z") diverge.

1 1 .
Exemple. u, = (n(n — 1))™' n’est définie que pour n > 2. On a u, = — —, donc g up =
n—1 n =
N —
1 — — — 1 : la série de terme général (u,) converge et E up = 1.
n
n=2

Proposition. Si la série de terme général (u,,) converge, la suite (u,) tend vers 0.

| ATTENTION :| Réciproque fausse.
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5.2 Séries a termes positifs

Proposition. On suppose que pour tout n € N, on a u, > 0. La série de terme général (u,) converge
n

st et seulement si la suite n +— E uy est majorée.
k=0

Théoréme de comparaison. Si pour tout n € N on a 0 < u, < v, et la série de terme général (vy,)
converge, alors la série de terme général (u,) converge.

... et, a cotrario, si la série de terme général (u,) diverge, la série de terme général (v,,) diverge!

1 1
Exemples. e La série de terme général (n~?) converge puisque — < —————-
n? " n(n—1)
e Comparaison avec la série géométrique : Soit (a,) une suite de nombres entiers dans {0, ..., 9}. La série

de terme général (a,,10™") converge : c’est le développement décimal du nombre réel S = Z ap107F.

Remarque. ZQ.lO_k = 1.
k=1

Régle de Cauchy. u, > 0. Si (u,)"/™ tend vers a et
e a <1 la série de terme général (u,) converge.
e a > 1 la série de terme général (u,) diverge.

Remarque. Si a = 1 tout est encore possible : si u,, = 1 ou u, = 1/n la série diverge ; si u,, = n~? elle
converge ; dans tous ces cas (u, )™ — 1.

Corollaire. Soient (u,) et (v,) a termes strictement positifs. S’il existe m, M € R’ tels que pour
tout n € N on ait mu,, < v, < Mu,, alors les séries de terme général (u,) et (v,) sont de méme
nature.

Vrai si les inégalités ont lieu pour n > ny.

Corollaire. Soient (u,) et (v,) des séries a termes strictement positifs. Si u, /v, a une limite non
nulle, les séries de terme général (u,) et (v,) sont de méme nature. En particulier, si u, ~ v, les
séries de terme général (u,) et (v,) sont de méme nature.

Exemples. a) Les séries de terme général x, = 1/n et y, = Log(1 + 1/n) = Log(n + 1) — Logn
divergent toutes deux (on a z,, ~ ¥y, et Z yr = Log(n + 1) — o0).

k=1
b) La série de terme général z, = 1/n — Log(1l + 1/n) converge (via un développement limité de

Log(1 a l'ordre 2, il vient z, ~ —).
og(1+ ) a Pordre 2, il vient z 2n2)

1" , Up = U, + ——; la série (alternée)
vn—+1 n—+1

de terme général u,, converge; la série de terme général v,, — u,, diverge, donc la série de terme
général v,, diverge.

¢) Faux sans I'hypothese a termes positifs : u, =
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Théoréme (Comparaison avec une intégrale). Soit f : [a,+00[— R, une application décroissante.

La série de terme général (f(n)) est convergente si et seulement si la fonction x — / f(t)dt a une

limite quand x — oo.

n+1
On utilise les inégalités f(n+ 1) < / f)dt < f(n).

Exemples. Séries de Riemann. La série de terme général — converge si et seulement si a > 1.
n

Séries de Bertrand. La série de terme général converge si et seulement sia >1oua =1

et B> 1.

n*(Inn)?

Regle n“u,. e Si n®u, est majoré (en particuier si elle a une limite finie) et o > 1, la série de
terme général (u,) converge.

o Si n®u, est minoré dans R (en particuier si elle a une limite non nulle) et o < 1, la série de
terme général (u,,) diverge.

1
Exemple. La série de terme général (1 — cos —> converge.
n

Proposition. Soient (u,,) et (v,) des séries a termes strictement positifs telles que, (pour n = ng)
Upt1/Un < Upy1/Vpn. Sila série de terme général v, converge, alors la série de terme général (uy)
converge.

La suite u, /v, est décroissante, donc majorée...

Regle de d’Alembert. Soit (u,) une série a termes strictement positifs. Si w1 /u, tend vers a et
e a <1 la série de terme général (u,) converge.
e a > 1 la série de terme général (u,) diverge.

Exemple. La série de terme général n!/n" converge
5.2.1 Séries absolument (normalement) convergentes

Définition. Une série numérique de terme général (u,,) est dite absolument convergente si la série
de terme général (|u,|) est convergente.

Soit (u,) une suite d’éléments dans un espace vectoriel normé (E, || ||). On dit que la série de terme
général (u,) est normalement convergente si la série de terme général (||u,||) est convergente.

Théoreme. Toute série absolument convergente est convergente.
Toute série normalement convergente dans un espace de Banach est convergente.

Cela découle du résultat plus précis suivant :

Critére de Cauchy pour les séries. Soit (E, || ||) un espace de Banach. Une série de terme général
(un) converge dans E si et seulement si pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour p,q = N on ait

q [o§)
H Z ukH < e. En particulier si Z |luk|| < +oo (on dit parfois que (u,) est absolument convergente

k=p+1 k=0
- je dirais normalement...) alors la série de terme général (u,) converge.
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Produit de Cauchy de séries absolument convergentes. Soient E un espace de Banach (u,) €

KY et (v,) € EN deuz séries absolument convergentes. Posons w, = E URUn—. La série de terme
k=0

général (wy,) est (absolument) convergente et l'on a (Z un)(z Up) = (Z Wy,).

x  _n
X , . .
Exemple. Par le reste de Taylor Lagrange e* = E — La série produit donne eV = e%¢Y.
“— nl
o Zn
. / /
L’exponentielle complexe. Pour z € C, on pose e* = g —- On a e** = ee”.
n!
n=0

Par le reste de Taylor Lagrange, e = cosy + isiny. Donc e*™% = €% cos y + ie® sin y.

n
Remarque. Soient (u,) et (v,) deux séries convergentes. Posons w,, = Zukvn,k. Si (uy,) ou (vy,) est
k=0
absolument convergente, alors la série de terme général (w,,) est convergente et 'on a (Z un)(z Up) =

(Z w,). Cela n’est plus vrai sans hypothese d’absolue convergence : si u, = v, = (—1)"(n + 1)"V/2,

alors w,, = (—1)”Z(k +1)7Y2(n — k+1)7Y2, donc |w,| > Z(n +1)"Y2(n 4 1)""2 = 1. Donc w,

k=0 k=0
ne tend pas vers 0.

5.2.2 Séries semi convergentes

Critere spécial des séries alternées. Si (u,) est décroissante et lim(u,) = 0, alors la série de
terme général ((—1)"u,) est convergente.

Exemples. a) Pour a > 0, la série de terme général (—1)"(n + 1)™* converge.

Attention | Ne pas oublier I’hypothese (u,) décroissante :

b) La série (w,) définie par w, = 1/(n+ 1) pour n pair et w,, = —1/(2n) pour n impair diverge (on
a Wop, + Wapr1 = 1/(4n + 2) qui est une série a termes positifs divergente.

c) Plus caché : posons u,, = In(1 + (=1)"n"") (a € RY) converge absolument pour a > 1 (critere
n%uy,); pour 0 < o < 1, al’aide d’un développement limité de In(1+x), on trouve que (—1)"n"*—
U, ~ n~2*/2 - qui est positif. On en déduit que (u,) est semi convergente pour 1/2 < a < 1 et

divergente pour 0 < a < 1/2.

Généralisation : régle d’Abel. Si (u,) est décroissante, lim(u,) = 0 et (v,) est une suite telle que

la suite s, = E v de ses somme partielles soit bornée, alors la série de terme général (u,v,) est

k=0
convergente.
n n n—1 n—1
On écrit vy = S — Sk_1, puis E UV = E RSk — E Upr1Se = UpSy — U1So + E (Up — Uks1)Sk-
k=1 k=1 0=0 k=1

Cette suite converge car
e (u,) — 0 et (s,) est bornée, donc (u,s,) — 0;
n

e ona g Up — U1 = Ug—Upy1, donc la série de terme général (u —ug 1) est convergente et puisqu’elle

k=0
est a termes positifs, elle est absolument convergente ;
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e on en déduit que la série de terme général ((ur — ugi1)sk) est absolument convergente donc conver-
n—1

gente, ce qui veut exactement dire que la suite n +— Z(uk — Ug41)Sk est convergente.

k=1
Remarquons que d’apres cette démonstration il suffit de supposer que (u,) — 0 et que la série de terme général

(upn, — up41) est absolument convergente.
noo 1 — eilnt1)0
Exemple. Si 0 ¢ 277, la suite Z ekl — o0 est bornée, donc si (u,,) est une suite décroissante
—e
k=0
de limite nulle, la série de terme général (u,e™)
(u, cosnd) et (u,sinnf) sont convergentes.

est convergente. Dans ce cas, les séries de terme général

5.3 Exercices

5.1 Exercice. Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs. On suppose que u,, ~ v,,.

1. On suppose que la série de terme général u, converge. Démontrer que les restes des séries de
terme général u,, et v, sont équivalents.

2. On suppose que la série de terme général u,, diverge. Démontrer que les sommes partielles des
séries de terme général u,, et v, sont équivalents.

3. Comparer avec le théoreme de Cesaro.

5.2 Exercice. Comparaison série intégrale : Soit f : [0, +oo[— R une fonction décroissante telle que

tEeroo f(t) = 0. Démontrer que la série de terme général f(n) — nn+1 f(t)dt converge.
5.3 Exercice. 1. Démontrer que la suite i 1/k —Inn converge. On note v sa limite (cette limite
est la constante d’Euler). =
2. Donner un équivalent de i 1/k—Inn—~.
k=1
3. En déduire des développements limités < & deux termes > des sommes partielles de (1/2k) et de
(1/2k +1).
~ (D"

4. Calculer Z

— k+1

(=DF

5. On construit une suite v, en alternant un terme positif de la suite T avec deux termes

1
négatifs : formellement vy, = ——, v = — et v = ———— Démontrer que la
g 8k = o g 10 Uskl ik 12 3k-+1 ik 14 q
+o0
série de terme général v, converge et calculer Z Vg
k=0
_1\k
6. Méme question si on alterne p termes positifs de la suite 1 avec ¢ termes négatifs (avec p et
q entiers strictement positifs).
k

7. Soit x € R. Trouver une fagon de réarranger la série T afin qu’elle converge vers z.

5.4 Exercice. Soit (u,) une série semi convergente de nombres réels. Démontrer que, pour tout = € R,

il existe une permutation o de N telle que Z Ug(n) CONVETZE VErs .
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5.5 Exercice. 1. Soit (u,) une série convergente a termes positifs. Démontrer que, pour toute
permutation o de N on a Z Ug(n) = Z Up,.-

neN
2. Soit (u,) une série absolument convergente de nombres réels. Démontrer que, pour toute permu-

tation ¢ de N on a Z Ug(n) = Z Uy,

neN
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6 Suites et séries de fonctions

Biblio pour ce chapitre : les classiques ([L_M), [L-F_Al [M_Anal RDO] etc. ). Une tres bonne référence
est [Danl.

6.1 Suites de fonctions

On suppose donnée une suite (f,,) de fonctions définies dans un espace métrique X (souvent un inter-
valle) a valeurs dans un espace métrique Y (souvent R). On suppose que pour tout x € X la suite
(fn(x)) converge vers un élément f(z) € Y. On veut étudier f.

Définition. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et (f,)nen une suite de fonctions de
X dans Y.

a) La suite de fonctions (f,,) est dite simplement convergente si pour tout = € X la suite (f,(x))
est convergente.

b) La suite de fonctions (f,,) est dite uniformément convergente vers une fonction f : X — Y si
pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout z € X et tout n > ng on ait d(f(x), f.(z)) < e.

‘Proposition. Toute suite de fonctions uniformément convergente est simplement convergente. ‘

Si A C X, on dira que (f,) converge vers f uniformément sur A si pour tout € > 0, il existe ng tel que
pour tout z € A et tout n = ng on ait d(f(x), fu.(z)) <e.

Théoréme d’interversion des limites. Soient X un espace métrique, A une partie de X, a € A et
(fn)nen une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans un espace métrique Y. On suppose que

a) chaque f, a une limite £, en a;
b) la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers une application f : A —Y ;
c¢) la suite ,, est convergente.

Alors [ admet une limite en a; on a Pm f(t) =1lmé,.
—a

SiY est complet, la condition @ résulte des deux premieres.

‘Corollaire. Une limite uniforme d’applications continues est continue.

Remarque. Soit (f,,) une suite de fonctions continues. Si (f,,) converge uniformément sur les compacts,
sa limite est encore continue.

Théoréme de dérivation. Soit I un intervalle, a € I, (f,) une suite de fonctions définies sur
I (& valeurs dans K = R ou C), dérivables sur 1. Si la suite (f)) des dérivées est uniformément
convergente et f,(a) est convergente, alors

a) pour tout t € I, la suite f,(t) est convergente.

b) La fonction t — lim f,(t) est dérivable et sa dérivée en t vaut lim f! (t).

Rappelons pour étre complets le :

Théoréme de convergence dominée. Soil (f,) une suite de fonctions continues par morceauz a
valeurs complezes convergeant simplement sur I vers une fonction f continue par morceauzr sur I. St
la suite des modules des f, est majorée par une fonction g intégrable sur I, alors f est intégrable sur

Ietona/leim/fn.
1 1
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6.2 Séries de fonctions
6.2.1 Les principaux théorémes

On suppose donnée une suite (u,) de fonctions définies dans un espace métrique X - (souvent un
intervalle) a valeurs dans K = R ou C (E[) On suppose que pour tout x € X, la série de terme général

+oo
(un())nen est convergente. On pose S(z) = Z u, (). Le but est d’étudier S : continuité, dérivabilité,
n=0

limites...

Définition. Soient X un ensemble et (u,),en une suite de fonctionsde X a valeurs dans K (ou dans
un espace vectoriel normé F).

a) La série de fonctions de terme général (u,,) est dite simplement convergente si pour tout x € X
la série de terme général (u,(x)) est convergente.

b) La série de fonctions de terme général (u,,) est dite absolument convergente si pour tout x € X
la série de terme général (u,(z)) est absolument convergente.

c) La série de fonctions de terme général (u,,) est dite uniformément convergente (de somme S)
si pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout z € X et tout n > ny on ait

‘S(x) - iuk(x)’ <e.
k=0

d) On dit que la série de fonctions de terme général (u,,) est normalement convergente s'il existe
une série convergente b, telle que Vn € N (assez grand) et tout = € X on ait |u,(z)| < b,.

Proposition. Toute série de fonctions uniformément convergente est simplement convergente. Toute
série de fonctions normalement convergente a valeurs dans un espace de Banach est uniformément
convergente.

Théoréme (d’interversion des limites). Soient X un espace métrique, A une partie de x, a € A et
(Un)nen une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans K (ou dans un espace de Banach). Si
chaque u,, a une limite ,, en a et la série de fonctions (u,) est uniformément convergente de somme S,

alors la série de terme général (¢,,) est convergente, S admet une limite en a et on a Pm S(t) = Zﬂn.
—a

Théoréme (de continuité de la somme d’une série). Soient X un espace métrique et (up)nen une
suite de fonctionsde X a valeurs dans K (ou dans un espace vectoriel normé F ). On suppose que la
série de fonctions de terme général (u,) est uniformément convergente. Si chaque u, est continue en

r € X alors E u, est continue en x. Si chaque u, est continue alors E u, est continue.

Théoréme (de dérivation). Soit I un intervalle, a € I, (u,) une suite de fonctions définies sur I,
dérivables sur I. Si la série de terme général (u])) est uniformément convergente et la série de terme
général (u,(a)) est convergente, alors

a) pour tout t € I, la série de terme général (u,(t)) est convergente ;

b) la fonction t — Z un(t) est dérivable et sa dérivée en t vaut Z ul, ().

n

4. Tout reste vrai pour des fonctions & valeurs dans un espace de Banach F, dont on notera | | la norme.

41



Rappelons aussi le :

Théoréme (Intégration terme a terme). Soit (u,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou com-
plexes, intégrables sur I, telle que la série E u, converge simplement vers une fonction S continue

par morceaux sur I, et telle que la série Z/|un| converge. Alors S est intégrable sur I et on a
I
n
S = /u .
Js =% fm

6.2.2 Séries entieres

Une série entiere est une série de fonctions E U, ou les u,, sont des fonctions x — a,z" définies sur K
(avec a,, € K - ou dans un espace de Banach).

Remarque. Soit (a,) une suite de nombres complexes. Soient z,y € C avec |z| < |y|. Si la suite (a,y")
est bornée la série de terme général (a,z") est (absolument) convergente.

Définition. On a donc sup{r € R.;|a,|r" borné} = sup{r € R,; Z |a,|r" < 4+o00}. Ce nombre

n

(€ [0, +oc]) s’appelle le rayon de convergence de la série entiere Z a,x".

Soit R le rayon de convergence de la série entiere Zanl’”. Pour r < R la série entiere converge
normalement sur {z € C; |z| < r}. Pour |z| > R la suite (a,z") n’est pas bornée. On appelle disque
ouvert de convergence 'ensemble {z € C; |z| < R}.

Soit E a,x" une série entiere. On appelle série dérivée la série entiere E na,z" L.

n=0 n>1

Proposition. La série dérivée E na,x" ' a méme rayon de convergence que la série E apx"”.

n>1 n=0

Soit Z a,x™ une série entiere de rayon de convergence R. Pour t € |—R, R], posons S(t) = Z ant".
n=0 n=0

S (0) .

Pour n € N, on a a,, = ‘
n!

‘Théoréme. La somme d’une série entiere est de classe C™ sur le disque ouvert de convergence. ‘

Proposition. Soit Zanx” une série entiere de rayon de convergence R. Notons D le disque ouvert
n=0
de convergence. Pour z € D, posons S(z) = Zanzn et T(z) = Znanz”_l. Pour zp € D on a
n=0 n>1
lim 5(z) = S(z0) =T(z0).
220 2 — 2

Définition. Soit U un ouvert de R (resp. de C) et f : U — K (resp. f : U — C) une fonction.
On dit que f est développable en série entiere (sur U), si pour tout a € U, il existe r > 0 et une

série entiere E a,t" de rayon de convergence > r tels que, pour tout = € U avec |x — a| < 7 on ait
+oo

flx) =) an(z —a)"

n=0
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f"(a)
n!
La somme d’une série entiere est développable en série entiere sur son intervalle de convergence.

Remarquons que, dans cette définition, les a,, sont déterminées par f : on a a, =

6.3 Exercices

6.1 Exercice. Soient a,b € R avec a < b.

1. Soient k € Ry et (f,) une suite de fonctions k-lipschitziennes de [a,b] dans R. On suppose que
(fn) converge simplement vers une fonction f. Démontrer que f est k-lipschitzienne et que la
convergence est uniforme.

2. Soit( f,,) une suite de fonctions convexes de ]a, b| dans R. On suppose que ( f,,) converge simplement
vers une fonction f. Démontrer que f est convexe et que la convergence est uniforme sur tout
compact de |a, b[. Est elle uniforme sur ]a, b[ ?

6.2 Exercice. Premier Théoréme de Dini. Soient X un espace métrique compact et (f,)nen une suite
d’applications continues de X dans R. On suppose que pour tout x € X, la suite n — f,(z) est
croissante, qu’elle converge vers un nombre réel f(z) et que lapplication f est continue. Démontrer
que la suite (f,) converge uniformément vers f.

6.3 Exercice. Deuziéme Théoréme de Dini. Soit (f,)nen une suite d’applications croissantes de [0, 1]
dans R. On suppose que pour tout z € [0, 1], la suite n — f,(x) converge vers un nombre réel f(z) et
que l'application f est continue. Démontrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

6.4 Exercice. Theoreme de Weierstrafl. Pour f € C([0,1;K), et n € N, notons B,(f) la fonction
k n
lynomial (-) k(1 — )" o 1 t les coefficients b -
polynomiale x +— kZ:O (k)f ) ( )" ou les ( ) sont les coefficients binomiaux (<k)
n!
=)

1. Calculer la fonction B, (f) dans les trois cas suivants :

a) f est constante;

k(n n—1
=x- ili la f le — = ;
b) f(z) =« - on utilisera la formule n(k;) (k—l)’

¢) f(z) = (1 — x) - on utilisera la formule % (Z) _ (Z B ?)

2. On suppose que f(z) = az? + bz + ¢ o a, b, ¢ sont des constantes. Montrer que pour n > 1, on a
(Ba(f) = f)(z) = az(l — ) /n.

3. Soient f € C([0,1];R) et € > 0. Montrer qu'il existe K € R, tel que, pour tout z,y € [0,1], on
ait | () — Fy)] < &+ K (z — )"

4. Onfixe f,e et K comme dans (3)). Soit y € [0, 1]. Notons g, et h,, les fonctions z — f(y)—e— K (z—
y)? et v f(y) + e+ K(z —y)® Montrer que pour tout n € N, on a B,(g,) < Bn(f) < Bn(h,).
En déduire que, pour tout n > 1, on a |f(y) — B.(f)(y)| < e+ Ky(1 —y)/n.

5. Montrer que pour tout f € C([0,1];K), la suite de fonctions polynomiales (Bn( f)) converge
uniformément vers f.

6.5 Exercice. Théoréme de Stone- Weierstrafs.

1. Démontrer que toute fonction continue périodique est uniformément continue sur R.
Pour n € N, notons D,, : R — R Papplication définie par D, (t) = 1+ 2 Z cos kt (la fonction D,

k=1
est appelée noyau de Dirichlet).
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2. En utilisant I'identité 2 cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b), montrer que pour tout ¢ € R, on a
2n

D2(t)=2n+1+ 22(271 + 1 — k) cos(kt).
k=1
On pose F,(t) = (2n + 1)"'D2(t) (la fonction F, est appelée noyau de Fejer).

K

3. Montrer que pour tout n € N, on a (2#)_1/ F,(t)dt =1 et que

—T

1 [ 2
F,(t)costdt = o
2n +1

2 )

Soit oy, €]0, 7| tel que 1 — cosay, = (2n + 1)71/2.

1 2T —aun
4. Montrer que 2—/ F,(t)dt < (2n+1)"Y2
™ 62

n

1 ™
Soit f € C'(R;K) continue, périodique de période 27. Posons f,(t) = 2—/ F.(t —s)f(s)ds.
™ —T

5. Montrer que f,, est un polynome trigonométrique.

6. Soit € > 0 et n € N; on suppose que pour tout s,t € R tels que |s—t| < a,,, ona|f(t)— f(s)| < e.
Montrer que pour tout t € R, on a |f,(t) — f(t)] < e+ 2(2n +1)"2sup{|f(s)|; s € [0,27]}.

7. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

6.6 Exercice. Notons D le disque {\ € C;|\| < 1}. Pour ¥ € N, k > 1, on note 2* € C(D;C)
I’application X — A¥: on note aussi 2° € C(D; C) lapplication A — 1. Notons A C C(D; C) I’ensemble
des fonctions polynomiales, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel de C'(D; C) engendré par {z*; k € N}.

1. Montrer que A est une sous-algebre de C'(D; C).

2m
2. Montrer que Iapplication ¢ : f — (1/27T)/ f(e") dt est continue de C(D;C) muni de la
0
topologie de la convergence uniforme, dans C.

3. Montrer que pour tout ¥ € N, k > 1, on a ¢(z*) = 0. En déduire que pour tout f € A, on a
o(f) = f(0).
4. Montrer que A n’est pas dense dans C(D;C).

6.7 Exercice. Fonctions réglées. Soient a,b € R avec a < b. On dit qu’'une fonction f : [a,b] — R est
réglée si elle est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

1. a) Montrer quune fonction en escalier a une limite a droite en tout point de [a, b| et une limite
a gauche en tout point de |a, b].

b) Montrer qu’une fonction réglée a une limite & droite en tout point de [a,b] et une limite a
gauche en tout point de a, b].

2. Démontrer que toute fonction continue est réglée.
3. Démontrer que toute fonction monotone est réglée.

4. Soit f : [a,b] — R une fonction. On suppose que f admet une limite a droite (notée g(x)) en tout
point x de [a, b[ et une limite & gauche (notée h(z)) en tout point z de ]a, b].
a) Soient x € [a,b] et € > 0. Montrer qu'il existe un intervalle .J, contenant = et ouvert dans
[a, b] tel que, pour tout y € J,, on ait :
siy <z, alors |[f(y) — h(z)| <e;siy >, alors |[f(y) — g(z)] < e.
b) Soit € > 0. Démontrer qu’il existe n € N tel que, pour tout segment de longueur < (b—a)/n
contenu dans J, il existe une fonction en escalier 6 : J — R telle que, pour tout x € J, on

ait |0(z) — f(x)] < e.
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¢) Montrer que f est réglée.

6.8 Exercice. Sur la fonction zéta de Riemann.

1. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Démontrer que la série de terme général (n™*) converge.
+oo
Pour s € C tel que Re(s) > 1, on pose ((s) = Zn_s.
n=1

Démontrer que la fonction ¢ est continue sur {s € C; Re(s) > 1}.

Démontrer que ((s) a une limite lorsque Re(s) — +o0.

Ll

Démontrer que (la restriction a l'intervalle |1, +o0o[ de) la fonction ¢ est de classe C*.

1
5. Démontrer que l'on a un développement asymptotique ((s) = 1 + v+ o(1) lorsque s — 1"
S —
(ou v est la constante d’Euler).

6.9 Exercice. Démontrer que la somme d’une série entiere est développable en série entiere en chaque
point de son disque de convergence. Plus précisément, soit E a,z" est une série entiere de rayon de

+oo
convergence R; posons f(z) = E a,z"; pour |z9| < R, il existe une série entiere E biz* de rayon de
n=0

convergence non nul telle que l'on ait f(z) = Z bi(z — 20)" pour |z — 2| assez petit.

k=0
6.10 Exercice. Soit (a,) une suite de nombres complexes. Notons R le rayon de convergence de la
série entiere Z anx” et posons Br = {(x,y) € R? 2? +4* < R*}. Pour (x,y) € Bg, posons F(z,y) =

+oo . Okt y O
Z an(x 4 1y)". Démontrer que F' est de classe C™ et que pour tout k,¢ € N on a W =1 pE

n=0

6.11 Exercice. Théoréme de Bernstein. Soient a > 0 et f : |—a,a[ — R une fonction de classe C*°.
On suppose que pour tout k € N et tout = € |—a, a[, on a f2k) (x) = 0.

1. Pour = € |—a,a[, posons F(z)

s |

f(x) + f(—=z); pour n € N, notons R,, le reste de la série de
L2k

Taylor de F': R, (z) = F(x) — oF 'F(Qk)(O).
k=0 (25)!
a) Démontrer que, pour tout z € |—a,a[, on a 0 < R,(z) < F(x).
—t
b) Soient t,x,y € R tels que 0 < t < x < y < a. Démontrer que * ; < L
Yy — Yy
N 2041
c¢) A l'aide d’une formule de Taylor avec reste intégral, en déduire que R, (z) < <—> R, (y).
Yy

En déduire que lim R,(z) = 0 et que F' est développable en série entiere sur |—a, af.
n—oo

n_ ok
2. Pour = € |—a,a[ et n € N posons r,(z) = f(z) — Z %f(k)(()). Soit = € |—a, al.
k=0

a) Démontrer que pour tout n € N on a r9,11(x) = 0 et rop1(x) + ropr1(—2z) = R, ().
2n

(2n)!

¢) En déduire que lim 7,(x) = 0 et que f est développable en série entiere sur |—a, a
n—oo

b) Démontrer que £®M(0) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

6.12 Exercice. On note a, le nombre de parenthésages sur un composé de n éléments d'un ensemble
E muni d’une loi interne.
n—1
1. Montrer que pour tout n > 2 on a a,, = E axa,_r (avec la convention a; = ag = 1).
k=1
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+oo
2. Considérons la série entiere Z a,x". On suppose que son rayon de convergence R est strictement
n=1
positif. On note S sa somme. Montrer que pour tout = € |—R, R[, on a S(x)* — S(z) + z = 0.
3. Trouver une fonction S développable en série entiére sur un intervalle |—R, R[ qui vérifie cette
condition ; la développer en série entiere et en déduire la valeur de a,,.

“+o0

. . N 7/ . -\ n

6.13 Exercice. On consideére la série entiere E 22"
n=0

1. Vérifier que le rayon de convergence de cette série est 1.
“+oo
Pour z € C, |z| < 1, on pose f(z) = Zzgn.
n=0

2. Démontrer que f(t) — +oo lorsque t est réel et tend vers 1 (par valeurs inférieures).

3. Soit u € C tel que u*" = 1 pour un m € N. Démontrer que f(ut) n’a pas de limite lorsque ¢ est
réel et tend vers 1 (par valeurs inférieures).

4. En déduire que pour tout u € C de module 1, la fonction f n’a pas de limite en u.

6.14 Exercice. Théoreme d’Abel. Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence 1. Pour
n=0
|z| <1, on pose f(z) = Z a,z". On suppose aussi que la série Z a, converge, et on note S sa somme.
n>0 n=0
n

1. Posons S, = 5 ag. Démontrer que, pour |z| < 1, la série de terme général S, z" est convergente

k=0
et que l'on a f(z) = (1 — x) ZSna:” et flx)—S=(1-1x) Z(Sn — S)z".
n=0 n=0
2. Soit € > 0. Démontrer qu’il existe alors Ny tel que pour tout x € [0, 1] on ait
No
[f(z) = S| < (1 =) > (Su— S)a"| +ex™T.
n=0

3. Démontrer que lim f(t) = 9.
=1

4. (*) On considere un triangle 7' dans C ayant pour sommets 1 d’une part et
deux points de module strictement inférieur a 1 d’autre part. Démontrer que
f est continue sur 7.
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7 Fonctions d’une variable réelle

7.1 Continuité

Pour ce chapitre les références classiques ([L_M, [L-F_Al M Anal RDOJ etc. )

7.1.1 Définitions des limites et continuité

On définit 'ensemble R comme R avec deux points supplémentaires notés —oo et +oo.

Soit B une partie de R. On écrit +00 € B si B n’est pas majorée et —oo € B si B n’est pas minorée.

Définition. Soit A une partie de R, (X, d) un espace métrique (en général R ou peut-étre C...) et
f: A — X une application. Soient a € R et £ € X.

a

o o
S~—

—
SN—

o)

)

~—

Soit B une partie de A telle que @ € B. Sia € R, on écrit £ = lim  f(x) si pour tout € > 0

r—a, t€B

il existe @ > 0 tel que pour x € B on ait |z —a| < a = d(f(x),l) < e. Si a = +oo (resp.

a = —o0) on écrit £ = lim Bf(x) si pour tout € > 0 il existe m € R tel que pour x € B on

r—a, rE

ait x >m = d(f(x),0) <e (resp. v <m = d(f(z),0) < e).

On dit que f admet la limite a gauche { en a et on écrit £ = lim  f(x) ou £ = lim f(x)
r—a, r<a T—a—

oul=1limfsia€ Bpour B=AN]-oc,a[et {= lim Bf(x).

a_ r—a, re
On dit que f admet la limite a droite £ en a et on écrit { = lim  f(z) oul = lim f(z) ou
r—a, r>a a4
(=1limfsia€ Bpour B=AN]a,+oolet {= lim f(z).
ayt r—a, TEB

On dit que f est continue a gauche en a si a € A et f admet la limite & gauche f(a) en a.
On dit que f est continue a droite en a si a € A et f admet la limite a droite f(a) en a.
On dit que f est continue en a si f est continue a gauche et a droite en a.

Si f est continue en tout point de A on dit que f est continue sur A.

7.1.2 Relations de comparaison entre fonctions

Définition (Prépondérance, négligeabilité, équivalence). Soit I un intervalle non réduit & un point
et £ un point de I ou une extrémité de I (éventuellement ¢ = 400). Soient f,g deux fonctions
définies sur I\ {¢} et a valeurs réelles. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de £. On

écrit :
a) f=0(g) si la fonction = — /() est bornée au voisinage de ¢.
g(x)
B o flw) . L ..
b) f=o(g) si hrréﬂ = 0. On dit alors que f est négligeable devant g au voisinage de /.
=t gl
. flo) . , . ..
c) f~gsi hrr} ﬂ = 1. On dit alors que f est équivalente a g au voisinage de £.
=t g\T

7.1.3 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréme des valeurs intermédiaires. Soient a,b € R aveca < b et f : [a,b] — R une application
continue. Si x € R et un nombre compris entre f(a) et f(b), alors il eziste ¢ € [a,b] tel que f(c) = x.
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Commentaire. Le théoreme des valeurs intermédiaires est un théoreme d’existence. La méthode de
dichotomie permet d’exhiber (d’approcher) un point en lequel la valeur est atteinte. Selon le contexte,
on peut avoir d’autres méthodes plus rapides.

Rappelons qu'une partie I de R est un intervalle si pour tous z,y,2 € Rtelsque x <y <z, siz el
et z € I alors y € I. Une facon équivalente dénoncer ce théoreme est donc :

Théoreme des valeurs intermédiaires. L image d’un intervalle par une application continue est
un intervalle.

Théoreme de bijection. Soit f une application définie sur un intervalle et a valeurs réelles. Deux
parma les énoncés ci-dessous impliquent le troisieme :

e f est continue;

e f est injective et son tmage est un intervalle ;

e [ est strictement monotone.

Proposition. Soit f une application continue, strictement monotone définie sur un intervalle et a
valeurs réelles. L application réciproque f~ définie sur Uintervalle f(I) est strictement monotone de
meéme monotone que f et continue.

7.1.4 Continuité sur un segment

Un segment est un intervalle fermé et borné : ¢’est donc un ensemble de la forme [a, b] ot a,b € R avec
a < b (ou ensemble vide).

Théoréme des extremums. L’image par une application continue (a valeurs réelles) d’une partir
fermée et bornée de R est fermée et bornée. En particulier, si K C R une partie fermée, bornée et
non vide et f : K — R est une application continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

Théoreme de Heine. Toute application continue d’un espace métrique compact a valeurs dans un
espace métrique est uniformément continue.

Théoreme de Heine de continuité uniforme sur un segment. Fonctions continues par morceaux sur un
segment, approximation uniforme des fonctions continues sur un segment par des fonctions en escalier,
des fonctions affines par morceaux, des polynomes (théoreme de Weierstrass admis).

7.2 Dérivabilité

7.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition. Soient I un intervalle non réduit a un point et a € I. Soit f : I — R une application.

On dit que f est dérivable en a si la fonction z +— Jo) = fla) (définie sur I\ {a}) admet une limite
r—a
en a. Lorsque cette limite existe, on Uappelle la dérivée de f en a et on la note f'(a).

f(z) — f(a)
T—a
dérivable a gauche (resp. a droite) en a, et cette limite a gauche (resp. a droite) est appellée dérivée

a gauche (resp. a droite) de f en a et est notée f;(a) (resp. fy(a)).
Si f est dérivable en tout point de I on dit que f est dérivable sur I.

Si la fonction x — admet une limite & gauche (resp. a droite) en a, on dit que f est

48



Si f est dérivable (en a), elle est continue (en a).

Proposition. a) Soient I un intervalle non réduit ¢ un point et a € I. Soient f et g deuz appli-
cations de I dans R. Si f et g sont dérivables en a alors f+ g et fg sont dérivables en a et l’on
a (f+9)(a) = f'(a) +d'(a) et (fg)'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a).
b) Soient I et J deuz intervalles non réduits a un point et a € 1. Soient f : 1 - Retg:J — R
deuz applications. On suppose que f(I) C J. Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a),
alors g o f est dérivable en a et 'on a (go f)'(a) = ¢'(f(a))f'(a).

c) Soient I et J deuz intervalles non réduits a un point et a € 1. Soient f : I — J une application
bijective. Si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors f~* est dérivable en f(a) et l'on a (f~')(a) =
1

fi(a)

7.2.2 Théoréemes des accroissements finis

Théoréme de Rolle. Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] = R une application. On suppose que
[ est continue sur [a,b], dérivable sur]a,b| et f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € ]a,b| avec f'(¢) = 0.

Théoréme des accroissements finis. Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R une application.
On suppose que [ est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. Alors il existe ¢ € |a,b[ avec f'(c) =
f(b) — fla).

b—a

Lorsque f est définie sur un intervalle mais a valeurs dans C (ou plus généralement dans un espace

normé), on a encore une notion de dérivée (limite de (f(x) — f(a))), mais on n’a pas d’égalité
r—a

des accroissements finis comme ci-dessus. Par contre, on a :

Inégalité des accroissements finis. Soient E un espace vectoriel normé, a,b € R avec a < b et
f :la,b] = E une application. On suppose que f est continue sur [a,b], dérivable sur]a,b[. On suppose
que Uapplication x — || f'(x)|| est bornée sur ]a,b| et on pose sup{||f'(z)|l; a <z < b} = M. Alors
on a|[f(b) — fla)| < (b—a)M.

Conséquences. Soient I un intervalle et f: I — R une application dérivable.

a) L’application f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f' est positive (resp.
négative).

b) L’application f est lipschitzienne (de rapport k) si et seulement si f' est bornée (sup |f'(x)| < k).
I

En particulier, f est constante si et seulement si f' = 0.

7.2.3 Dérivées successives

Soient I un intervalle non réduit a un point et f : I — R une application. On dit que f est de classe
C* si elle est dérivable et f’ est continue. Puis, par récurrence, pour k > 2, on dit que f est de classe
C* si elle est dérivable et f’ est de classe C*~1. On dit que f est de classe C* si elle est de classe C*
pour tout k.

Si f’ est dérivable on note f” la dérivée de f’... On définit ainsi par récurrence la dérivée k-ieme de f
et Pon note f® la dérivée de f*=1,
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Si f et g sont de classe C*, alors f + g et fg sont de classe C* et on a (f + g)(k) = f® 4 ¥ et

k . .
(fg)" = Z (]) fPg*) (Formule de Leibniz)

k
7=0
. k . ) . - (0) M !
ou les | | sont les coefficients binomiaux (et avec les conventions f\% = f, fY) = f'..).
J

Soient I et J deux intervalles non réduits a un point et a € I. Soient f : I — Ret g : J — R deux
applications. On suppose que f(I) C J. Si f et g sont de classe C™ il en va de méme pour g o f.

Soient [ et J deux intervalles non réduits a un point et a € I. Soient f : I — J une application bijective
de classe C®). Si ' ne s’annule pas, alors f~! est de classe C'F),

7.2.4 Formules de Taylor

Soient I un intervalle non réduit a un point et f : I — R une application. Soit a € I et n € N*. On dit
que f admet une dérivée n-ieme en a si f est n — 1 fois dérivable sur I (ou du moins au voisinage de
a) et f™~V est dérivable en a.

" fk)
On suppose dans la suite que f est n fois dérivable en a. Pour = € I, on pose T,,(z) = Z f(a) (x—a)"

et R,(x) = f(zx) — Tn(x).

Les diverses formules de Taylor donnent une expression du reste R,.

Formule de Taylor-Young. Si f est n fois dérivable en a, alors R,(x) = o(x — a)".

Formule de Taylor-Lagrange. Soit b € I distinct de a. Si f est n+ 1 fois dérivable sur I, alors
pour tout b € I (distinct de a), il existe ¢ € I, (strictement) compris entre a et b tel que

f(c)

CE] (b—a)".

Ry (b) =

Formule de Taylor avec reste intégrale. Soit b € I distinct de a. Si f est de classe C"™ sur I,

alors pour tout b € I, on a
' ()
Ro(b) = / 00—ty ar

Pour bien comparer ces formules, on peut faire I’hypothese sur la dérivée n + 1-ieme de f dans la
formule de Taylor-Young tout en faisant porter la conclusion sur R, :

Formule de Taylor-Young. Si f est n+ 1 fois dérivable en a, alors

(n4+1) (4
R,(z) = ]EnTl()')(w —a)"" +o(x —a)"t

On peut remarquer que, pour n = 0, cette formule de Taylor-Young est juste la définition de la dérivée,
Taylor-Lagrange est le théoreme des accroissements finis, et reste intégrale est le lien entre primitives
et intégrales.

Pour étre complet, disons que si f est a valeurs complexes ou plus généralement a valeurs dans un espace
vectoriel normé, les formules de Taylor-Young et avec reste intégrale restent inchangées ; la formule de Taylor-
Lagrange, devient une inégalité. Citons aussi la formule de Taylor-Young & plusieurs variables...
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Disons aussi que Taylor-Young est la plus souple a utiliser et permet de calculer des limites, en utilisant
en général des opérations sur les développements limités, mais ne peut pas faire plus.

Citons rapidement quelques applications des formules de Taylor.

e Calcul de certaines limites (Taylor -Young).

e Condition nécessaire et condition suffisante pour I'existence d’'un extremum (Taylor-Young d’ordre
2 - & une ou plusieurs variables).

e Allure d'une courbe (Taylor-Young).

e Estimation d’erreur dans l'approximation d’un nombre réel solution de f(z) = 0 ou d’une intégrale
(Taylor Lagrange ou reste intégrale).

e Inégalités de Kolmogorov (Taylor Lagrange - cf. exerc. .

e Développement en série entiere (Taylor Lagrange et surtout avec reste intégrale cf. exerc. .

e Théoreme de Bernstein (Taylor avec reste intégrale cf. exerc. .

7.2.5 Fonctions convexes

Définition. Soient I C R un intervalle. Une application f : I — R est dite conveze si son épigraphe
{(z,u) € I x R; f(x) < u} est une partie convexe de R*.

Proposition. Soient I C R un intervalle et f : I — R une application. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Uapplication f est conveze;
(ii) pour tout x,y € I et tout t € [0,1], on a f(tz+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1)f(y);

(iii) pour tout n € N, pour toute suite xy,...,x, d’éléments de I et toute suite ty,...,t, d’éléments

de R, tels que Zti =1, ona f(thxJ < thf(%) (Inégalité de Jensen)
i=1 i=1 i=1

Soient I un intervalle et (f,,) une suite de fonctions convexes f, : I — R. On suppose que pour tout
z € 1, la suite (f,(x)) converge vers un nombre réel f(z). Alors il est clair que f vérifie la propriété
(ii) de la prop. [7.2.5[; donc f est convexe.

Lemme. Soient I un intervalle et f : I — R wune application. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) la fonction f est conveze;
(i) pour tout x,y,z € I tels que x <y < z, on a ) = fz) < f(z) = /() ;
y—x Z—x
z2)— f(x z) —
(iii) pour tout x,y,z € I tels que z <y < z, on a f(z) = (@) < 1) = fy) ;
z2—x zZ—y
(iv) pour tout x,y,z € I tels que x <y < z, on a (y) = (@) < () = £(9)
y—x Z—Y

On peut résumer ce lemme par 1’énoncé suivant.

L’application f est convexe si et seulement si, pour tout x € I, I'application < taux d’accroisse-

fly) = f(x)

ment > y — —————= est croissante sur I \ {z}.
y—x
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Proposition. Soient I un intervalle et f : I — R une application.

a) Si [ est conveze, alors f est continue sur I et y admet des dérivées a gauche et a droite en tout
point ; celles-ci sont croissantes.

b) Si f est continue et dérivable sur I, alors [ est convexe si et seulement si ' est croissante.

c) Si f est continue et dérivable sur [O, alors f est convexe si et seulement si la courbe de f est
située au dessus de toutes les tangentes de f.

d) Si f est continue et si f est deuz fois dérivable sur ]D, alors [ est convexe si et seulement si f”
est positive.

On utilise les fonctions convexes pour établir des inégalités : on démontre (grace au critere de la dérivée
seconde par exemple) qu’une fonction est convexe, et on en déduit des inégalités a ’aide de I'inégalité de
Jensen. On peut citer 'inégalité arithmético-géométrique. Une des plus utiles est 'inégalité de Holder :

Inégalité de Holder. Soient p,q € |1, +o00| tels que 1/p+ 1/q = 1. Pour des éléments (z1,...,x,)
et (Y1,--.,yn) de R", on a

- - 1/p /& 1/q
S| < (D lal) ()
k=1 k=1 k=1

7.3 Exercices
7.3.1 Continuité

7.1 Exercice. Soit f : R — R continue telle que lim f et lim f existent et sont finies. Démontrer que
+oo —00

f est bornée et uniformément continue.

7.2 Exercice. (c¢f. [M Exos, Analyse 1, 4.4.9]) Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On pose
o(z) = sup{f(t); t € [0,z]}. Démontrer que ¢ est croissante et continue.

7.3 Exercice. Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par f(z) =0sixz & Qet f(p/q) = 1/q
sip € Z et ¢ € N* premiers entre eux.

7.4 Exercice. 1. Déterminer toutes les fonctions continues (resp. monotones) f sur R | vérifiant
I’équation fonctionnelle ¥(z,y) € R?, f(z +y) = f(z) + f(y). (Indication : montrer que f est
linéaire sur Q et utiliser ’hypothése de continuité (resp. de monotonie) pour conclure).

2. Soit E un supplémentaire de Q dans R, vu comme sous-espace vectoriel, de sorte que tout x réel
admet une unique décomposition z = r + e avec r € Q et ¢ € E. Soit f définie par f(x) = r.
Vérifier que f satisfait 1’égalité du 1 (EI)

3. Déterminer toutes les fonctions continues f sur R, telles que, V(z,y) € R? on ait f (#) =
fl@)+ fly)
2

4. Variante : démontrer qu’une fonction continue f sur R est convexe si et seulement si V(z,y) € R?,
f<:c + y) c f@)+fy)
2 /)= 2
7.5 Exercice. Prolongement des fonctions continues définies sur un fermé. Soit F' un fermé non vide
de R et notons U son complémentaire. Soit f : FF — R une fonction continue.

1. Siz € R, on pose a(x) = sup{y € F; y < x} et b(z) = inf{y € F;y > x}. Démontrer que
a(r) <z < b(x).

5. On peut montrer qu'un tel contre exemple ne peut pas étre mesurable au sens de Lebesgue.
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2. En déduire que U est réunion disjointe d’une famille au plus dénombrable d’intervalles ouverts.

3. Construire une fonction g définie sur R par g = f sur F, et affine sur tout intervalle [a, b] tel que
Ja,b[C U. Démontrer qu’une telle g est continue sur R.

7.3.2 Bijectivité et fonctions réciproques

7.6 Exercice. (cf. [M_Exos, Analyse 1, 4.5.12]) Existe-t-il une bijection continue [0, 1[— R?

7.7 Exercice. (c¢f. [M_Exos, Analyse 1, 4.7.8]) Soient x1,...,x7 sept nombres réels. Démontrer qu'’il

existe i # j tels que
Ty — Ty < 1

0< <
].+.Ti$j \/3

7.3.3 Dérivabilité

7.8 Exercice. (cf. [M_Exos, Analyse 1, 5.2.1})

1. Soit P € R[X] un polynéme scindé et a racines simples sur R. Démontrer qu’il en est de méme
pour P’

2. Soit P un polyndéme réel scindé. Démontrer que P’ est scindé.

7.9 Exercice. (cf. [M T], ou [M Exos, Analyse 1, 5.1.6]) Soient I un intervalle ouvert contenant 0 et
fQ2r) - (=)

T

f I — R une fonction continue en 0, et telle que la fonction = admet en 0 une limite

(e R.
Le but de I'exercice est de démontrer que f est dérivable en 0.

1. Soit n € N. Démontrer que I'on a
flo) = f@ ") =La(l—27") + 2y 27F(27"x)
k=1

ou € est une fonction tendant vers 0 en 0.
+o0

2. Démontrer que Z 27%¢(27% 1) tend vers 0 quand z tend vers 0 et conclure.
k=1

7.10 Exercice. On se propose de donner deux autres démonstrations du théoréeme de Darboux (cf.
3.12) : Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une application dérivable. Soient a,b € I avec
a < b. On veut démontrer que f'([a,b]) contient toute valeur comprise entre f'(a) et f'(b).

f(z) — f(a)

t = f t
= et gla) = f'(a) et, pour

Premiére démonstration. Pour =z € I\ {a}, posons g(z) =

f@) = 1) (9’2 - g ©) ot ns) = 1),

1. Démontrer que g([a,b]) et h([a,b]) et g([a,b]) U h([a,b]) sont des intervalles.

x € I\ {b}, posons h(z) =

2. Conclure

Deuxiéme démonstration. Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que f'(a) < f'(b). Soit
c€]f'(a), f'(b)[. Posons g(z) = f(z) — cx. Démontrer que le minimum de g sur [a, b] n’est atteint
ni en @ ni en b et conclure.
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7.3.4 Convexité

7.11 Exercice. (cf. [M Exos, Analyse 1, 5.6.10]) Soit f : R — R une fonction convexe.
f(z)
x

1. Démontrer que admet une limite £ € RU {400} quand z — +o0.

2. Si ¢ € R, montrer que f(z) — fx admet aussi une limite.

7.12 Exercice. Soit n > 3 et un polygone convexe a n cotés inscrit dans le cercle unité. Démontrer
que son périmetre est maximal si et seulement s'il est régulier. (Indication : se ramener a une inégalité
de convexité pour la fonction sinus sur [0, 7]).

7.13 Exercice. Inégalité d’Hadamard

1. Soient n € N*, (uq,...,u,) € (R})" et (c1,...,¢,) € (Ry)" tels que Z ¢; = 1. Etablir I'inégalité :

=1
n

Huf < chul (NB : lorsque les ¢; valent 1/n il s’agit de la comparaison classique entre
' i=1
moyennes géométrique et arithmétique).

2. Soit S = (s;;) une matrice symétrique définie positive. Démontrer que det S’ < H Sii- (Indication :
i=1
écrire S =" PDP, ot D = diag(\1,...,\,) et P est orthogonale, exprimer les s;; en fonction des
i, et utiliser 1).
3. Soit A € GL,(R), montrer que | det A| < H |C;ll2, ou les C; sont les vecteurs colonnes de A et

|| |2 désigne la norme euclidienne standard.

4. Etendre le résultat i M, (R). Cette inégalité s’appelle inégalité d’Hadamard.

7.3.5 Dérivées successives, formules de Taylor

7.14 Exercice. On pose f(z) = sin(z?). Calculer f14(0).

7.15 Exercice. Soient n € N, [ un intervalle ouvert, a € I et f : I — R une application continue.
Donner & l'aide d’'une intégrale I'expression de Iapplication F' : I — R de classe C"™! telle que
F®(a) =0pour 0 < k <net FMHD = ¢,

7.16 Exercice. (cf. [M_Exos, Analyse 1, 5.3.22] pour le cas n = 0) Soient f : R — R une fonction de
classe C"™! et a € R. Pour h € R, on écrit

a1 = F@) + @)+ 5 @)+ e+ 2 0 + a4,

"+ (q) # 0. Démontrer que pour h assez petit, 6, est uniquement défini,

On suppose en outre que f

t lim 60, = .

et aue iy = ooy
7.17 Exercice. Soit a € R. Démontrer que la fonction f : z +— (1 + x) est développable en série
entiere en 0. Pour cela, deux méthodes.

1. Ecrivons 1+x)” Z A k:' Ri(z) ou Ry, est un reste de Taylor. Démontrer a 'aide d’une

k=0
formule de Taylor que Rg(x) — 0 pour = €] — 1,1].

<~ SP0)
i x” est convergente pour x € | — 1, 1] et que sa somme

2. Démontrer que la série entiere
k=0
satisfait (1 4+ 2)S" = aS. Conclure.

o4



7.18 Exercice. Inégalité de Kolmogorov (M _Exos, Analyse 1, 5.3.25]) Soit f : R — R une fonction C2.
On suppose que f et f” sont bornées et on pose My = sup{|f(¢)|; t € R} et My = sup{|f"(t)]; t € R}.

1. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tous x et h > 0 on a

My — hM,
/

<2
[f@)l < 5=+

2. On pose M; = sup{|f'(t)]; t € R}. Démontrer que M; est fini et qu'on a linégalité M; <
v 2MyMs.

3. Plus généralement on suppose que f est n fois dérivable et on pose M, = sup{|f*(¢)|; t € R}
(ce < sup > est pris dans Ry U {+0o0}). Démontrer que si My et M,, sont finis, alors pour tout k

tel que 1 <k<n—1,onaM,< 2k(”’k)/2M&7k/"Mf/".

7.19 Exercice. Méthode de Laplace (cf. [C_F Ll ex. 9-9] ou [LeSc, Tome 3, ex. M3]) Soit f : [a,b] — R
une fonction de classe C?. On suppose que f admet un unique maximum en ¢ €]a, b[ et que, de plus,
f"(e) < 0. Soit également g : [a,b] — R’ une fonction continue. Démontrer que pour n — oo on a

I’équivalent suivant :
” _— . [2mi0
[ @@ de ~ gerpier | S5

1
7.20 Exercice. 1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 0 si 2 < 0 et f(z) = exp——; si
T
x > 0. Démontrer que f est de classe C* sur R.

2. Construire une fonction C™ sur R, positive, nulle hors de [—1, 1], et valant 1 sur [—1/2,1/2].

95



8 Fonctions de plusieurs variables

Pour ce chapitre, en dehors des livres < généralistes > (e.g. [L_M\| [L-E"Al [M_Ana, RDO] etc. ), on peut
vraiment recommander [Rouviere].

Munissons R" et R? de normes, notées || || sans préciser lesquelles : de toute facon elles sont toutes
équivalentes !

Les fonctions considérées dans cette section sont définies sur un ouvert de £ = R" & valeurs dans
F = RP. Plus généralement, on peut supposer que F et F' sont des espaces de Banach.

8.1 Fonctions différentiables

Soit 2 un ouvert de £ =R" et f: Q — F = R? une application.

Dérivée selon un vecteur. Soient a € et v € R" un vecteur. L’ensemble U = {t € R; a+tv € 2}
est un ouvert de R contenant 0. On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v si 'application
t — f(a+ tv) est dérivable en 0. En particulier, lorsque v est le i-eme vecteur e; de la base canonique
of
ox;

de R", on dit que f admet une dérivée partielle qui se note alors

Développement limité a 'ordre 1. Comment écrire le développement limité a l'ordre 1 de f en

un point a de Q2?7 On devra écrire f(a + h) = f(a) + L(h) + £(h) ou L(h) doit étre du premier degré
h

donc une application linéaire et (h) doit étre un o de h, autrement dit lim M = 0.

h—0 ||h||

Remarquons que si f admet un tel développement limité, alors, pour tout v € E, on a f(a + tv) =
f(a) +tL(v) + (tv), d’ou 'on déduit que L(v) est alors la dérivée de f selon le vecteur v (d’out 'on
déduit 'unicité de L).

Définition (Différentiabilité en un point). On dit que f est différentiable en a si elle admet un
développement limité f(a + h) = f(a) + L(h) + €(h) comme ci-dessus. L’application linéaire L :
E — F ainsi définie s’appelle la différentielle de f en a et se note (df),.

Interprétation géométrique (plan tangent & une surface). Soit 2 un ouvert de R* et f : Q — R
une application. On considere la surface ¥ = {(z,y, f(z,v)); (z,y) € R*}. Si (a,b,c) € ¥ et f est
différentiable en (a,b) de différentielle L : R* — R, le plan P = {(a+h,b+k,c+ L(h,k)); (h, k) € R*}

est tangent en (a, b, c) a la surface X.

Matrice jacobienne, déterminant jacobien. L’application linéaire (df), : R" — RP est une
o , o : . . ofi
matrice a p lignes et n colonnes, appelée matrice jacobienne : c’est la matrice J, = (b; ;) ot b; ; = 8—(@).

:E .

j
Lorsque n = p, le déterminant de la matrice jacobienne s’appelle déterminant jacobien.

Proposition (Différentielle d'une fonction composée). Soient E = R", F' = RP et G = R? des espaces
de Banach, U un ouvert de &, V un ouvert de F', f : U — V et g:V — G des applications. Si f est
différentiable en un point a € U et g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et

Pon a (d(go f))a = (dg) s(a) © (df )a-

Inégalité des accroissements finis. Soient E et F' des espaces de Banach. On note || ||g et || ||F
leurs normes respectives. Soient ) un ouvert convexe de E et f : Q — F une application différentiable
en tout point de Q. Soit M € Ry tel que, pour tout x € Q, on ait ||(df)|l| < M. Alors pour tout

z,y € Q, on a|lf(z) — fY)llr < Mz —ylle.
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La démonstration de I'inégalité des accroissements finis n’est pas au programme ; elle 'est si 'on suppose f de classe C.

Corollaire. Une application différentiable de différentielle nulle définie sur un ouvert connexe d’un
espace de Banach a valeurs dans un espace de Banach est constante.

Une fonction f définie sur un ouvert Q C E = R" & valeurs dans F = R? est dite de classe C*
si I'application qui a tout point a de €2 fait correspondre la différentielle df, de f en a est continue
(comme application de Q dans L(E, F) = M, ,,(R) >~ R"™).

Théoreme. Pour qu’une fonction soit de classe C* sur un ouvert  C R", il faut et il suffit qu’elle
admette des dérivées partielles continues sur Q.

La composée de deux fonctions de classe C! est de classe C*.

Gradient. Soient F un espace vectoriel euclidien, () un ouvert de E et f : 2 — R une application
de classe C*. Pour a € , 'application (df), est une forme linéaire sur E. Il existe un vecteur (Vf),
appelé gradient de f en a tel que, pour h € E on ait (df).(h) = ((Vf)alh). Si E = R" est muni du

of
o, (a).

produit scalaire canonique, (Vf), est le vecteur de composantes

8.2 Différentielles d’ordre supérieur

Soit f : Q — F une application de classe C'. Si sa différentielle qui est application df de Q dans
L(E, F) est de classe C*, on dira que f est de classe C?. Par récurrence, on dit que f est de classe ck
si df est de classe C*7L. Cela revient & dire que toutes les dérivées partielles d’ordre < k existent et
sont continues.

Théoréeme de Schwarz. Soient Q un ouvert de R™ et f : Q — F de classe C%. Alors pouri,j €
0 ) *f *f

..,n}, ona = .
’ ’ ’ 8:1718:16] 8:76]0%

Soient Q un ouvert de E et f : Q — F de classe C*. Pour a € Q I'application I'application (d*f), =
(d(df)), est une application linéaire de £ dans L(E, F') donc une application bilinéaire de E' x E dans
F. Le théoréme de Schwarz dit que 'application bilinéaire (d?f), est symétrique.

Formule de Taylor-Young a I’ordre 2. Soient Q un ouvert de R" et f: Q — F de classe C*. On

a un développement limité pour f au voisinage d’un point a = (ay,...,a,) de Q et h = (hy,..., h,) tel
que a + h € Q,
" Of 2
flath) = f@+Y mi @)+ §jhmaé) @)+ ol 1)
i=1 v ij=1

3 hmaé9<>+oww%.

1<i<yi<n

- f(a)+;hia—%(a)+§;hi (a

Extremums locaux. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, Q) un ouvert de E, a un point
de Qet f: Q — R une application.

a) Si f est différentiable en a et présente un extremum local en a, alors la forme linéaire (df), est
nulle.

b) Si f est de classe C? et présente un minimum (resp. mazimum) local en a, la forme bilinéaire
symétrique (d*f)(a) est positive (resp. négative).

c¢) Si f est de classe C?, si (df)a = 0 et si (d*f), est définie positive (resp. définie négative) alors
f présente un minimum (resp. mazimum) local en a.
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0*f *f *f
—2(a)7 s = (a) = 33
ox ox Oy dy

positive (resp. négative) si et seulement si rt — s> > 0 et 7 > 0 (resp. 71t — s> > 0 et r < 0).

Supposons que E = R? Posons r = et t

(a). Alors (d®f), est définie

8.3 Difféomorphismes

Définition. Soient U un ouvert de E et V un ouvert de F. Un difféomorphisme de classe C* de U
sur V est une application bijective f: U — V telle que f et f~! soient de classe C*.

Proposition. On suppose que f : U — V est un homéomorphisme. St f est différentiable en a et df,
est un inversible, alors [~" est différentiable en f(a) et (df ") @ = (df);". Si de plus f est de classe
C*, 71 est de classe C*.

Proposition. Soient E et F des espaces de Banach. L’ensemble U = {T € L(E,F); T

homéomorphisme} est ouwvert dans L(E,F) et ¢ : T +— T~ y est continue, de classe C*. On a
(do)p(h) = =T *hT.

Théoreme d’inversion locale. Soient E et F' des espaces de Banach, U un ouwvertde E et f : U — F
de classe C*. Soit a € U. On suppose que (df ), est inversible. Il existe un voisinage ouvert Uy de a
tel que la restriction de f & Uy soit un difféomorphisme de classe C* de Uy sur un ouvert de F.

D’apres la proposition ci-dessus, si f est de plus de classe C*, il en va de méme pour sa réciproque.

Théoreme des fonctions implicites. Soient E, F et G des espaces de Banach U un ouvert de
ExF et f:U — G une application de classe C*. Soit a = (b,c) un point de U. On suppose que
fla) = 0 et que la différentielle partielle (daf), : F — G est inversible. Alors il existe des ouverts
V.W de E et F et une application g : V — W de classe C" tels que {b,c} € V. xW C U, g(b) = c et,
pour (z,y) € V. x W on ait l'équivalence f(x,y) =0 <= y = g(z). On a (dg), = —(dof); (d1 f)a-
Si f est de classe C*, il en va de méme pour g.

8.4 Exercices

8.1 Exercice. On munit R* et R de leur topologie usuelle. Pour (z,y) € R? on pose f(z,y) =
z* +y° — 3xy.

1. Calculer df.

2. En quels points de R? 'application df est-elle nulle ?

3. Pour chacun de ces points déterminer s’il s’agit d’'un maximum ou d’un minimum local ou global.
8.2 Exercice. (Point de Fermat) Soient E un espace affine euclidien et A € E. Notons f4 I'application
M — AM qui a M € E associe sa distance a A.

1. Démontrer que f4 est de classe C? dans E \ {A} et calculer sa différentielle et sa différentielle
seconde (on pourra bien choisir un repére et effectuer un développement limité).

Soient A, B, C' trois points non-alignés de E. Posons f = fa+ fs + fc.
2. a) Démontrer que f atteint son minimum en un point au moins.
b) Etablir que la fonction f est strictement convexe sur E.

¢) En déduire que f posseéde un unique minimum situé dans le plan affine contenant le triangle
ABC.

o8



3. Supposons que f atteigne son minimum en un point F' de F\ {A, B,C}.

. — —
a) Etablir que ce point satisfait a I’équation suivante : FA/FA + ]@/FB + FC/FC = 0.

b) Dans le cas précédent, démontrer que les trois angles sous les quels le point F' voit les cotés
du triangle sont égaux a 27 /3. (On dit pour cela que F' est le centre optique du triangle

ABC.

c¢) Dans quels cas est-ce-que F' coincide avec le centre de gravité G 7

d) Le triangle ABC' est bordé extérieurement par trois triangles équilatéraux BC A, CAB' et
ABC’. Démontrer que F' est situé sur les cercles circonscrits de ces trois triangles.

e) Calculer la mesure de I'angle A'FC et en déduire que A, F, A’ sont alignés. En déduire que
les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes en F.

4. On suppose que I'un des angles du triangle ABC' est supérieur ou égal a 27 /3. démontrer que le
minimum de f est atteint en 'un des sommets. Lequel 7

5. On suppose qu’aucun des angles du triangle ABC' n’est supérieur ou égal a 27 /3. Démontrer qu’il
existe un centre optique F' de ABC et que ce point est I'unique minimum de f sur R2.
8.3 Exercice. Pour (z,y) € R?, posons F(z,y) = x — y + sinzy.

1. Démontrer qu’il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et une fonction f : I — R de classe C*
tels que f(0) = 0 et, pour tout x € I on ait F(z, f(z)) = 0.

2. Calculer f(0).

3. Démontrer que f admet en 0 un développement limité a 'ordre 2 et calculer ce développement.

8.4 Exercice. Pour (z,y,2) € R? on pose f(z,y,2) = 2® +y* + 2> — 3 et g(x, vy, 2) = 2* — 3zy + 22°%
Considérons I'application F : R* — R? définie par

F(z,y,2) = (f(z,y,2),9(x,y, 2)).
1. Calculer dF.

2. Démontrer que la matrice

of of
L) L)
dg dg
a—y(l,l,l) a(l,l,l)

est inversible.

3. Démontrer qu’il existe un intervalle J centré en 1 et des applications ¢ : J - Ret ¢ : J — R de
classe C* telles que (1) = (1) = 1 et pour tout x € J on a F(x, o(z),¥(z)) = 0.

4. Calculer les ¢'(1) et ¢'(1).
8.5 Exercice. Soient U un ouvert de R? et f : U — R une fonction de classe C'. Soit (z¢,0) € U tel
0
que a—;j(%a Yo) # 0. Posons 2o = (20, Yo)-

1. Démontrer qu’il existe un voisinage ouvert V de (g, z9) et une application F de classe C! tels
que, pour tout (z,z) € V on ait

(:U,F(J;,Z)) ceU et f(ac F(x z)
f

Indication. On pourra considérer lapplication ¢ : (z,y) — (x

(z,9)).
2. Soit (x,z) € V. Posons y = F(x,z). Calculer g—F(x,z) et ?9 (x,z) en fonction g—f(x y) e
T T

0
a—§<x,y>.
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8.6 Exercice. Notons F 'espace vectoriel réel des matrices 2 x 2 (a coefficients réels) et f : B — E
I'application A — A%

1. Démontrer que I'application f est différentiable et déterminer sa différentielle df.

2. Notons I € F la matrice identité. Démontrer qu’il existe des voisinages ouverts U et V' de [ tels

que f induise un difféomorphisme de U sur V.

8.7 Exercice. Soient E un espace de Banach et f : E — E de classe C'. On suppose qu'il existe
k€ R,, avec k < 1 tel que pour tout € F, on a |||df.|| < k. On pose F(x) =z — f(z).

1. Démontrer que 'application f est lipschitzienne.
2. a) Soit a € E. Démontrer que l'équation x = f(z) + a admet une et une seule solution dans E.
b) Démontrer que 'application F' est bijective.

3. Démontrer que F est un difféomorphisme de classe C' de E sur E.

8.8 Exercice. On note || || la norme euclidienne de R"™. Soit F' : R" — R"™ de classe C''. On suppose
qu’il existe une norme N sur R" telle que pour tout z,y € R", on ait N(F(z) — F(y)) > N(z — y).

1. Démontrer que F' est injective.
2. Soit @ € R™.

1
a) Soit z € R". Démontrer que la fonction ¢ — n (F (a+tx)—F (a)) admet une limite lorsque
t — 0. En déduire que N((dF)a(x)> > N(x).
b) Montrer que (dF), est bijective.

¢) Soient () : R" — R une application différentiable et a € R"™. On suppose que (d(Qo F)), = 0.
Démontrer que (dQ)p(q) = 0.

d) Démontrer qu'il existe un voisinage ouvert U de a et un voisinage ouvert V' de F'(a) tels que
la restriction de F' soit un difféomorphisme de U sur V.

3. Démontrer qu’il existe £ € R’ tel que, pour tout =,y € R", on ait HF(x) — F(y)H > kl|z — vyl
4. Soit b € R™. Pour u,z € R", posons Q(u) = [|u — b[|* et p(z) = Q o F(z) = ||F(z) — bHQ.
a) Démontrer que @) est différentiable et donner une expression de d@.

b) Démontrer que pour tout zz € R", on a ||[F(z) — b|| + ||b — F(0)|| = k||z|. En déduire qu’il
existe R € R tel que 'on ait ||z]| > R = ¢(z) > ¢(0).

¢) Notons B la boule fermée de R" de centre 0 et de rayon R. Démontrer que l'on a
inf{p(2); z € R"} = inf{p(z); 2z € B} et que cet < inf » est atteint en un point a de B.

d) Démontrer que F(a) = b.

5. Démontrer que F' est un difféfomorphisme de R™ sur R".

6. On se propose de donner une autre démonstration de la surjectivité de F.
a) Déduire de la question 2.d) que F(R") est ouvert dans R".

b) Soit (z,) une suite de points de R” tels que la suite (F(z,)) soit convergente. Démontrer
que la suite (x,) est de Cauchy.

¢) Démontrer que F'(R") est fermé dans R".

d) En déduire que F est surjective.
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9 Equations différentielles

Ici, la référence de base (en plus des classiques...) est [Dem).

Une équation différentielle (scalaire, d’ordre n) est une équation du type f(t,z, o' 2", ... ™) = 0.
L’inconnue est une fonction x définie sur un intervalle de R et a valeurs scalaires (R ou C). Quitte a
étudier les équations différentielles vectorielles i.e. x est a valeurs dans R" ou C", on peut toujours se
ramener au cas des équations d’ordre 1. On peut aussi en général, a I'aide du théoreme des fonctions
implicites, se ramener a des équations différentielles du type X' = f(¢, X).

Le probléeme de Cauchy pour une telle équation consiste a trouver < la » solution X définie sur un
intervalle J le plus grand possible satisfaisant aux données initiales X (ty) = Xo

En physique, en chimie, en économie, ... plusieurs phénomenes sont décrits a ’aide d’équations différen-
tielles. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui affirme I'existence et unicité de la solution du probléeme de

Cauchy, dit que ces équations différentielles déterminent bien le phénomene : si on connait I’équation
différentielle et les données initiales on a déterminé toute 1’évolution de notre systeme.

On dispose de méthodes générales pour < résoudre > plusieurs équations différentielles, i.e. pour expri-
mer les solutions a 'aide de fonctions usuelles. Une autre étude, I’étude dite qualitative, peut-étre plus
intéressante encore - que nous n’aborderons ici que dans des exemples - consiste a étudier les solutions
d’une équation différentielle, sans pour autant pouvoir les exprimer.

9.1 Equations différentielles linéaires
9.1.1 Théoreme d’existence et unicité
Un systeme d’équations différenitelles linéaires est une équation de la forme
X' = At)X + B(t), (E)

ou A (resp. B) est une application continue d'un intervalle I dans M, (C) (resp. C"). Une solution de
ce systeme est une fonction X : I — C" de classe C" et telle que, pour tout ¢t € I on ait X'(t) =

At)X(t) + B(t).

Théoréme de <« Cauchy-Lipschitz linéaire > (Existence et unicité de la solution sur I du probléeme
de Cauchy). Pour tout ty € I et Xy € C", il existe une et une seule solution X : I — C" de l’équation
(E) telle que X (tg) = Xo.

L’équation homogene associée a (E) est
X' =A@)X. (H)

L’ensemble Sy des solutions sur I de (H) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions
de classe C* de I dans C™. D’apres le théoreme d’existence et d’unicité, pour ¢, € I, 'application
X — X(tp) est un isomorphisme de Sy sur C", donc dim Sy = n.

L’ensemble Sg des solutions de (E) est un espace affine de direction Sg. Pour résoudre une équation
différentielle du type (F), on doit donc résoudre (H) et trouver une solution particuliere de (F) : la
solution générale de (E) est somme de la solution générale de (H) et d’une solution particuliere de (F).

Application. Soient a, b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle I et a valeurs complexes.
Considérons 1’équation différentielle linéaire du second ordre

" +a(t)r’ + b(t)x = c(t) (E2)
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dont Iinconnue est une fonction z : I — C de classe C%. On se ramene & un systeme du premier ordre
en posant y = 2’ et en résolvant donc le systéme

(-0 ) ()-(1)

On en déduit donc un théoreme d’existence et unicité du probleme de Cauchy correspondant :
pour tout ty € I, tout (x9,v0) € C* il existe une unique fonction x : I — C de classe C? telle que
z(to) = o, 2'(to) = yo et, pour tout t € I, on ait 2" (t) + a(t)z'(t) + b(t)z(t) = c(t).

9.1.2 Méthode de la variation des constantes

Supposons que 1'on ait résolu (H) et que 1'on cherche a résoudre (E). On dispose donc d’une base de
solutions (X1, ..., X,,) de H. Les solutions de (H) sont donc de la forme X = Z y;: X; ot les y; sont des
constantes. La méthode de variation des constantes consiste a considérer les y; comme des fonctions.

Pour tout ¢t € I, notons R(t) la matrice carrée dont les vecteurs colonnes sont les X;(t). Remarquons
que, pour tout ¢ € I, comme I'application X — X () est bijective de Sy sur C", (X1(¢),..., X, (1)) est

une base de C", donc la matrice R(t) est inversible. La solution générale de (H) s’écrit X (t) = R(t)Y
ou Y € C" est un vecteur colonne (constant).

La méthode des variation des constantes consiste donc & chercher les solutions de (E) sous la forme
X(t) = R(t)Y(t). On a alors X'(t) = R'(t)Y (t) + R(t)Y'(t). Remarquons que R'(t) = A(t)R(t) pour
tout ¢, de sorte que (F) devient R(t)Y’(t) = B(t), soit Y'(t) = R(t) ' B(t).

Dans le cas de I’équation différentielle linéaire du second ordre (équation (£2)), on suppose donc avoir
trouvé deux solutions indépendantes z; et xy de I'équation z” + a(t)z’ + b(t)x = 0. La méthode de la
variation des constantes consiste donc a chercher la solution sous la forme x(t) = uy (t)x1(t) + us(t)xo(t)

Oil / / /

SIONIOMEONSNCOMN

z1(t) x2(t) ) \uy(t) 0
Il arrive que l'on ne dispose que d’une solution < évidente » de 'équation x” + a(t)z’ + b(t)x = 0.
Si cette solution y ne s’annule pas sur I, on va chercher une solution de (E2) sous la forme x = yz.

L’équation devient 2" (t)y(t) + 2/ (t)(2y'(t) + a(t)y(t)) + z(t)(y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t)) = c(t), soit
2'(O)y(t) + 2'(t)(2¢ (t) + a(t)y(t)) = ¢(t) qui est une équation du premier ordre en z'.

9.1.3 Systemes a coefficients constants

On a vu que pour résoudre (E), < il suffit > de résoudre (H). Il y a deux cas ou 'on peut résoudre
(H) :

a) lorsque n = 1; dans ce cas, on a & résoudre ¥’ = a(t)x; sachant qu'une solution non nulle ne
/

T
s’annule pas sur I, on cherche une solution non nulle en écrivant — = a(t), puis In |x(t)| = f(t)+c
ou f est un primitive de a et enfin, x(t) = kexp(f(¢)).

b) Lorsque la matrice A est constante. C’est ce cas que nous étudions maintenant.

Lorsque A est diagonale, triangulaire. Lorsque A = diag(a;) est diagonale, la résolution du
systeme X' = AX + B s’écrit x; = a;x; + b;(t) pour tout 7.

Lorsque la matrice A est triangulaire supérieure, on résout les équations en cascade : la derniere
équation s’écrit x!, = a, 2, + ba(t); pour k < n, la k-itme équation s'écrit z), = ag,xx + 24(t) ou

2(t) = bi(t) + > apjr;(t) a déja été décrit.
j=k+1
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Changement de base. Soit P une matrice inversible telle que D = P 'AP soit diagonale - ou
triangulaire. Ecrivons X = PY. L’équation X' = AX devient Y’ = DY, que l'on sait résoudre.

Exponentielle de matrices. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie ; mu-

nissons £ d’une norme quelconque (elles sont toutes équivalentes!) et L(E) de la norme ||| ||| associée.
Comme |[[|go f|| < [lglllIlflll et que I'espace vectoriel normé de dimension finie L(E) est complet, pour
n too
tout f € L(F) la série de terme général f—' converge. On note exp(f) = Z ~ sa somme.
n! n!
n=0

Fixons f € L(FE). En dérivant sous le signe somme, on trouve que 'application ¢ : ¢t — exp(tf) est
dérivable et que 'on a ¢'(t) = f o p(t) = ¢(t) o f.

En termes de matrices, si on pose R(t) = exp(tA), l'application ¢ — R(t) est dérivable et l'on a
R'(t) = AR(t). En particulier,
a) pour tout Y € C", 'application ¢ — exp(tA)Y est solution de I’équation différentielle X' = AX
(sur tout R);

b) si B: I — C" est une application continue, la solution au probleme de Cauchy X' = AX + B(t)
t
et X (tg) = Xo est donnée par X (t) = exp((t —t9)A) - Xo + / exp((t — s)A) - B(s) ds.

to

9.2 Notions sur les équations différentielles non linéaires
9.2.1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R" une application continue. On considere ’équation
différentielle X’ = f(¢, X). Une solution de cette équation est donc donnée par un intervalle J et une
application X : J — R"™ de classe C" telle que, pour t € J, on ait (¢, X(t)) € U et X'(t) = f(t, X(t)).

Remarquons qu'une équation du second ordre X" = f(¢, X, X') (ainsi que les équations différentielles

NI , . : X
de tout ordre) se rameéne a une équation du premier ordre Z' = g(¢,Z) en posant Z = (Y) et en

s ()~ (o)

Théoréme de Cauchy-Lipschitz local. Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une
application de classe C*. Soit (ty, Xo) € U.

Existence. [l existe un intervalle ouvert J C R contenant ty et une solution X : J — R" de [’équation
différentielle X' = f(t, X) telle que X (to) = Xo.

Unicité. Soient I et J des intervalles ouverts contenant ty et X : I — R" et Y : J — R" deux
solutions de 1’équation différentielle X' = f(t,X) et telles que X (ty) = Y (to). Alors X etV
coincident sur I N J.

Théoreme : Solutions maximales. Sous les hypothése du théoréme ci-dessus, il existe une solution
(I,X) qui prolonge toute solution du probléme de Cauchy. L’intervalle I est ouvert.

9.2.2 Quelques exemples de résolution < explicite > d’équations différentielles

Equations & variables séparables. Ce sont les équations de la forme 2/ = f(t)g(z). Une telle
équation admet les solutions constantes z = ¢ ou ¢ est telle que g(c) = 0. Pour trouver les

/

T
autres solutions, on écrit ﬁ = f(t), puis prenant une primitive G' de 1/g sur un intervalle ou g

g(x

ne s’annule pas et une primitive F de f, on écrit G(x(t)) = F(t) + ¢, puis z(t) = G 1 (F(t) + ¢).
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Equations homogenes. 1l s’agit d’équations qui se raménent a 2/ = g(x/t). Pour résoudre cette
équation, on pose y = x/t (changement de fonction). On a donc z = ty et 2’ = ty' +y. L’équation
devient ty' = g(y) — y qui est une équation différentielle & variables séparables.

Equations de Bernoulli. Ce sont les équations de la forme y' = a(t)y + b(t)y®, ot a € R\ {0,1}

(définie pour y > 0). Pour résoudre cette équation, on effectue le changement de fonction z = y*~.
/ /

Remarquons que G- (1-— a)y— de sorte que ’équation devient - (1—a)a(t) + (1 — a)y*?,
z 2

soit 2/ = (1 — a)a(t)z + (1 — a)b(t), qui est une équation lindaire.
Equation d’Euler. Il s’agit d’équations différentielles linéaires de la forme Z apt®z®) = 0 ou (avec

k=0
n

second menbre) Z apt*z™ = b(t). A V’aide du changement de variable t = +e*, en posant donc

y(u) = x(e"), on se ramene a une équation a coefficients constants que 1'on sait résoudre.

On a y/(u> — e“x’(e“) et y//(u> — e“x’(e“) +62ul‘”(6u), y///(u) — 6“:)3’(6“) +362ul’,,(6u) +€3UZL‘/”(€“)7
etc. , de sorte que Iéquation ast®z” + ast’s” + aitax’ + apr = 0 devient I'équation & coefficients
constants a®z” + (ay — 3a3)2” + (a1 — ag + 2a3)2" + agz = 0.

9.2.3 Un exemple <« qualitatif > : Lois de Kepler

On étudie le mouvement des planetes. On assimile le soleil a un point fixe que 1’on place a I'origine O de
notre espace euclidien F. Une planéte assimilée a un point de l’espace se trouve en position M (t) € F

au temps t. On note M'(t), M"(t) € E sa vitesse et son accélération au temps .

Rappelons les lois de Kepler sur le mouvement des planetes :

Lois de Kepler. a) Dans un référentiel immobile par rapport au soleil, la trajectoire d’une planéte
se trouve dans un plan ; elle est elliptique, un foyer étant le soleil.

b) Loi des aires. La surface balayée par le rayon vecteur ¥ durant le mouvement est proportionnelle

au temps.
3

k
¢) Le carré de la période T varie comme le cube du demi-grand aze : T2 = cte = 1 (ot k = GMg
s
est produit de la constante G d’attraction universelle par la masse Mg du soleil).

Mouvements a accélération centrale. On suppose que la seule force qui s’exerce sur notre planete
est Pattraction solaire. La loi de Newton I = mM” implique alors que I’accélération est centrale i.e.
M" est colinéaire & OM.

Proposition. On suppose qu’une particule M a une accélération centrale. (On suppose aussi qu’au
temps t =0, OM et M' ne sont pas colinéaires). Alors :

a) La particule M reste dans un plan P.

b) Repérons alors M dans des coordonnées polaires p, 0 de centre O. La fonction L : t v+ p(t)*0'(t)
ne dépend pas de t.

\ \

Démonstration. Fixons une orientation de I'espace et posons L(t) = OM(t] A M'(t). Par la rogle de

—
Leibnitz appliquée a 'application bilinéaire A, on trouve L'(t) = M'(t) A M'(t) + OM (t) A M"(t) = 0

puisque l'accélération est centrale. En particulier la particule reste dans le plan P passant par 0 et

orthogonal a L.
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Choisissons une orientation de P (et donc de Pt).

En prenant des coordonnées polaires, on a OM (t) = p(t)u(60(t)), et M'(t) = p'(t)u(0(t))+p(t)0'(t)v(0(1))

(o1 ¥ est le vecteur unité de P directement orthogonal & i), de sorte que OM (t) A M'(t) = p(t)*0' (1)
(ot W = U A ¥ est le vecteur unité positif orthogonal a P). O

Loi des aires. Que représente la quantité p°@’ ? Elle représente I'aire du parallélogramme dont trois
sommets sont O, M, M + M’, ou le double de laire du triangle O, M, M + M’, soit la dérivée de 'aire
balayée par le rayon OM.

Dorénavant, on se place dans le plan P qui est un plan euclidien orienté. On fixe 1'origine en O et on

choisit un repere orthonormé direct, ce qui nous donne des coordonnées polaires associées et identifie
P avec C.

On a donc z(t) = p(t)e®®.

On suppose qu’on a une accélération en 1/p>. On a donc 2"(t) = —kp(t)"2®® (ot k = Gm
avec GG constante d’attraction universelle et m = masse du soleil).

, L
e Posons w = ie?® — Z2/(#). On trouve w’ = 0. On pose e = |w|. Quitte & changer de repere, on

k
, Lo’ L? L?
suppose w = ie. Il vient ecosf = (w,ie”) =1 — Z =1- s donc p = 1—3% avec p = -~
2
e Enfin, en supposant e < 1, on a une ellipse de grand axe 2a = P + p__ P et de demi
, l—e 1+4+e 1—¢2
petit axe b = \/%762. Aire : A = mab = #- I1 vient
T 24 _ 2 L3 2 32

L k2(1—e2)32 - ﬁa

On suppose inversement que la trajectoire est une conique. On observe que les planetes

parcourent des ellipses de foyer O. On a donc p(t) = .
1 —ecosf(t)
, ,, .« —pesin(0(t)) Le
On trouve p'(t) = 0'(t) (1= ccos0(1)? = — sin0(t), donc
L L . k. L?
M'(t) = =(ie — ¥(0)), donc 2"(t) = ——=0'(t)e" = — e avec k = —-
(t) p( (0)) (2) p (t) POE 5

9.3 Exercices

9.1 Exercice. Résoudre 1'équation différentielle 4" — zy = 0. On exprimera les solutions & l'aide de
séries entieres.

9.2 Exercice. Tirés de [M_Anal]

. (10.3, page 220) Résoudre sur R 'équation différentielle y” +y = e 1.

1
2. (10.1.b, page 215) Résoudre I'équation dégénérée (t + 1)y = ty.

1
3. (10.2, page 219) Trouver y dérivable sur R telle qu’en tout point ¢ —y = / y(t)dt.
0

9.3 Exercice. Tirés de [Dem]

65



1—92
1—12
2. P. 153, équations de Riccati, exemple : (1 — )y + %y + 3 = 2t.

3. P. 162-164, équations de Lagrange et de Clairaut : y = a(y')t + b(y').

4. P.187. Déterminer la trajectoire d'une particule de masse m et de Charge électrique ¢ se déplacant
sous l'action d’un champ magnétique B et d'un champ électrique E uniformes et mdependants
du temps. En d’autres termes résoudre 1’équation différentielle suivante sur la vitesse : mV' =
¢(VAB+E).

1. P. 146-148, équation & variables séparées, par exemple : 3/ =

9.4 Exercice. Soient I C R un intervalle et ¢1, ¢, : I — R des applications continues. On suppose que
pour tout ¢ € I on a go(t) = ¢i(t). Soient u; : I — R (i = 1,2) des applications de classe C? telles que
uf + qu; = 0. Soient a < b € I. On suppose que u1(a) = uy(b) = 0 et que u; et up ne s’annulent pas sur
Ja, b[. Quitte & remplacer u; par —u; on peut supposer que u; et uy sont positives sur Ja,b[. On pose
w(t) =y (Hua(t) — up(t)ua(t).

1. Démontrer que w est croissante sur [a, b], que w(a) = 0 et w(b) < 0.

2. En déduire que u; et us sont proportionnelles sur [a, b].

9.5 Exercice. 1. Soit k une fonction continue sur un intervalle de R, déterminer une courbe plane
de classe C? dont la courbure au point d’abscisse curviligne s soit égale a x(s). (Indication :
résoudre dans C I'équation 2z’ = irz.) Comment sont faites toutes les courbes de courbure x 7

2. Soit A une application continue d’un intervalle I de R dans I’espace vectoriel des matrices 3 x 3
antisymétriques, démontrer pour tout tg € I 'existence et 'unicité d'une application Y de classe
C' de I dans Pensemble des matrices 3 x 3, telle que 1) Y (¢y) = Id, et 2) Y’ = AY. Démontrer
que pour tout ¢ dans I, la matrice Y (¢) est orthogonale.

3. Soient k, T deux fonctions continues sur un intervalle de R ; appliquer I'exercice précédent pour
établir Pexistence d’une courbe gauche de classe C® de courbure et de torsion 7.

4. Déterminer les courbes gauches de courbure et torsion constantes.

9.6 Exercice. Fonctions de Bessel. Pour tout x € R, on pose

2 w/2
J(x) = —/ cos(x sint) dt.
m™Jo
1. Démontrer que J est analytique sur R et donner son développement en série entiere au voisinage
de 0.
2. Démontrer que J est une fonction de classe C? sur R, qui est solution sur R de 'équation
différentielle

2y +vy +xy=0.
3. Démontrer que J est 'unique (& multiple scalaire pres) solution sur R de 1'équation différentielle
" +y +ay=0.
4. Démontrer qu'il existe des fonctions r et 6 de classe C* de R dans R telles que J(x) = r(x) cos §(z)
et J'(x) = —r(x)sinf(z).
5. Démontrer que la fonction z +— r(x)? est décroissante sur R, et que z +— x7(x) est croissante
sur Ry.

- En déduire que J s’annule une infinité de fois.

o in 6
6. Démontrer que 'on a 0'(x) = 1+ cos §(x) sin f(z)
T

7. Démontrer que J' est solution de I'équation différentielle z°y” + 23/ + (2* — 1)y = 0.
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8. On définit par récurrence la suite J,, de fonctions de Bessel en posant

nJ,(x)

Jo=J et Jou(x) = — J ().

Démontrer que .J,, est analytique et satisfait I’équation différentielle z%y” + zy’ + (2> — n?)y = 0.

Les fonctions de Bessel interviennent dans les ondes électromagnétiques dans un guide cylindrique (antenne), les
modes de vibration d’une fine membrane circulaire ou annulaire, [’étude d’instruments optiques, le pendule de
Bessel...
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