10 Solutions des exercices

10.1 Suites

Exercice 1.1.

1. On a vu que 1/p est périodique de période divisant 5 si et seulement si p divise 10° — 1; la
période est exactement 5 si de plus p ne divise pas 10 — 1. Si p est premier, il doit donc diviser
11111. Inversement, puisque 9 et 11 111 sont premiers entre eux, tout diviseur premier de 11 111
convient.

2. a) D’apres ce qui précede, 'ordre de 10 dans le groupe (Z/pZ)* est 5.

b) L’ordre 10 dans le groupe (Z/pZ)* divise 'ordre de (Z/pZ)*, donc 5 divise p — 1. Comme p
est impair, il est de la forme 10k + 1.

3. On vérifie immédiatement que 11 ne divise pas 11111 ; le nombre 21 n’est pas premier; 31 ne

convient pas non plus... mais 41 convient. On trouve 11111 = 41 x 271.

NB Comme tout diviseur de 271 divise 11 111 et est donc > 41 > V271, on en déduit que 271
est premier.

Exercice 1.2.
1. On pN = 10! — 1. Son développement décimal est donc 99...9 (p — 1 chiffres).
1 N 1 =

On a 1—) =111 Or 1= ; 107%=1)  Donc le développement décimal du nombre

) 1
rationnel — est
p

]—9 == 0, 104z ...0p-10102 ...0Ap—101043 ... 0p—1 ...

2. a) La classe de k dans le corps Z/pZ est un élément de (Z/pZ)*. Or, puisque la classe de 10 est
un générateur de ce groupe, on en déduit que (Z/pZ)* est 'ensemble des classes de 10° on
0<l<p—2.

b) Le développement décimal de 10°N est a;...a, 100...0 (avec £ zéros & la fin). Il vient
A=ay...apet R=ap11...a,10...0.

¢) Onak =10° [p], donc kN = 10°N [pN]. Or pN = 10! — 1, donc 10°N = 10°*A+ R =
A+ R [pN]. Les nombres kN et A + R sont tous deux compris strictement entre 0 et
pN = 10! — 1 et congrus modulo pN : ils sont égaux. Le développement décimal en est
Api1 - Qp_107 . . . Q.
3. a) Le développement décimal du nombre 1/17 admet la période 16 et n’est visiblement pas

périodique de période 8 : sa période, qui est 1'ordre de (la classe de) 10 dans (Z/17Z)* est
bien 16.

b) D’apres la discussion ci-dessus, pour 1 < k < 16, on obtient le développement décimal
de k x 0588235294117647 par permutation circulaire a partir de 0588235294117647. En les
classant par ordre croissant, on trouve
2 x 0588235294117647 = 1176470588235294, 3 x 0588235294117647 = 1764705882352941
4 x 0588235294117647 = 2352941176470588, 5 x 0588235294117647 = 2941176470588235
6 x 0588235294117647 = 3529411764705882, 7 x 0588235294117647 = 4117647058823529
8 x 0588235294117647 = 4705882352941176, 9 x 0588235294117647 = 5294117647058823
10 x 0588235294117647 = 5882352941176470, 11 x 0588235294117647 = 6470588235294117
12 x 0588235294117647 = 7058823529411764, 13 x 0588235294117647 = 7647058823529411
14 x 0588235294117647 = 8235294117647058, 15 x 0588235294117647 = 8823529411764705
16 x 0588235294117647 = 9411764705882352.
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Exercice 1.3.

1. Quitte a réordonner les s;, on peut supposer que la suite s; est croissante. On a E Sk+1 — Sk =

k=0
1
Snt1 — So < 1 — 0. Il existe donc k tel que sxy1 — sp < 1
n
2. Pour i = 1,...,n, posons s; = t; — tyg — E(t; — tg) ou E désigne la partie entiere; posons aussi

1
Sp+1 = 1. Par (a), il existe ¢, j avec 0 <@ < j < n+1 tels que |s; — 55| < R Sij#n+1,on
n

trouve |(t; —t;) — p| < ou p est un entier (p = E(t; —to) — E(t; —t)). Sij=n+1, on

+ 17
trouve |tg —t; — p| < T avec p = E(t; — to) + 1. Remarquons que dans ce cas i # 0 puisque
1> L
n+1
3. Posons t; = ix; il existe i,j avec 0 < @ < j < n tels que §(¢; — ¢;) < —— On pose alors
n
k =j —1; on trouve §(kx) < :
n+1
1 1
4. Soit t € R. Soit n € N*. Par 1.c), il existe ¢, < n tel que 1 < ¢, < n et §(g,t) < < )
n+1 " g,+1
1
Soit p, l'entier le plus proche de g,t. On a donc |t — p,/q,| < W < ¢, % Enfin, puisque
n dn

1
It — pn/an| < " on at=Ilimp,/q,.

+1’

Exercice 1.4.
1. Cette série converge extrémement vite et on peut utiliser plusieurs méthodes. Par exemple, la
regle de Cauchy : (107%)Yk = 10~*-D! 0.
2. Pourn,keN,ona (n+k+1)—(n+1)! >k, donc

0<S—a,=Y 107107y "107F < 2,10~V
k=0 k=0

En particulier, puisque ag = 0, il vient 0 < S < 2.107" < 1.

3. a) Le nombre a, est rationnel et s’écrit sous la forme a, = Pn o ¢, = 10™. Le polyn6éme P
n

s’écrit P = Z b X", donc ¢* P(ay) Z bkpqu . C’est un entier.
k=0
b) Posons M = 2sup{|P'(t)|; ¢t € [0,1]}. Par le théoreme des accroissements finis, On a |P(S) —

M
P(a,)| < —\S— an| < M.10~ (n+1)!

c¢) Puisque P a un nombre fini de racines, seulement un nombre fini de a,, peuvent étre racines
de P. 1l existe donc ng € N tel que pour n > ng on ait P(a,) # 0. Dans ce cas, 10p'”!P(an)
est un nombre entier non nul, donc \10p'”!P(an)] > 1. Donc, pour n > ng, on a [10P™ P(S)| >
|10P™ P(ay,)| — M.10PM =Dt > 1 — pr10~ (=P Or) lim M.10~ (n1=pnt _ = 0, donc, pour

n—oo

n assez grand M.10~ 172" < 1 On en déduit que P(S) # 0.
4. On a démontré que, pour tout P € Z[X| non nul, on a P(S) # 0, donc S est transcendant.

OoIEE

, ot M est le maximum de |P’| sur le plus petit

Exercice 1.5. Comme pour 'exercice précédent, ¢, P( ) est entier et non nul, donc
PG| =lalP(Gr) - @] < s,
dn dn

segment contenant tous les P
Qn

Dn
xr — —
4n

Or |q




. , . —n! N . ,
Pour exhiber des nombres transcendants, on peut écrire S = E 107"™a,, ou a,, est une suite bornée de

nombres entiers non nuls, on peut par exemple remplacer 10 par n’importe quel entier > 2 et n! par

br
L o0).

n’importe quelle suite b, de nombres entiers croissant suffisamment vite (avec lim
n

Exercice 1.6.
1. On a u, = a'"".

2. Si |a|] < 1, la suite (u,,) converge (tres vite) vers 0. Si |a| > 1, la suite (|u,|) tend trés rapidement
vers +00.

3. a) On a6, = (10"0) ou (x) = x — E(x) est la partie fractionnaire d'un nombre réel x (ici E(x)
désigne sa partie entiere).

b) La suite est constante pour § = k/9 avec k € N, k < 8.

. a0 10k : e .
c) Siup = uy, avec k < £ il vient a'® **" =1, donc a est une racine de 1'unité ; inversement, si

a est une racine de 1 alors 6 est rationnel, donc son développement décimal est périodique
(& partir d’'un certain rang), donc la suite uy prend un nombre fini de valeurs.

d) Supposons que (u,) tend vers £. Remarquons que
o ('Y = ¢ (par continuité de z > 2'%);
e pour b= e* avec t € R tel que |t| < 1/11, on a |1 — b > |1 — b).
En particulier, si pour n > ng on a |u, — ¢ < |1 — 62117“(: 2sin ﬁ)’ alors la suite |u,, — | est

. N . . , . 10™0
croissante a partir de ng, et ne peut tendre vers 0 que si u,, = ¢; on en déduit que a est
une racine neuvieme de 1, donc a est une racine de 1 dont 'ordre divise 9 x 10™.

La réciproque est claire.

NB. C’est un fait général. Si (X, d) est un espace métrique, f : X — X est une application et zy est un
point fixe répulsif de f, i.e. si d(f(x),zo) > d(x,xz9) pour tout point x dans un voisinage de xq,
une suite (f"(x)) ne peut converger vers xo que s'il existe n tel que f"(z) = xo.

e) Considérons le nombre 6 = 0,123456789101112131415161718192021222324.... On a donc
une suite d’entiers (p,)nen, strictement croissante, telle que pg = 0 et, pour tout n > 1 le
développement décimal de n est lu dans 6 de la place p,_1 + 1 a p,. On a donc

® p, =pn_1+ Kk, ou k, est le nombre de chiffres du développement décimal de n;

e n = E(10"0) — 10" E(10P"16).
En particulier, le développement décimal de (10P*~'6) commence par n. Soit z € [0, 1].
Pour k& € N posons m(k) = E(10%z). Alors, si 2 > 1/10, on a z = lim(10P»®-16), donc

2T 13
e = lim Up, (-1

: l+z : . : :
Si z < 1/10, on pose y = 0 on construit une suite extraite (W(k)) qul converge vers
e*™ ; alors (uyr)+1) converge vers ()10 = ¥,

Exercice 1.7.

1. Soit = € [0,1]. Ecrivons son développement décimal propre z = 0,aiay...a,... ou les a, ne
sont pas tous égaux a 9 a partir d'un certain rang. Alors 10z = ay,as...a,... et f(x) =
0,as...a,...; ces développements décimaux sont clairement propres (puisque les a, ne sont
pas tous égaux a 9 a partir d'un certain rang). En d’autres termes, f décale le développement
décimal de z et oublie le premier terme de ce développement.

2. Soit x = 0,a1as...a, ... comme ci-dessus. Par unicité du développement décimal propre, on a
f(x) = z si et seulement si ap = agy1 pour tout k, i.e. si la suite (ax) est constante égale a
a € {0,...,8} (9 est interdit puisque le développement décimal est supposé propre). Les points
fixes de f sont donc les a/9 avec a entier entre 0 et 8.



. La suite stationne si et seulement si, pour un m € N, u,, = f™(ug) est un point fixe de f; or
U = 10Mug — E(10™ug). On doit donc avoir 10™ug = A+ a/9 = B/9 avec A,a,B € N; on en
déduit immédiatement que (u,) est stationnaire si et seulement si ug = B
(et B <9 x10™).

. Pour z € [0, 1], posons g(x) = exp(2irx) et v, = g(u,). On a v,y = v’ et, puisque g est

continue, si u,, converge vers /, alors g(u,) converge vers g(f). Or z +— 2' étant continue, on
doit avoir g(£)** = g(¢), ce qui impose (puisque g(¢) # 0) que g(¢) est racine 9-ieme de 1,

W avec B,mEN

donc ¢ = — avec k € {0,...,9}. Remarquons que pour z € [0,1], si |z — ¢] < 0,01, alors
k k+1
x € {E, % [ Dong, si pour |u, — ¢| < 0,01, la n-ieme décimale de ug est k. On en déduit

que (u,) converge si et seulement si la suite est stationnaire.

. La suite est périodique si et seulement s’il existe n tel que u,, = ug, ce qui est vrai si et seulement
si ug est rationnel et dans son écriture en fraction irréductible uy = p/q le dénominateur ¢ n’est
pas divisible par 2 ou par 5; la suite devient périodique a partir d'un certain rang si et seulement
si ug est rationnel.

. Prenons ug = 0,1234567891011121314.... 1l existe donc ¢ : N* — N strictement croissante
telle que, pour tout entier k € N* d’écriture décimale k = by ...bs, le développement décimal
de upr soit 0,b1...b,... Démontrons que {u,; n € N} est dense dans [0, 1]. Soit o € [0, 1]
et « = 0,aqas...a,... un développement décimal de «. Pour m € N, posons k,, = 10™ +

m

Z ap10m7F. Le développement décimal de ugy,,) est 0,1aiaz ... ap, ..., donc celui de y,,)+1

k=1

est 0,a102 . .. Gy, . ... On en déduit que |[up,,)+1 — @ < 107", donc la suite (up,,)+1) converge

vers «.

Remarques
m m

a) Le fait de considérer le nombre 10™ + Zakmm*k et non Zakw"“’“ n’est vraiment utile que si a; = 0,
k=1 k=1

1.e. pour o < 0, 1.
b) On parle d’un développement décimal de « afin de pouvoir traiter en méme temps le cas a = 1.

Exercice 1.8. Puisque ¢ est injective, on a lim ¢(n) = +oo. En effet, soit M € N; puisque ¢ est injec-

n—oo

tive, 'ensemble ¢~ {0, ..., M} est fini : il a au plus M +1 éléments ; posons N = max <g0_1{0, - ,M})

Sin > N, il vient n & o *{0,..., M}, donc p(k) > M.

Par le théoreme de composition de limites, il vient lim wu,@,) = lim wu,.
n—oo n—oo

Exercice 1.9. Soit ¢ > 0. Comme (u,) a pour limite ¢, il existe N € N, tel que pour tout n € N, n >

N:>|un—€|§§-

N
Posons S = Z(uk — 0)(vg — vg—1). Pour n > N on a donc
k=1

n

S| 1
lw, — €] < 'U—|+U— > Juk — £ (vk = vk—1)

n "™ k=N+1

S — S

Un Up, 2 Up, 2

. S . . / 5 / .
Puisque — tend vers 0, il existe N' € N, que 'on peut supposer > N tel que pour tout n > N’ on ait
Un

S €
151 < =, donc |w, — {| < e.
Up, 2



Exercice 1.10. Par récurrence sur k, on démontre que, pour tout, m, k € N* on a uy, < ki,.

Posons ¢ = inf {%, n e N} (€ RU{—o0}). Soit M > ¢; puisque M ne minore pas la suite <%>, il
n n

. Un un
existe N € N* tel que — < M. Posons a = —-
ey N

Soit n > N. Effectuons la division euclidienne de n par N : on a n = kN + r. On a donc u, <
kuy + ru; = na + r(u; — a) < na+ N|u; — a|. Pour n assez grand, on a N|u; —a| < n(M — a), donc

u
(<= < M.
n

Exercice 1.11.

Démontrons par récurrence sur n que, pour tout n, on a 0 < b, < a,.
e (’est vrai par hypothese pour n = 0.
e Soit n > 0, et supposons que 0 < b, < a,, on a b, 1 = v/a,b, >0, et

> 0.

2
an—2m+bn: (\/@_\/E>
2

Apy1 — bn+1 - D)

an_bn

Puisque 0 < b, < an, ap — apyq = < 0 et b2 < a,b,; prenant les racines carrées, il vient

by, < b1 ; donc la suite (b,) est croissante et la suite (a,) décroissante. Enfin
An41 — bn+1 _ vV an — \/E
b o+ V)

<1
27

d’ou 'on déduit que (a,, — b,) converge au moins géométriquement vers 0.

A1 — bt 1 _
Remarquons que = a une limite non nulle donc la convergence de a,, — b,

= o V)

vers 0 est quadratique.

Exercice 1.12.

1. Soient a,b € R deux valeurs d’adhérence de la suite (u,) et ¢ € R tels que a < ¢ < b. On veut
démontrer que ¢ est valeur d’adhérence de la suite (u,), en d’autres termes que, pour tout € > 0
et tout ng € N, il existe n > ng tel que |u, — ¢| < e.

Fixons donc € > 0 et ng € N. Puisque w,+1 — u, — 0, il existe n; € N, que 1’'on peut supposer
> ng tel que, pour n > ny on ait |u,11 — u,| < 2e.
e Sic—e¢e <u, <c+e¢,on prendra n = ng.
e Siu, <c—eg,posons A= {k >nq, u, > c—c}; puisque b est valeur d’adhérence de la suite
(un), il existe ny = n tel que |u,, — b < ¢, donc u,, >b—¢e > ¢ — ¢, donc A # (). Comme
A est une partie non vide de N, elle possede un plus petit élément ; posons n = inf A. Or
ny & A, doncn—1 2> n; et puisque n—1 ¢ A, il vient u,,_; < ¢—e. De plus |u,_1 —u,| < 2e.
Onadoncc—e<u, <uU,_1+2<c+e.
e Siwu, = c+e, onposera A= {k>ny, u, <c+e} quin’est pas vide puisque a est valeur
d’adhérence de (u,) et n = inf A.

2. On note F' I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,,). C’est une partie fermée non vide
de X.
Soient F, F» deux parties fermées de F' disjointes et non vides. On doit démontrer que F' #
Fi U Fs.
Comme F) et Fy sont compacts, la fonction distance atteint son minimum sur F; x Fj : il existe
k € R tel que pour tout y; € Fy et tout yo € F5 on ait d(yi,y2) > k.
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Posons K = {y € X; d(y, F1 U Fy) > k/3} et démontrons que I'ensemble {n € N; u, € K} est
infini - donc la suite (u,,) possede des valeurs dans le compact K, ce qui prouvera que K NF # ().
11 existe ng tel que pour n > ng, on ait d(u,, u,41) < k/3.

Soit m € N et démontrons qu’il existe n > m tel que u,, € K. On peut supposer que m = ny.

e Siu, € K, on posera m = n.

e Sinon, d(um,, F1 U Fy) = inf{d(z,uy); v € Fy U Fy} < k/3. Quitte a échanger les roles
de Fi et I3, on peut supposer que c’est un point de F; qui réalise ce minimum. Posons
A={neN; n>=m, dlu,, Fy) < 2k/3}. Puisque F; possede des points d’adhérence de la
suite (u,), I’ensemble A n’est pas vide. Notons n son plus petit élément. Remarquons que
puisque d(F, Fy) = k, il vient d(u,, F1) > k/3. En particulier m # n. Puisque n —1 € A, on
a d(up—1, F») > 2k/3. Comme d(tp—1,u,) < k/3, il vient d(u,, F») > k/3. Cela prouve que
u, € K.

. Considérons la suite u,, = (n'/3 cosn'/?, sinn'/?) = (2, yn).

Fixons € R. Pour t € R, posons g(t) = tcost. Pour k € N, on a g(kr) = (—1)*kr. Par
le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout £ € N tel que |z| < km, il existe ¢, €
[k, (k 4+ 1)x[ tel que g(t,;) = . Notons ny la partie enticre de ¢ ,. Comme la dérivée de la
fonction F : t + t'/% cost'/? tend vers 0 quand ¢t — oo, et que |z — z,, | = |F(t2 ) — Fn)| <
|2 . — nu| sup{|F'(t)|, t € [n, t3 ]}, la suite (z,,) tend vers . De méme, yy,, — sint,x — 0.
Enfin, toujours en considérant cette dérivée, il vient ||u,+1 — uy,| — 0.

Comme la suite n,1€/3 coS n,1€/3 est bornée, on a cos n}1€/3 — 0. On en déduit que yik — 1. Or sint,
est du signe de (—1)*. On en déduit que (uy,,) — (z,1) et (up,,,,) — (z,—1).

Par ailleurs si ¢ : N — N est une suite strictement croissante telle que u,(,) converge vers
(z,7) € R?, on trouve que ¢(n)? — oo, puis cos p(n)? — 0 et enfin sin® p(n)** — 1, donc
y = £1. On en déduit que 'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,) est R x {—1,1} et n’est
donc pas connexe.



10.2 Approximation

Exercice 2.1. Par récurrence sur n, on a u, > 0. Par ailleurs,

Up —V2)%2 w2 —232u,+2 u, 1
(o VB - 2nt? we_5il_-vE

2u, 2u, 2
4 9 I u, .
On en déduit que pour tout n on a u, > \/5, donc u,, > 2, donc uyy; — Uy = — — > < 0. La suite
Up,

u, est donc décroissante, minorée par V2 donc convergente. Enfin, sa limite ¢ est positive et vérifie

¢ 1
¢ =-—=, donc { =12

2 !

2
Puisque u,, > \/5, il vient w,1 — V2 < M Posons v,, =
2v2
1,5 —+/2
2v/2
avoir 100 décimales exactes, on doit avoir u, — v2 < 1071, 11 suffit donc d’avoir 2" log,,(0,031) >
100 + log,,(2v/2). Donc n = 8 convient (& noter que le nombre de décimales exactes double & chaque

itération).

Up — \/§
2v/2
< 0,031. Donc u, — V2 < 2v/2.(0,031)""". Pour

;on a donc v, < va. 11

n—1

vient, v, < v  (pour n > 1). Or v; =

e Il s’agit bien siir de la méthode de Newton appliquée & f(x) = 2% — 2.
e En appliquant la méthode de Newton & f(z) = 2° — a, on a amené & considérer la suite définie
(n—1ud +a

= qui converge rapidement vers a'’’.
nu,~
n

par ug = 1 (par exemple) et u, 1 =

1 1
Exercice 2.2. On a lnu, = nln (1 + —> = n(— - — 4+ o(n’Q)) =1—-—+4o(n"), donc u, =
n
e

1——) 1. En d’autres t — Uy~ —-
e( on +o(n™"). En d’autres termes e — u o

La suite (v,,) est croissante et la suite (w,) définie par w, = v, +

1 1 1
mge—vng— cequiprouvequee—vnwm-

n-n!’
Bien sir, la suite (v,) converge bien plus vite que la suite (uy,).

——0n a vy < e < wy,, donc

Pour < accélérer > (u,), commengons par remarquer que le calcul de us. n’utilise pas 2" opérations
mais juste n : en effet, pour élever un nombre a la puissance 2", on procede a n élévations au carré!
(*)

: : L , 1 iy .
La vitesse de convergence est maintenant géométrique d’ordre 5 et on peut donc utiliser la méthode

de Richardson-Romberg.

1 1 \N
Remarquons que I'on accélere aussi la convergence en remplacant uy par (1 + N + W) (on pourra

prendre encore N = 2").

p
1 \N
En continuant cette idée, on finit par mélanger les deux suites en posant <Z W) .

k=0
Exercice 2.3.
1. La fonction continue z — z — cosx est strictement croissante sur R et lim x — cosz = +oo.

T—100
Elle définit une bijection de R sur R. En particulier elle s’annule en un et un seul point.

6. Et donc, pour élever un nombre a la puissance N, il faut en gros log, N opérations. Cette idée est tres importante
en algorithmique. Elle est par exemple a la base du code RSA.
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2. Remarquons que, pour x € [0,1] C [0,7/2], on a cosz € [0,1]. Notons donc f : [0,1] — [0, 1]
la fonction z +— cosz. On a f'(r) = —sinz et, puisque la fonction sinus est croissante sur
[0,1] il vient —sin1 < f'(z) < 0. On en déduit que f est lipschitzienne de rapport sin 1, donc
contractante, et décroissante. D’apres le théoreme du point fixe la suite u,, converge vers 'unique
point fixe de f qui est a. Comme f est décroissante les suites ug, est (ug,41) sont adjacentes.

3. Comme f est lipschitzienne de rapport sin 1, par récurrence sur n, on a |u, —a| < sin 1)"(ug—a).
Or ug —a=1—a < 1 puisque a €]0, 1[.

4. On a u; ~ 0,54, us ~ 0,86 et ug ~ 0,65. On a sinu; ~ 0,51. D’apres le théoreme des
accroissements finis, pour tout n € N, il existe = € [uy, up] tel que w1 —a = f'(z)(u, —a), donc
|tunt1 — al = sinu|u, — al. On en déduit que |u,11 —a| = (sinwug)"(a —uy) > (sinwug)™(ug — uy)
(puisque u; < uz < a).

5. Il faut donc plus de 30 termes pour obtenir 10 décimales exactes. En fait, a ~ 0,74 et sina ~ 0,67
et on voit ci dessous qu’il faut une soixantaine de termes pour arriver a approcher a a 107

pres...

uo = 1,000000000000,
uy = 0,793480358743,
ug = 0,750417761764,
uip = 0, 741425086610,
ugo = 0,739184399771,
gy = 0,739105571927,
ugg = 0, 739089341403,
uze = 0, 739085999648,
uze = 0, 739085311607,
ugo = 0,739085169945,
uyy = 0,739085140777,
wyg = 0,739085134772,
usp = 0, 739085133536,
use = 0, 739085133281,

. On peut appliquer une accélération de Aitken,

up = 0, 540302305868,
us = 0, 701368773623,
ug = 0, 731404042423,
us = 0, 737506890513,
ury = 0, 738760319874,
U = 0, 739018262427,
Uss = 0, 739071365299,
Usg = 0, 739082208522,
Uss = 0, 739084549575,
ugr = 0, 739085013048,
ug = 0, 739085108474,
ugs = 0, 739085128121,
uge = 0, 739085132166,
uss = 0, 739085132999,
usy = 0, 739085133171,

tableau des valeurs de v, :

vo = 0, 728010361468,
vy = 0, 738636096882,
vs = 0, 739065949600,
V1o = 0, 739084318104,
v16 = 0, 739085008644,
oo = 0, 739085131750,
vas = 0, 739085133154,

vy = 0, 733665164585,
vs = 0, 738876582817,
vy = 0, 739076383319,
v13 = 0, 739084762954,
vi7 = 0, 739085117525,
o1 = 0, 739085132550,
a5 = 0, 739085133189,

upy = 0, 857553215846,
ug = 0, 763959682901,
ue = 0, 744237354901,
uyy = 0, 740147335568,
us = 0, 739303892397,
U = 0, 739130176530,
s = 0, 739094407379,
Uso = 0, 739087042695,
uss = 0, 739085526362,
uss = 0, 739085214161,
wg = 0, 739085149881,
e = 0, 739085136647,
uso = 0, 739085133922,
uss = 0, 739085133361,
uss = 0, 739085133245,

2
Un+2Un — Upyq

uz = 0,654289790498
ur = 0,722102425027
up; = 0, 735604740436
uys = 0, 738369204122
ug = 0, 738937756715
ugz = 0, 739054790747
ugr = 0, 739078885995
us; = 0, 739083846965
uss = 0, 739084868387
usg = 0, 739085078689
ugz = 0,739085121989
ugr = 0, 739085130904
us; = 0, 739085132739
uss = 0, 739085133117
usg = 0,739085133195

en posant v, =

. Voici le

Un+4-2 + U, — 2un+1

vy = 0, 736906294340,
ve = 0, 738992243027,
v10 = 0, 739081177260,
v14 = 0, 739084965332,
v1g = 0, 739085126097,
vy = 0, 739085132913,
v = 0, 739085133203,

Cependant, la méthode de Newton permet d’aller bien plus vite...

En posant wg =1 et wy11 = w, —

wp = 1,000000000000000, w; = 0,750363867840244,
ws = 0,739085133385284, w, = 0,739085133215161,

Wy, — COS Wy,
1+ sinw,

Deés wy, on a 15 décimales exactes...

Exercice 2.4.

, on trouve :

vy = 0, 738050421372
vy = 0,739042511328
v = 0, 739083333910
v15 = 0, 739085057000
v19 = 0, 739085129985
vz = 0, 739085133078
vg7 = 0, 739085133205

we = 0,739112890911362
ws = 0,739085133215161



1. La longueur du coté opposé d'un triangle isocele dont les deux cotés égaux sont de longueur 1 et

in(2
smoz' On en déduit que a, = w

d’angle au sommet « vaut 2sin(«/2) et son aire vaut
et b, = nsinw/n.
Remarquons que b, = as,.

2. On a cos(2a) = 2cos’ @ — 1 et sin2a = 2sinacos a, donc pour a € [0,7/2], il vient cosa =

fcos2a + 1 . sin 2« c, +1 a b
— et sinw = - On a donc ¢y, = - . Qo = — et by, = —
2 2 Cos « 2 Cn Con

On a lim a, = lim b, = 7. On définit alors des suites (u,) et (v,) vérifiant les propriétés
n—oo n—oo
. Up +1 Un,
de récurrence v, 1 = 5 et u,p 1 = ——; on peut commencer par uy = bg = 3 et
Un—i—l
Ug = Ccg = —— on aura u, = bgon qui conduit aux approximations d’Archimede; prenant

ug = by = 2 et vy = co = 0, on trouve la formule de Viete

2 V2 V242 Y2+ V2HV2
== . -

T 2

NB. Notons que l'on a a — sina ~ a*/6, d’ott une estimation de 'erreur : la convergence
est géométrique d’ordre 1/4 (et on peut accélérer la convergence en utilisant la méthode de

Richardson-Romberg).
b

On peut encadrer 7 en utilisant ’encadrement sin v < o < tan v, qui va donner b, < ™ < —-
Cn
Exercice 2.5.

1. a) Pour n > 1, on a b, > 1, donc, pour n > 2, on a b, = b, +b,-1 = b, + 1. On en
déduit que b, > n — 1 donc b, — oo. En fait, on vérifie par récurrence que ¢, > F, ou

()~ (=)
VB

vite > qu’une suite géométrique de raison le nombre d’or

F, = est la suite de Fibonacci, donc tend vers 'infini <« au moins aussi

1++5
2

b) Cela se démontre par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 1 puisque as = 1 et by = ¢ (et
aussi pour n = (. Si on sait que

Ga) () () -G i)
1 q1 1 q2 U Gn—1 a bn—l bn
G0 a) =G i) )= Ci)
1 q1 1 q2 T\l dn bn—l bn 1 An bn bn—l—l .

En particulier, a,,b,+1 — a,+1b, est le déterminant d’un produit de n matrices de déterminant
—1.

alors

. , . a2 1
C) On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, on a bien — = —-

2 0
Supposons ’écriture vérifiée pour n — 1 et

() ()= 0)
()= ) G)

S-9

11 vient



QAny1 o b - 1
boy1 @b+a @ +%

d’ou I'on déduit que - Mais, d’apres I’hypothese de récurrence

:[QZa"'7Qn]:

SalBS

qo +

1
Gn-1 + —

n

d’ou le résultat.

it On _ Gnpibn = Gnbopy (_1)n+1' Donc yp, — yn1 = —(—1)”“‘

bn+1 bn bn+1bn bn+1bn bn+1bn+2
Donc y, — Yn—1 €t Yn — Yns1 sont de méme signe et 0 < |y, — Yns1| < |Yn — Yn_1|; en

d’autres termes, y, 1 est entre y, 1 et y,. Donc les suites (Yon)n>1 €t (Y2n11)nen sont stricte-
ment monotones. Plus précisément, la suite (y2,),>1 est strictement décroissante et la suite

d) On aYn = Yn-1 =

1
(Y2n+1)nen est strictement croissante. Comme ys,, — yon,11 = ———— tend vers 0, ces suites
' bon 10242
sont adjacentes.
1
e) La limite z est dans l'intervalle ouvert d’extrémités y,, et y,.1. Donc 0 < |z —y,| < L
n+1Yn+2

f) Soit y = % € Q. Soit n tel que b,4o > b. Alors, ou bien y = ¢, # x, ou bien |y — y,| =

\Gbnﬂ - an+1b| S ‘abn+1 - an+1b’
bby,1 - by 11

> |z — yy,|. Donc x # y. Cela prouve que = ¢ Q.

1
2. a) Sia=1onprend n =1 et ¢ =b. Par définition x = — = [¢].

1
1 .. . 1 T
b) On a — = — et, écrivant b = gra + a; avec 0 < a1 < a, et a; # 0 puisque — ¢ N, il vient
. a x
1 a
i avec 71 = — ; comme 0 < a; < a, on peut appliquer ’hypothese de récurrence :
q1 T+ X1 a

il existe n € N* et (qa,...,qu1) € (N*)" tels que 21 = [q2, .. ., Gny1], donc z = [q1, .. ., Gni1]-

3. a) On démontre immédiatement par récurrence sur n que x, ¢ Q, donc x,1 et g, sont définis.

1 1
b) On a < xp < —,donc |¢n_1,qn] < o1 = ———— < |¢n-1, ¢gn+1]. On démontre par
) gn +1 n n-1: G Y g o, G-, 1] P
récurrence sur k < n que, si k est pairon a [¢,_k, -+, Gn-1, @ +1] < Tt < [Gnts- -+ -1, Gn]
et, si k est impair on a [¢n—g, - Gn-1,Gn) < Tk < [G—ks- -+ Gn—1,qn + 1].
Donc |z — [q1, -, @u)| < |l¢1,---,q0] — [¢1,-- -, @n + 1]|. Remarquons que [q1,...,q, + 1]a:
[q1,- -, qn, 1]. Or d’apres 1.b) et 1.c), si on écrit en fraction irréductible [qy,...,q,] = b—n
, n
1
et [q1, .., qn, 1] = Z—/", ona g, qn) — @1, g0 + 1| = ™ et tend donc au moins

géométriquement vers 0.

Exercice 2.6.

1 S
1. Pour z € [0,1], on a i kg_o(—xz)k, d’ou par intégration
+0oo k,.2k+1
—1
arctanx = g %

k=0

Pour x € [0, 1], cette derniere série est alternée donc convergente. Notons f(z) sa somme. Pour
z € [0,1], on a donc f(x) = arctan z. Or, encore par le théoreme spécial des séries alternées, on

S-10



a, pour tout z € [0, 1],

n (_l)kak‘-i-l x2n+3 1

_ < .
/(@) %+1 | S2m+3 > 2m+3

k=0

En d’autres termes, la convergence de la série est uniforme sur [0, 1] (on vient de démontrer dans
notre cas le critere d’Abel uniforme).

On en déduit que f est limite uniforme d’une suite de fonctions continues : elle est continue sur
tout l'intervalle [0, 1]. On a donc f(1) = lim f(¢) = lim arctant = arctan 1 = 7 /4.
t—1- t—1-

Posons S,, = z”: (_1>k
— 2k +1

. . ’ . 7 7-(_
La majoration de l'erreur pour une série alternée donne ‘Z — S, <

1
- On veut donc < 107°, on dot prendre n ne de I'ordre de 2.10° (deux millions de

2n+3 2n+3
termes)...

m—1

2
NB. En regroupant les termes 2 par 2, on peut écrire Sy, 1 = Z . On trouve
— (40 +1)(40 + 3)

un équivalent de 'erreur @ — 4.55,,_1 ~ - Donc un million de termes suffisait... On peut

aussi accélérer la convergence approchant m par 455, 1 + oy et dans ce cas un millier de
m

termes fera Daffaire...
tanu + tanv

. Rappelons la formule tan(u + v) = T - .
— tanwutanov

1 1 ™
Posons a = arctan 5 et b = arctan 239 ; remarquons que 0 < b < a < arctan1 = 1

2tana 5

Hatanaa 1 —tan?a 12
2 tan 2 120 14 55
Enfin, on a tan4a = a—n2a = = 2?9
1—tan“2a¢ 119 1 -— 335
deux dans l'intervalle |0, 7[ et ont méme image par < tan >, ils sont égaux.

0 h 1R (—)k LN (1)
. On approche arctan 5= ;0 m et arctan 239 Z 2392k+1(2k + 1)

T ) T
= tan (Z + b) ; puisque 4a et 1 -+ b sont tous

- I1 vient

k=0
4 4
(—1)k 4 4 (—1)* 4 16
6y L 2 a6y D
kz_% B2k + 1) 239 | 3x 2398 " kz_% RP+I(2k + 1) 239 11 x 511

16 x 108

Or 11 x 5™ > et 3x239% >4 x 107, donc S —3x107% <7 < S+10"7 o I'on a posé

5—1624: (-1 + b3 1415025847
S A2k 1) 239 '

Avec six termes, on a obtenu une approximation meilleure qu’avec notre million de termes plus
haut...

1 1 1
. Posons a = Arctan —, b = Arctan —, ¢ = Arctan — et d = Arctan On vérifie que

682 12943
tan(44a + 7b — 12¢ 4+ d) = 1 (I'aide d’un ordinateur peut s’avérer indispensable...), et, comme ci

dessus, que 0 < 44a + 7b — 12¢ + d < 7, donc 44a + 7b — 12¢ + d = 7 /4.
4
—1)*
La convergence de la série entiere % 57%51(2; )

1 : .
vers arctan 57 est géométrique de raison

1
TR



Exercice 2.7.

1.

Puisque f(x) < x, la suite u,, est décroissante, minorée par 0. Elle converge. Sa limite satisfait

f(6) =¢, donc ¢ = 0.
OH a Up+1 f(un)

= — 1. La convergence est lente.
un un

Ona fla) ™ =™ = xl_p((l —az?™ o(a? ™)) TP — 1) B xl_p((l —a(l—p)z* ' +o(aP™1)) —
1) —a(p—1).

1-p
On en déduit que u, % —ul™ — a(p — 1), donc (en utilisant Cesaro)

— a(p —1). Enfin

Uy, ~ (na(p — 1))_ﬁ.
3 1
Onasinxzx—%—i—o(ﬁ),doncunw(g) Zetljix

=2 — 2° + o(2?), donc v, ~ —-
n



10.3 Topologie

Exercice 3.1.

1. Soit s > 0 tel que f(s) = 0. Par récurrence sur n € N, on a f(ns) < nf(s), donc f(ns) = 0.
Comme f est croissante, f = 0.

2. Pour z,y,z € X, on a f(d(z,y)) =0 <= d(z,y) =0 <= z =y; f(d(z,y)) = f(d(y,x));

nfin
’ fd(z, 2)) fld(z,y) +d(y, 2)) puisque f est croissante

<
< fld(a,y) + fd(y, 2))

3. Ces applications sont toutes croissantes

e Supposons que f(0) =0et f(s)=1pour s >0.Ona0=f(0+0)< f(0)+ f(0)=0.Sis

et t ne sont pas tous deux nuls, on a f(s) + f(t) = 1= f(s +1).

e Soit u € [0,1] tel que s = (s+¢)u. On a alors t = (s +t)(1 —u). Pour a € ]0,1[, on a u < u*

et (1—u) < (I1—w)® donc (s+t)* = (u+(1—u))(s+1)* < (u*+ (1 —w)*)(s+1t)* = s+t

e Supposons que f(s) = min(s,1). Si s,¢ € [0,1], on a bien min(s + ¢,1). Si 'un des deux est

> 1, alors 1 = min(s +¢,1) < min(s, 1) + min(¢, 1).

5 Sett<tdoncs+t<s+t-
s+t+1 " s+1 s+t+1 t41 s+t+1 " s+1 t+1
4. Fixons s et posons h(t) = g(t) + g(s) — g(s + t). L’application h est continue sur R, dérivable

sur R* et h'(t) = ¢'(t) — ¢'(t + s) < 0. Comme h(0) = 0, on a h(t) < 0 pour tout ¢t € R.

e Pour s,t € R,, ona <

Exercice 3.2.

1. Posons b = sup F'. Pour tout n € N, b — 27" ne majore pas F (puisque b est le plus petits des
majorants de F). Il existe donc x,, € F avec b — 27" < x,. Comme z, € F et b majore F il
vient b — 27" < z,, < b. On en déduit que la suite (x,,) converge vers b et, puisque F est fermé,
il vient b € F.

2. Remarquons que a et b vérifient ces propriétés, puisque Ja,z] N F =0 et a € F ou a = —00, on
a a = sup F'N]—o0, z| (rappelons que sup ) = —oc0). De méme b = inf F' N [z, +0o0].
Posons a = sup F'N|—o0, z|. Puisque F'N]—o00, z] est majoré (par x) et fermé, il vient a = —oo
(si FN]—o0,z] =0), oua € FN]—oo,x] (par la question 1.). En particulier, puisque x ¢ F, il
vient a < x.
De méme, posons b = inf F'N [z, +00[. On a encore b € F ou b = 400 et b > x.
Pour y € Ja,b[, on a y ¢ F N]—o0,x], puisque y > a et a = sup F N ]—o0,z|; de méme
y & F'Nx,4o0] puisque y < b =inf F' N [z, +oo[. Donc y € F.

3. Si F'=10, on posera g(x) = 0 pour tout x € R.
Supposons donc F' # (). Soit x € R\ F, et soient a, b définis comme dans la question 2. Si z majore
F,on ab= +o00. On posera g(x) = f(a); remarquons qu’alors a = sup F. De méme, si  minore
F, on posera g(x) = f(inf F). Enfin, si 2 ne majore ni ne minore F', on pose a = sup F'N]—o0, z]

et b = inf FN[x, +00[. On considérons alors 'application affine £ : R — E telle que ¢(a) = f(a) et
x T

¢(b) = f(b). On pose g(x) = (x) ; autrement dit g(z) = Z: af(a)—l— 2 : Zf(b). Remarquons que

si I est un intervalle tel que I soit non vide et contenu dans R\ F, les éléments a = sup F N]—o0, 7]
et b = inf F'N [z, +00], ne dépendent pas de = € I de sorte que la fonction g définie ci-dessus est
bien affine sur I.

4. Remarquons que toute fonction affine ¢ — t£ + n est lipschitzienne (de rapport N(§) donc
continue sur R.
Si x ¢ F, la fonction g affine au voisinage de x est continue en x.
Si x € F, distinguons deux cas :



e ou bien il existe a > 0 tel que |x — a, [ C R\ F, dans ce cas g est affine sur [z — «, 2| donc
est continue a gauche en x;

e sinon, soit € > 0; il existe a > 0 tel que pour y € F, tel que |y — x| < a on ait N(f(z)) —
f(y)) < e; dans |x — o, z[ N F il existe un élément z’. Pour tout y € [z, z], g(y) est dans
I'enveloppe convexe de {f(z); z € [2/,2] N F'} elle-méme contenue dans la boule ouverte de
centre f(x) et de rayon e. Cela prouve que dans ce cas aussi g est continue a gauche en z.

On démontre de méme que g est continue a droite en x.

Exercice 3.3. On peut supposer que X # U, sinon il n’y a rien a démontrer.

L’application f : x + d(z, X \ U) est continue (elle est lipschitzienne de rapport 1). Comme X \ U est
fermé, on a f(x) =0 <= x € X \ U (en général, on d(z,A) =0 <= x € A). La fonction f atteint
son minimum en un point a du compact K. Posons r = f(a). Comme a € U, on a donc r > 0.

Soit x € X;si x € X \ U alors pour tout y € K, on a d(z,y) > d(y,X \U) > f(a) = r, donc
d(xz, K) > r. Par contraposée, d(z, K) <r =z € U.

Exercice 3.4.
1. A+ B est I'image par I'application continue (x,y) — x + y du compact A x B.

2. Soit z € A+ B. 1l existe une suite (z,) dans A+ B qui converge vers z. Par définition, il existe
x, € Aety, € B tels que z, = =, + y,. Comme A est compacte, il existe une application
strictement croissante ¢ : N — N telle que la suite (x,,)) converge vers un point a € A. La suite
(24(n)), extraite de la suite (z,) converge vers z. Il s’ensuit que la suite (zyn) — Tym)), ¢'est-a-dire
la suite (y,(n)) converge vers z —a € E. Comme B est fermé, il vient z —a € B, donc z € A+ B.
NB. Les ensembles A = {n+27"; n € N*} et Z sont fermés dans R. Pour tout n € N*, on a
27"e A+Zet 0€ A+ 7, donc A+ Z n’est pas fermé.

Exercice 3.5. Raisonnons par contraposition. Supposons que la suite (z,) ne converge pas vers .
Alors il existe € > 0 tel que, pour tout m € N, il existe n > m avec d(z,x,) > €; autrement dit, le
sous-ensemble T, = {n € N; d(x,z,) > ¢} de N est infini. Notons alors ¢ le bijection croissante de N
sur ;. et posons ¥, = Ty(n). De la suite (yn) on peut extraire une suite (yw(n)) convergente vers un point
z € X ; la suite (yy(n)) est une suite extraite de la suite (z,). Comme pour tout k on a d(yx, x) > ¢, il
vient d(yy(n), ©) = € pour tout n, donc d(x, z) > . On a alors une donc z # x. La suite ainsi construite
est une suite extraite de (z,) qui converge vers un point distinct de x.

Exercice 3.6. Notez que cela résulte de I’exercice 3.3...

L’ensemble C' = X x X\ U est fermé dans X x X ; il est compact. S’il n’est pas vide, la fonction continue
(x,y) — d(z,y) y atteint sa borne inférieure r. Pour tout (z,y) € C, on a x # y, donc d(x,y) # 0. 11
vient r > 0. Pour (z,y) € X x X, on a (z,y) € C = d(z,y) > r; donc d(z,y) <r = (z,y) € U.

Exercice 3.7. Soit (z,) une suite de points de X convergeant vers un point z € X. Nous devons
démontrer que la suite (f(z,)) converge vers f(z). Pour cela, puisque Y est compact, il suffit de
démontrer que toute suite extraite convergente de la suite (f(x,)) converge vers f(z). Soit donc ¢ :
N — N une application strictement croissante, telle que la suite (f(2,@n))) converge vers un point y
de Y. Alors la suite (24, f(Tpm))) converge vers (z,y). Comme G est fermé, il vient (x,y) € G donc

y=f(z).

NB. Ce résultat ne se généralise pas au cas ou Y n’est pas supposé compact. Par exemple, le graphe
de lapplication f : R — R donnée par f(0) =0 et f(x) = 1/ pour x # 0 est fermé : c’est 'ensemble
{(z,y) € R 2y =13 U{(0,0)}.



Exercice 3.8. Pour y € Y, posons ¢(y) = sup{ f(z,y);z € X}.

Pour tout y € Y, 'application continue = — f(x,y) atteint son maximum sur le compact X : il existe
un point z € X tel que f(x,y) = g(y).

Soit (y,) une suite de points de Y convergeant vers un point y € Y. Soient = € X et (x,) une suite de
points de X tels que f(z,y) = g(y) et f(zn,yn) = 9(yn)-

Soit € > 0. Puisque [ est continue, on a lim f(z,y,) = f(x,y); donc il existe ng, tel que pour n = ny,
on ait g(yn) = fz,yn) > f(z,y) —e = g(y) — €.

Supposons que 'ensemble Z = {n € N; g(y,) = g(y) + €} ne soit pas majoré. De la suite (z,)nez
dans le compact X, on peut extraire une suite convergente. Il existe donc une application strictement
croissante ¢ : N — Z telle que la suite (z,(,)) soit convergente vers un point z € X. On a alors
9(y) = f(z,y) = lim f(@pm), Ypm))- Or pour tout n € N, on a f(Tum), Yem)) = 9(x) + €, et on arrive a
une contradiction.

L’ensemble Z étant majoré, il existe n; que l'on peut supposer > ny qui le majore. Pour n > ny, on a
g(y) + e > g(yn) > g(y) — . On en déduit que g(y,) tend vers g(y), donc g est continue.

Exercice 3.9.

e L’application constante définie par «(t) = = pour tout ¢ € [0, 1] est continue, donc x Rz : on
en déduit que R est réflexive.

e Soit « : [0,1] — X une application continue telle que a(0) =
a(l —t); c’est une application continue et I'on a 5(0) =y et 5(1
symeétrique.

e Soient «, 8 : [0,1] — X des applications continues telle que a(0) = = et a(1) = y = £(0)
et 5(1) = z. Notons « : [0,1] — X Papplication définie par y(t) = «(2t) si 0 < t < 1/2 et
~v(t) = B(2t — 1) si 1/2 < t < 1. Cette application est continue en tout point de [0,1/2] et de
]1/2,1]; elle est continue a gauche et a droite en 1/2; elle est donc continue. On en déduit que
R est transitive.

Pour = € X, notons A, la classe de x pour la relation d’équivalence R (A, = {y € X; x Ry}).

x et a(l) = y; posons [(t) =
) = x. On en déduit que R est

Si B C X est une partie connexe par arcs contenant x, pour tout y € B, il existe une application
continue « : [0,1] — B telle que a(0) = x et a(1) = y (car B est connexe par arcs). L’application «
est une application continue de [0, 1] dans X, donc y € A,. Il vient B C A,.

Il reste a démontrer que A, est connexe par arcs. Pour y,z € A,, il existe une application continue
a:[0,1] = X telle que «(0) = y et a(l) = z; remarquons que pour tout s € [0,1], on a a(s) Ry :
I'application [, : t — a(st) est continue et joint y a a(s). Par transitivité, il vient a(s) € A,. Alors «
est un chemin tracé dans A, qui joint y a z. Cela prouve que A, est connexe par arcs.

Exercice 3.10.
1. L’ensemble A est convexe, donc connexe.

2. D’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout (z,y) € A, il existe z € I tel que
g(z,y) = f'(2). Il vient g(A) C f'(I). Enfin, pour tout z € I, on a f'(z) = £m+ g(z,y), donc
Yy—x
fI) C g(A).
3. Puisque g est continue et A est connexe, g(A) est une partie connexe de R : c’est un intervalle.
L’ensemble f'(I) qui est coincé entre g(A) est son adhérence est un intervalle avec les mémes
extrémités.

Donnons deux autres démonstrations du théoreme de Darboux. Il s’agit de démontrer que si a < b sont
tels que [a,b] C U, pour tout £ € R entre f'(a) et f'(b), il existe x € [a, ] tel que f'(x) = £.



f(z) — f(a)

r—a

1. Posons g(a) = f'(a) et pour x € ]a,b], posons g(z) = . Posons aussi h(b) = f'(b)

f(b) = f(=)
b

et pour z € [a,b], posons h(z) =

l'est et par définition de f’. Donc g([a,b]) et h([a,b]) sont des intervalles. Or g(b) = h(a), donc
J = g([a,b]) U h([a,b]) est un intervalle. Comme f'(a) € J et f'(b) € J, il vient £ € J. Par
ailleurs, d’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout = € a, b], il existe y € |a, x| tel
que g(z) = f'(y) et pour tout z € [a,b], il existe y € |z, b[ tel que g(x) = f'(y). En d’autres
termes J C f'([a, b].

2. Quitte a échanger f en —f, on peut supposer que f'(a) < & < f'(b). Posons g(z) = f(z) — Ex.
Comme ¢'(a) < 0, pour = € |a,b[ assez proche de a, on a g(x) < g(a); de méme, comme
g'(b) > 0, pour z € ]a, b assez proche de b, on a g(z) < g(b). On en déduit que le minimum de
g sur [a,b] - qui est atteint d’apres la compacité de [a, b] - est atteint en un point z distinct de
a et de b. Il vient ¢'(z) = 0, donc f'(z) = ¢&.

. Les fonctions g et h sont continues parce que f

Exercice 3.11. Notons I I’ensemble des composantes connexes de U'.

Soit A une composant connexe de U ; pour tout z € A, puisque U est ouvert, il contient une boule
ouverte B centrée en U. L’ensemble B est convexe donc connexe et contient x; il est donc contenu
dans la composante connexe A de x dans U. Cela prouve que A est ouvert.

Comme Q" est dense dans R", on a QNA # (). Posons D = UNQ" ; ¢’est un ensemble dénombrable ; ap-
plication qui a x € D associe sa composante connexe est surjective de D sur I donc [ est dénombrable.

Exercice 3.12. Si X satisfait (ii),
e de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un recouvrement fini, donc X est compact ;
e si U; et Uy sont deux parties ouvertes non vides distinctes de X et telles que U; U U; = X,
alors en appliquant (i) a I = {1, 2}, on trouve une suite finie i1, . .., 4, d’éléments de {1, 2}, avec
U U;, = X, donc la suite n’est pas constante : il existe k tel que iy # igy1, ot Uy N Uy # 0.
On en déduit que X n’admet pas de partition en deux ouverts : il est connexe.
Supposons inversement que X soit connexe et compact, et soit (U;);e; un recouvrement ouvert de X.

Puisque X est compact, il existe une partie finie J de I telle que U U; = X. On raisonne par récurrence
ied
sur le nombre d’éléments de J.
e Si J possede un seul élément i, alors X = U;. Prendre dans ce cas n =1 (7).
e Supposons donc que J possede m > 2 éléments et que pour tout recouvrement (Vi)rex avec
K possédant m — 1 éléments il existe un nombre entier n € N et des éléments ky, ..., k, de K

tels que U Uy, = X et tels que pour tout £ € N, 1 < ¢ < n, on ait Uy, NUy,,, # 0.
=1

S’il existe i € J tel que U; = (), on peut remplacer J par K = J \ {i} et appliquer '’hypothese
de récurrence.

Sinon, soit ¢ € J tel que U; # (0. Si U; = X, on peut prendre prendre n = 1 et ¢; = 7. Supposons
donc U; # X. On a X = U; U U Uj, et X étant connexe, ces deux ouverts ne sont pas disjoints,

J#i

donc il existe ' € J avec i # i tel que U; N Uy # ). Soit alors un élément k ¢ J et posons
K = (J\{i,i}) U{k} et Uy = U; U Uy. Par hypothese de récurrence, il existe n et une suite

finie (iy,...,4,) € K" vérifiant les conclusions de (ii).
On construit alors une suite finie (jy,...,jx) de la fagon suivante : chaque fois que dans la liste
(i1,...,1,) apparait k, on le remplace par 7, par i, par 4,7 ou par i, selon que le prédécesseur

et le successeur (qui rencontrent tous deux Uj) rencontrent respectivement tous les deux Uj,
tous les deux Uy, le premier U; le second Uy, ou le premier Uy le second U;. Si I'on n’a pas

7. Si X =, prendre n = 0.



N

U U;, = X c’est que dans la suite ainsi formée apparait U; mais pas Uy (ou le contraire) ; dans
=1
ce cas, on remplace un ¢ dans cette nouvelle suite par 4,4, i.

Exercice 3.13.
T

—— (r—y). On
. N(fc—y)( )
a N(z—x)=r,donc z € B(z,7); de plus 2 —y = <1+m>(x—y), donc N(z —y) =

1. Siz =y, ona B(x,r) C B(z,s),doncr < s (®). Siz#y, posons z = x +

N(z —y) + . Puisque z € B(y, s), il vient N(y — z) +r < s.
2. Ecrivons B, = B(zpn, 7). On déduit de (a), que, pour n < m, on a N(x, — 2,,) < 7 — s la
suite 7, est décroissante et minorée par 0, donc convergente, l'inégalité N(x, — x,,) < 1y — Ty
implique donc que la suite (z,) est de Cauchy. Puisque E est complet, elle est convergente ;
notons z sa limite. Pour m > n, on a z,,, € B,, C B,,; donc la suite (xy)x>, étant dans B, qui

est fermé, sa limite x est dans B, ; cela prouve que ﬂ B, # 0.

Exercice 3.14.

1. Si z € f(Ag), il existe y € Agr tel que y = f(z). On a alors d(y, f(y) = d(f(x), f(y)) <
kd(x,y) = kd(z, f(z)) < kR, donc y € Agp.
On en déduit que si Agr # 0, alors AR # (). Puisque X # (), il existe 7o € X. Posons
Ry = d(zo, f(z0)); on a xg € Ag,. Donc Ag, # 0; on en déduit par récurrence que, pour tout
n €N, ona Agng, # 0. Soit R € R, ; comme k" Ry — 0, il existe n € N tel que k"R < R, donc
A, contient Agnp, et n’est pas vide.
L’application ¢ : x +— d(z, f(x)) est continue de X dans R (elle est lipschitzienne de rapport
1+ k), donc Ap qui est égal & ¢ ([0, R]) est fermé.

2. Six,y € Ag, on ad(z,y) < d(z, f(x)) +d(f(z), f(y)) + d<f2(1%)’y) S 2R+ d(f(z) + f(y)); or
d(f(z)+ f(y)) < kd(x,y), donc (1 — k)d(x,y) < 2R; donc T % majore {d(z,y); (z,y) € A%}

7 = swl{d@,y); (vy) € AR} = 3(An).
3. Par définition, ona Ay ={r € X; v = f(2)} = {x € X;Vn e N*, d(z, f(z)) < 1/n} = m A

neN
Comme X est complet, une intersection d’une suite décroissante de parties fermées non vides

dont le diametre tend vers 0 n’est pas vide, donc Ag # (). En d’autres termes f posséde un point
fixe.

et est donc plus on a bien

Exercice 3.15.

1. Soient (xg,y0) € X X Y et & > 0. Par la continuité de lapplication = — f(z,yo), il existe
un voisinage V' de zg tel que, pour x € V on ait d(f(xo, ), f(z,y0)) < €/2. Or, pour tout
x € X, lapplication y — f(x,y) étant contractante, on a, pour z € V', d(f(xo,v0), f(z,y)) <

d(f(%ayo)’ f(‘TayO)) + d(f<w7y0)> f(x>y)) < 8/2 + d(y07y) On en déduit que si d<y07y) < 5/27
et z €V, on ad(f(xo,y0), f(x,y)) <e.

2. L’application ¢, : y — f(x,y) possede un unique point fixe - d’apres le théoreme du point fixe.

3. Soient 2y € X et € > 0; posons yy = g(xp). Soit V' un voisinage de xy et k < 1 tels que pour
x€Vety z €Y on ait d(f(x,y),f(:v,y)) < kd(y,z). On a f(xg,yo) = yo. Par continuité de
x — f(z,y0), il existe un voisinage W de x tel que pour = € W on ait d(f(x, Yo), yo) <e(l—k).
Pour x € VNW, on a d(f(x,yo), f(a:,g(x))) < kd(yo, g(z)). Or f(z,g(x)) = g(x). Il vient

d(yo, g(x)) < d(yo, f(z,m0)) +d(f(2,90), 9(x)) < kd(yo, g(x)) +e(1— k),
donc d(yo, g(z)) < e.

8. On doit ici supposer que E n’est pas réduit a I’élément nul.

S-17



10.4 Espaces vectoriels normés

Exercice 4.1. Si A € {(B), il existe = € B tel que ¢(z) = A. Alors pux € B, donc Au € £(B). Si £ n’est
pas continue, alors ¢(B) n’est pas borné ; donc pour tout z € C il existe A € ¢(B) tel que |z| < \; posant
p=z/A, il vient z € ¢(B), soit £(B) = C. Il existe z € U et r € R} tel que x +rB = B(z,r) C U; il
vient {(U) D {{(z) +rz; z€ {(B)} =C.

Exercice 4.2.

1. Soit z € E. Pour tout ¢ > 0 € N, il vient (p(z) +¢) 'z € B,(0,1) C B,(0,1), donc q(x) <
p(x) + . Comme cela est vrai pour tout € > 0, il vient ¢(z) < p(z).

2. Résulte immédiatement de 1.

Exercice 4.3.

1. Soient f,g € C'([0,1];C). Il est clair que pour A € C, on a p(Af) = |A\|p(f) et (A f) = [Ma(f);
ona|[f+glle < [[flleo+ glloos 1f"+ 9 lloc < 1 loc + [Ig'llc et [£/(0) + ¢'(0)] < |F'(0)] + 1g'(0)]
d’ou les inégalités triangulaires pour p et ¢. Enfin ¢ < p et si ¢(f) = 0, alors f'=0donc f est
constante et comme f(0) = 0, f est nulle, donc p et ¢ sont des normes. Enfin, pour ¢ € [0, 1], on

t

a f(t) = f(0) +/ f'(s)ds, donc [f(£)] < q(f). I vient || f]lo < q(f), donc p(f) < 2q(f), ce qui
prouve que p et qosont équivalentes.

2. Pour f, = sinnz, on a ||fulle < 1 et [[f]le = n, donc p(f) > n. On en déduit que p et
f = || fllec ne sont pas équivalentes.

3. Si (fn) est de Cauchy pour la norme g, alors, comme p et ¢ sont équivalentes, (f,,) est de Cauchy
pour la norme p. On en déduit que (f,) et (f)) sont de Cauchy pour la norme || ||«. Elle
convergent unformément vers des fonctions g et h respectivement. Par le théoréeme de dérivation

d’une limite (p. 40), il vient g’ = h.

Exercice 4.4. Soient (E, N) un un espace vectoriel normé, = un point de E et r € R7..

Puisque I'application y ~ N(y — x) est continue, la boule B(z,r) est une partie fermée de E, donc
B(z,7) contient I'adhérence de B(z,r). Soit y € B(z,r); pour n € N, posons y,, = x + %(y — ).
n

+1(y—x) done N(y, —z) = n+1N(y—x) < nn——:l < r, donc y, € B(z,r); de

n
tend vers 1. Par la prop. 4.1, ?(y —x) tend vers y — z, donc y,, tend vers y. Il en résulte
n

Onay, —x=

l n
us

P +1 o
que y est adhérent & B(z,r). Cela montre que B(x,r) C B(x,r).

Comme la boule B(x,r) est ouverte, elle est contenue dans l'intérieur de B(z,7). Soit y un point

— 2
intérieur & B(x,r); pour n € N, posons y, = x + %(y — z). Comme ci-dessus, la suite (y,)
converge vers y. Donc, pour n assez grand, y, € B(x,r). On en déduit que y € B(z,r), puisque
n+1
Ny—zx)= Ny, —x) <r.
(y—2) ="~ Ny — )

Exercice 4.5. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.
Puisque 0 € F, il vient 0 € F.

Soient z,y € F et A € R. Il existe des suites (,) et (y,) dans F convergeant respectivement vers x et
y. Alors, par continuité des opérations, la suite (Ax,, + y,,) d’éléments de F' converge vers Az + y, donc
A +y€eF.



Exercice 4.6. Si f est continue, alors ker f = f~'({0}) est fermé.

Supposons ker f fermé. Soit F; un sous-espace vectoriel de E, supplémentaire de ker f dans E. Pour
x € By, posons N(x) = inf{p(z —y);y € ker f}. Vérifions que N est une norme.
e Si N(x) =0, alors la distance de x a ker f est nulle donc, comme ker f est fermé, on a = € ker f.
Or z € Ey, donc z = 0, car £y Nker f = {0}.
e Soient z € Ey et A € R. Pour tout y € ker f, on a N(Az) < p(Ax — A\y) = |A\|p(z — y). Prenant
I'< inf » sur y, on obtient N(Az) < |A|N(z).
e Soient z,2’ € F,. Pour tout y,vy’ € ker f, on a

Ni+2)<plx+a' —y—y) <plx—y)+pl' —y).
<

Prenant I'< inf > sur y et 3/, on obtient N(x + 2’) < N(z) + N(z').

Il s’ensuit que N est une norme sur FEj.
Comme la restriction de f a E; est injective, g o f est aussi une norme sur Fj.

Or Fj est de dimension finie, puisque la restriction de f est une application linéaire bijective de F; sur
Im f. On en déduit que N est équivalente a q o f, donc il existe k € R7 tel que go f <EN.

Soit # € E. Ecrivons x = y+z avec y € ker f et z € E;. Par définition de N, on a N(2) < p(y+2) = p(x).
De plus, on a f(z) = f(2), donc il vient ¢(f(z)) = ¢(f(z)) < kN(z) < kp(z). Cela montre que f est
continue et que l'on a || f|| < k.

Exercice 4.7.

1. Posons B = {z € F; ||z — z|| < ||z||}. C’est une partie fermée de F', non vide puisque 0 € B
pour z € B, on a ||z]| < ||z — z|| + ||z]| < 2||z||, donc B est bornée. Puisque F' est de dimension
finie, on en déduit que B est compact. L’application continue z — ||z —z|| y atteint son minimum
en un point y € B. Pour z € F, on a alors ||z —y|| < |[z—z]| si z € B par définition du minimum
et [z —y|| < |lz|| < ||z — 2| si z ¢ B (par définition de B). Donc d(z, F') = ||z — y||.

Soient alors y € F et p € E\ F. 1l existe yo € F tel que ||zg — yo| = d(z, F). On pose alors

a = M et v =y + alro— ). On a ||z —y|| = a|lzg — yo|| = A; pour z € F, posant

u=1yo+a (z—y) € Fonaxr—z=a(ry—u), donc ||z — z| = alJrg — ul| = X\. On a bien
d(z, F) = |lz —yll = A

2. a) On construit la suite x, par récurrence. Posons xy = 0 et, supposant z, construit dans

F,, puisque F,, C F,1 et F,, # F, .1, il existe d’apres la question 1, x, 11 € F,;1 tel que

A(Tpy1, Fo) = [|0p1 — 20| = 37"
q—1 q—1 31-p
b) Pour p,g e N,p<gq,onaz, —x,= gpxnﬂ — T, donc ||z, — 4| < HZZPB_" < 5 Il en

résulte que la suite (x,) est de Cauchy. Elle converge ; notons x sa limite.
—n

Pour ¢ > n, on a, par le calcul ci-dessus, ||z, — Zp41]] < 5 dong, a la limite, ||z — 2,4 1|| <

37" 3—n
- Pour z € F,, on a 37" > ||xpp1 — 2| = ||ent1 — || + ||z — 2||, donc ||z — 2| > -
3—77/
Prenant U'inf, il vient d(z, F},) > -
¢) On en déduit que, pour tout n € N, z & F,,, soit = ¢ U F,.

neN
3. Un espace vectoriel ayant une base dénombrable (ey)gen est réunion des sous-espaces de dimen-
sion finie F,, engendrés par (ex)r<n-



4. On construit grace au lemme page 25 une suite (x,) avec x,, € F, pour tout n et telle que

|Zns1 — 2ol = 47" et d(x,q, ) > 2727 Cette suite est de Cauchy comme ci-dessus et sa
limite x satisfait pour tout n € N, ||z — 41| < Z 47% = = < d(zpy1, F), donc x & F,.
k=n+1

Exercice 4.8.

1. Pour A = (a;;) € M,(R), on a A € O(n) si et seulement si ‘AA = [,,. Comme Papplication
A s "AA est continue et {I } est fermé dans M, (R) on en déduit que O(n) est fermé dans

M,(R). Si A € O(n), on a Z a;; = 1 pour tout j, donc |a; ;| < 1, donc O(n) est borné. C'est
i=1
une partie compacte de M, (R).

2. Soit (Ay) € GL(n;R) convergeant vers A € GL(n;R). Ecrivons Ay, = UyT), et A = UT. Nous
devons démontrer que U, — U et T, — T'. Remarquons qu’il suffit de démontrer que U, — U,
car alors T}, = Uk_lAn —UtA=T.

Soit (Uparphi(k)) une suite extraite de Uy, convergeant vers V' € O(n); alors Ty = U;zlrphi(k)Aw(k)
converge vers VA et puisque T,(x) est triangulaire a coefficients positifs sur la diagonale, on en
déduit que VA aussi. Comme A est inversible, il en va de méme pour V1A, donc V!4 € T.
On a alors A = UT = V(V'A) et d’apres 'unicité dans la décomposition d’Iwasawa, V = U.
D’apres I'exercice 3.5, on en déduit que U, — U.

Exercice 4.9.
1. Prenant y = 0, on trouve f(z +0) + f(z —0) = 2f(z) 4+ 2f(0), donc f(0) = 0; prenant x = 0,
on a alors f(0 +y) + f(0 —y) =2(0) + 2f(y), dou f(—y) = f(y).
2. Pour n € N, on a f(nx + x) + f(nx — x) = 2f(nz) + 2f(x). Démontrons alors par récurrence
sur n la propriété : P(n) : on a f(nx) = n*f(z).
e P(1) est clair et P(0) résulte de 1.
e Soit alors n > 1 et supposons que P(k) soit vrai pour tout & < n. On a alors

fln+1)z) = 2f(nx) +2f(x) — f((n - 1))
= (2n*+2—(n—1)*)f() d’aprés P(n) et P(n —1)
= (n+1)*f(z).
Pour n négatif, on a alors f(nz) = f((—n)z) = n*f(z).
Enfin, soit £ € Q. Ecrivons k = p/q avec p, q entiers (¢ # 0), et posons y = ém, donc z = qy et
kr = py. On a f(z) = ¢*f(y) et f(kx) = ¢*f(y), donc f(kz) = k*f(x).
3. Ajoutons les égalités
fle+y+z) = 2f(@+y)+2f(2) — flz+y—2),
flet+y+z) = 2f(e+2)+2f(y) - fle —y+2),
2f(@) +2f(y—2) = flat+y—2)+flz—y+2),
Af(y) +4f(z) = 2f(y+2)+2f(y —2).
On trouve 2f(x +y+2)+2f(z) +2f(y — 2) +4f(y) +4f(2) =2f(x +y) +2f(2) + 2f(z + 2) +
2f(y)+2f(y + z) + 2f(y — z), d’ou le résultat.

4. Posons ¢(z,y) = f(x+y) — f(x) — f(y). On a clairement ¢(x,y) = ¢(y, z). Fixons z € E. Pour
z,y € E,ona

plx+y,2)=flety+tz)—flat+y) —fz) = fle+2)+fly+2)—flx)— fly)—2f(2)
= o(x,2) + ¢y, 2)



On en déduit, que ¢(zx, z) + p(—z, z) = 0 et, par récurrence sur n € N que p(nz, z) = np(z, z).
Il vient p(nz, z) = np(x, z) pour n € Z.

/. 1
Enfin, soit k£ € Q. Ecrivons k = p/q avec p, q entiers (q # 0), et posons y = —z, donc = = qy et
q

kx = py. On a oz, z) = pe(y, 2) et o(kz, 2) = qp(y, z), donc p(kz, z) = ko(z, 2).
5. Pour y € E, I'application x ~ ||z +y||* — ||z]|* — ||y||* est Q-linéaire et continue donc R-linéaire.

Exercice 4.10.

1. a)

b)

Pour z € (', on a alors
Iz = zlI* = Iz = 9) + (y = 2)|> = |2 = ylI> + 2R((z — yly — 2)) + ly — 2[* = ||y — «|*.

1
Notons d = inf{||z—yl|;y € C} la distance de x a C'. Soient y, z € C. Posons b = x—é(y+z)

1 1
etc:i(y—z);alorsonaHbH > d car §(y+z)GC’;Commex—y:b—cetx—z:b—i—c,

on a, par 'identité de la médiane :
1
lz = ylI* + llz =21 = 2(II° + llel”) = 24 + S lly = 211"

On en déduit
ly — 211> < 2(lz — ylI* = &) + 2(]|x — 2||* — d?).

Pour n € N, posons C,, = {y € C; ||z —y||* < d® +1/n}. C’est une partie fermée non vide de
C. D’apres I'inégalité précédente, le diametre de C,, est inférieur ou égal & 2/+/n, donc tend
vers 0. Comme C' est complet, I'intersection des C,, qui est égale a {y € C; ||z — y|| = d},
contient un et un seul point pc(x).

Posons pe(x) = yo. Soit y € C. Pour t € [0,1], on a yo+t(y —yo) € C, donc ||yo+t(y —yo) —
2]l > d. Posons (t) = g0+ H(y — o) — 2l1* = llgo — 1>+ 26R({go — 2l — o)) + ]l — yol|*
Puisqu’on a d*> = ¢(0) < o(t) pour tout ¢ € [0, 1], la dérivée de ¢ en 0 est positive ou nulle,
autrement dit R({yo — x|y — yo)) = 0.

Il résulte de (a) et (¢) que, pour u € C, on a

2. a)

b)

u=pc(z) <= VzeC, R((z—ulz—u))<0.

n n

n
Soient u,z € C'; écrivons u = E s;6; et z = E tie;, avec s;,t; € Ry tels que g S; =
i—1 i=1 i=1

. l—a . .
E t; = 1. Remarquons que, pour tout 4, on a (z — yle;) = —— ; il vient
n

i=1

n

n

<x—y|u—z>:1_a2(5i—ti)20.

n -
=1

Il vient (x — u|lu — z) = (y — u|u — z). Par la caractérisation donnée en 1, on a

u=pc(r) <= u=pc(y).

n

Pour t € Ry, posons p(t) = Zsup{bj —t,0}. Notons b le plus grand parmi les b;. On a
j=1

©(0) > Z bj =1, p(b) = 0 et ¢ est continue (affine par morceaux - elle est affine entre deux
j=1

valeurs consécutives des b;), décroissante sur R, et strictement décroissante sur |—oo, b]. Elle
prend donc la valeur 1 en un seul point ¢ € [0, b].
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¢) Posons u = Z sup{b; —c,0}e;. Par définition de conau € C. Onay—u = Z inf{b;, c}e;.

j=1 j=1
11 vient

—ulu) = Zsup{b c,0}inf{b;, c}.

Or, si sup{b; — ¢,0} # 0, alors inf{b;, c} = ¢; donc

—ulu) = Z sup{b; —¢,0}c = c.

n
Soit z = Z tie; un élément de C' (avec t; € R, de somme 1), on a
i=1

— ulz) Zt inf{b;, c} < Zti =c,
i=1
donc (y —uju — z) > 0.

Exercice 4.11. Notons F,, le sous-espace engendré par (e)g<,. On a F = U F,, d’ou 'on déduit

neN
d(xz, F) = inf{d(z, F,,); n € N}.
n—1
Or le projeté de z sur F,, est y,, = Z(ei|x>ei donc d(z, F,,)? = ||z — yull* = [|2]]* — ||yn|]* puisque x —y,
k=0

est orthogonal a F,, donc a v,,.

Exercice 4.12.

1. La fonction f est périodique de période 27 et continue par morceaux. L’identité de Parseval

1 2T ©
donne —/ |f(t)|? dt = Z |f(E)|?, d’on le résultat puisque |f(t)] = €.
2 Jo

k=—o00

1 2w (a—ik) __ 1 627m -1

27
_/ et gt done f(k) = 1sia =ik et f(k) =
2 0

(&

2. On a ]?(k) = 27 (c — ik) B 27 (a — ik)

sinon.

3. Pour a réel non nul, il vient

+2°° (627m . 1)2 B e47ra -1
= Ar*(a® +n?)  4ma

Ecrivant e*™ — 1 = (e2™

—1)(e*™ 4 1) et simplifiant on trouve le résultat escompté.

4. Posant a = ic, il vient f(n) = PEr— donc 1 =
w(a—n m

e sin e sin? e Z 1

Exercice 4.13.

2m
1. Remarquons d’abord que la relation P, = Py et / Py11(t) dt = 0 déterminent entierement
0

Pess.
Si P, vérifie P,(2m —t) = (—1)"Py(t), alors le polynome Q défini par Q(t) = (—1)* Py, (27— 1)
27

vérifie Q' = Py et / Q(t)dt =0, donc Q = Pyy1.
0
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2r —int 4 or 2w —int
. e e
2. Par intégration par parties on trouve / Pi(t)e ™ dt = [Pk(t) , ] — / P(t)——dt. 1l
0 —in lo 0 —in

27 27
vient (27?)_1/ Py(t)e"™ dt = (in) "', puis, par récurrence, (27?)_1/ Pu(t)e™™ dt = (in) 7.
0 0

3. D’apres 1., il vient (—1)**T! Py (1) = Papyi(n), done Popyy(7) = 0.

2 00
/ Pu(t)*dt = [Pe(n)|*. Or Py(0) = Ot [Pe(n)]” =
0

n=—oo

D’apres l'identité de Parseval, on a

2k pour n # 0.

+o0
D’apres le théoreme de Dirichlet Py (0) = Z Pyy(n) = Z(m)—% = (—1)*.2 Zn_%.

neL n#0
t— 2 2 t — 2 t— 34271 3
On a Py(t) = — =) +c;0r/ (—( ™ +C)dt:27rc—[( W)} = 27c — . 1l vient

2 0 2 6 0 3
w2 (t—m)?
B(t)=— — .

+oo
P (0 2
4. On en déduit Zn_2: — 22( ) = % et

n=1

+o00 2 27 4 2 2 4
7 1 1 ™ mi(t—m)?*  (t—m)
§ 1 = = Ptht:—/ (—— >dt
2" ir J, >(t) i f, \36 6 1

o [W(t—ﬂ)3]2”+|:1 (t—7r)5r7r
72 4 18 Jo A7 20 lo
7T4 7T4 7T4 7T4

72 36 i 40 90

Exercice 4.14.
1. On a hyyq + aphy = Xhy — Bphy—1. Comme de plus (hyi1|hn—1) = (hpi1|hn) = 0, il vient

Bolhn—i|hn_1) = (XTp|hp_1) = / b thy () ()t = (B Xy ).

Enfin h,, — Xh,,_; est de degré < n donc est orthogonal & h,, soit ||, |> = (hy| Xy 1).

2. Démontrons cette formule par récurrence sur n.
e Pour n = 0, comme hg =1 et hy = X — ap, le terme de gauche

(r—c)—(y—a)
(o= 9)llhol?

° Smt n > 1 et supposons cette formule établie pour n — 1.
Ecrivons hni1 = (X — ap)hy — Buha_1.

On a hys1 () hn(y) = Tl (@) hn(y) — cnhn(2)hi(y) = Bohn-1(2)ha(y), donc
hi1(2)hn(y) = ha(2) i1 (y) = (2 — Y) (@) hi(y) + Ba(hn (@) hi—1(y) — ha—1(2)hn(y)).

D’apres la question 1, on a ||h,||* = Ballhn_1]*.

1 ,
W est égal au membre

de droite

D’apres I'hypothese de récurrence hy, () hy—1 (y) —hp—1(2)hn(y) = (2—y) || on_1||? thllh E

11 vient

P 1(2) P (y) — P (2) A1 (y)
T —y

hk
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Exercice 4.15. D’apres le changement de variable ¢ — —t, on en déduit que le polynéme h,(—X) est
orthogonal aux polynémes de degré < n, donc est proportionnel a h,. On en déduit que h,(—X) =
(—=1)"h,,. La deuxieéme assertion s’en déduit immédiatement !

Exercice 4.16. On démontre par récurrence sur n que la dérivée n-ieme de t + (1 — ¢2)*™™ est de la
forme (1 —*)“Q,, o @, est un polynome de degré n. D’aprées le lemme p. 29, on a donc

/1 (1—t)2Q,(t) thdt =0

1

pour tout k£ < n.

Exercice 4.17. La base (hy, ..., h,_1) est orthogonale ; la matrice du produit scalaire dans cette base
est donc diagonale D = diag(||hol?, ..., |An_1]]*). On a (X7|X*) = /tj+kg0(t) dt = ajy, donc la
I
matrice du produit scalaire dans la base (1, X,..., X" !) est
agp aq (05} P 4 s |
aq (05} as Ce Qp
A= a9 as ay N ¢ o |
Ap—1 Ap Gpy1 ... (2p-2
Comme les polynomes hy sont unitaires de degré k, la matrice de passage P de la base (1, X,..., X"™1)
a la base (ho,...,h,_1) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc son déterminant

vaut 1. On a D ='PAP, donc det A = det D.

Exercice 4.18.
1. Par la diagonalisation de T, (28), ce polynome caractéristique est (—1)"h,,.

2. On a T, X" = X" pour k <n —1et T,X" ' = X" — h, (puisque le projeté orthogonal de
h,, dans E,, est nulle). En d’autres termes, la matrice de T, dans la base (1, X,..., X" !) est la
matrice compagnon du polynoéme h,,. On a Xhy = hgyq + aghg + Brhi_1, donc la matrice de T,
dans la base (hg, ..., h,_1) est

(07} Bl 0o ... 0 0
1 (05} /82 NP 0 0
0 1 (0] 0 0
0 0 0 - Qp_9 Bn—l
0 0 0 1 oy

3. est maintenant clair!!



10.5 Séries

Exercice 5.1. Soit € > 0. Il existe ng tel que, pour n > ng on ait (1 — e)u, < v, < (1 +¢€)u,

1. On suppose que les séries sont convergentes; notons R, = Z uy, et R, = Z vy les restes
k=n+1 k=n+1
des séries. Pour n > ng, on a (1 —¢)R, < R, < (1 +¢)R,.

2. On suppose que les séries sont divergentes. Notons 5, Zuk et S ka les sommes

k=0
partielles des séries. Pour n > ng, on a

S, —(1-20)8, =8, —(1—€)Sn+ > wvi—(1—e)ux+eS, > S, — (1—¢)Sy, +e5,

k=no+1
qui tend vers +00. De méme (1 + 2¢)S,, — S — +oo. On en déduit qu'il existe n; tel que, pour
n = ny on ait (1 —2¢)S, < S, < (1+2¢)S,.

3. Soit u, une suite convergente de nombres réels. Quitte a lui ajouter une suite constante, on peut
supposer que u, > 0 pour tout n et que sa hmlte € est aussi strictement positive. Posons v,, = /.

j{:l@;—$ L.

Par la question 2, Z up ~ (n+1)¢, smt
k=0

n+1
Exercice 5.2. Puisque f est décroissante, on a f(n + 1) < / ft)dt < f(n), soit 0 < f(n) —

/n+1 ft)dt < f(n) — f(n+1). Or, puisque f(n) — 0, on a Zf f(n+1) = f(0).

Exercice 5.3.

n—1 n—1
1
1. Posons f(t) = 117 D’apres l'exercice précédent, la suite Z f(k)— / f(t)dt a une limite.
k=0 0
a1 . -
2. Posons u;, = /k 1 T On cherche un équivalent de 1 — Zuk —7.0ry=1- Zuk On
+00
cherche donc un équivalent de Z ug. Or
k=n+1
k 1 1 1
1 — 1 (1—-):— ok
npop s U g) s g et
q 1 1
ONC Up ~ —— ~ ————-
POk 2k(k — 1)
[e¢) +0o0 1 1
On en déduit (a l'aide de I'exercice 4) que k;ﬂ g ~ k;rl %D =5



1 1 1 1 1 1
3. Onagﬁ:§ E 5(1nn+7+2—+0(n>>Donc

k= k=1
2k +1 k 2%k
k=0 k=1 k=1

(m(2n+1) +5+ S (1)> 1(1 et (1))
= n f— —_ = n _ —
" i dn + 2 ¢ n 2 nTa 2n © n

= In(2n) +1In <1+i> — %lnn—f—z +0(%>

2n 2
1 v 1 1
— n2+-1 T, (-)
n—|—2nn—|—2—|—2n—|—0n
(-1)F Nl "1 1 1
4. 11 vient - _ In2+ — ( )
vien §k+1 ;2k+1 sz et oy
—+o00 (_ )k
En particulier% I =1In2.
- . . 1 1 1 1 1 1( 1 1> .
.Onav v v = — — = — == — ).
SRTTSARL T TSEZ T op Ul 4k +2 4k +4 4k +2 4k+4  2\2k+1 2k

(-=1)*  In2
Vlenthk— Zk+1 2-

6. Notons (wk) la suite ainsi obtenue. Dans les n(p 4 ¢) premiers termes de cette suite, on aura np
termes positifs et ng termes négatifs. Autrement dit, on a

n(p+q)—1 np—1 1 ng

1 gl 1 y
= 241 1>_<_1 g 1).
,; o §2k+1 Z% <n +ylpnt o t+ol)) — (5hgn + 5 +o(l)
+o00
Ilv1entzwk_1n2+_1n£.
k=0 q

7. Soit y € ]0,1[. Pour n € N, posons p(n) = (ny) et g(n) = n — p(n). Pour tout n € N, comme
ny < (n+ 1)y < ny+ 1, il vient p(n) < p(n+ 1) < p(n) + 1. Ainsi les suites p(n) et g(n) sont
croissantes et comme ¢(n) > n(1 — y), elles tendent vers l'infini.

Pour n € N, posons o(n) = 2p(n) si p(n+1) = p(n) + 1 et o(n) = 2¢(n) + 1 sinon, de sorte que
la suite (o(k))o<k<n comporte les p(n) plus petits nombres pairs et les g(n) plus petits nombres
impairs.

11 vient
"Z‘l —1)7® ”("ZH 1 &
(k) +1 c~ 2k+1 =2k
1 0% 1
= (1n2 + =Inp(n) + 5t 0(1)) — <§1nq(n) to 0(1)>
p(n)
In(2) + =In—= +o(1
@)+ 50+ of)
+oo
—1)9k) 1
Or p(n)/q(n) tend vers y/(1 — y). Il vient Z % =In2+ §ln : g ;

1
Or, pour x € R, il existe un et un seul y € ]0,1[ tel que z = In2 + éln 1 (on trouve
-y
Y71 + 4e22”"
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Exercice 5.4. Posons [ = {k €N; u; >0} et J=N\IT={keN; u; <0}.
Comme la série u,, n’est pas absolument convergente, on a Z up = +00 et Z Up = —O00.
kel keJ

On construit o(n) par récurrence ; on procede de la maniere suivante : si > 0, on pose o(0) = inf [ ;
sinon, o(0) = inf J.

n—1
Supposons o (k) construit pour 0 < k < n. Si x — Zu"(k) > 0, on pose o(n) =inf I\ {o(k); k < n};
k=0
sinon on pose o(n) = inf J \ {o(k); k < n}.
n—1
Puisque Zuk = +o00 et Zuk = —o00, la quantité R, = x — Zug(k) prend une infinité de fois des
kel keJ k=0

valeurs > 0 et des valeurs < 0. Sa valeur absolue est majorée par le dernier changement de signe : si
R, >0,0na R, < ugp otk =sup(IN[0,n]);si R, <0,ona |R,| < |usm| ot k=sup(JN[0,n[);

oo
comme u,, tend vers 0, on en déduit que R, tend vers 0, soit Z Ug(k) = T.
k=0
Exercice 5.5.
n N +o00
1. Soit n € N. Posons N = sup{o(k); 0 < k <n}. On a Zu"(k’) < Zuk < Zuk On en déduit
k=0 k=0 k=0
o0 +oo
que la série de terme général (u,(x)) converge et Z Ug (k) < Z Wy,
k=0 k=0
oo
Appliquant cela a la suite (v,) définie par v, = u,@) et a la permutation ot il vient Z up =
+00 +00 w0
D ey < v d'oit Iégalité.
k=0 k=0
2. On peut écrire u,, = v, — w, ou (v,) et (w,) sont des séries convergentes a termes positifs (par
exemple v, = max(un,0) et w, = max(—u,,0); on peut aussi prendre v, = |u,|). Les séries

(Vo)) €t (wo(n)) sont convergentes, donc il en va de méme pour leur différence, et on a

“+oo “+oo “+oo “+oo “+o00 “+o00
E Ug(n) = E Vo(n) — E We(n) = E Up — § Wy, = E Unp,-
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0



10.6 Suites et séries de fonctions

Exercice 6.1.

1. Fixons z,y € [a,b]. Pour tout n € N, on a |f,(z) — f.(y)| < k|z — y|. Passant a la limite quand
n — 0o, on en déduit que f est lipschitzienne.

Soit € > 0. Fixons p € N tel que pe > 2k(b — a). Pour j = (0,...p), posons z; = a + %(b —a).
Il existe ng tel que, pour n > ng et tout j € {0,...,p}, on ait |f(x;) — fu(x;)| < /2. Soient
alors n > ng et « € [a,b]; il existe j € {0,...,p} tel que |z — z;| < 2;(1- Comme f et f, sont
k-lipschitziennes, f — f,, est 2k-lipschitzienne; il vient |(f — f,)(x) — (f — fn)(z;)| < 2k|z —z;] <

L2 < £ done 110 = @) € 1 = F)@) = (F = F)(@5)| + 1) = fulay)] <

2. Fixons z,y €la,b[ et A € [0,1]. Pour tout n € N, on a f,(Az+(1—=N)y) < Afn(x)+ (1= X)fu(y).
Passant a la limite quand n — oo, on en déduit que f est convexe.

Soient ¢,d € R tels que a < ¢ < d < b; choisissons ¢,d € Rtels quea < <cetd<d <b.
Pour tout n € N et tous z,y € [c,d] avec = < y, puisque f, est convexe, il vient

fn<c) — fn(cl) < fn(y) B fn(x) < fn(d/) B fn(d)
c—c h y—x h d—d

Les suites (W) o et (W

donc k € R, tel que l'on ait, pour tout n € N

fale) = fuld) _ fuld) = fu(d)
c—c = d—d

(1)

) sont convergentes donc bornées. Il existe
neN

k< < k-

D’apres les inégalités (1), on en déduit que les restrictions de toutes les f, a [c,d] sont k-
lipschitziennes, donc la convergence est uniforme sur [c, d] d’apres la question précédente.
Considérons la suite (f,,) de fonctions de ]0, 1] dans R données par f,(z) = z™; elles sont toutes

convexes et la suite f,, converge simplement vers 0; la convergence n’est pas uniforme puisque,
pour tout n € N, on a sup{ f,(t); t €]0,1[} = 1.

Exercice 6.2. Remarquons que, pour tout z € X et tout n € N, f(z) — fu.(x) > 0 et la suite
(f(x) = fu(x)) est décroissante, donc la suite n — ||f — fu||c est décroissante; on veut démontrer que
sa limite est nulle.

On suppose le contraire. Alors il existe £ > 0 tel que, pour tout n € N, [|f — f.||coc > €; il existe donc
x, € X tel que f(z,)— f(z,) > e. Par compacité, la suite z,, admet un point d’accumulation z. Comme
fn(z) = f(x), il existe k € N tel que 0 < f(z) — fr(x) < /2. Comme f — f; est continue, il existe un
voisinage V' de z tel que f(y) — fx(y) < & pour y € V. Comme x est un point d’accumulation de la
suite z,, il existe n > k tel que z,, € V. On a alors € < f(x,) — fu(zn) < f(xn) — fe(zn) < &, ce qui
est absurde.

Exercice 6.3. Soit € > 0. Soit p € N tel que pe > 2(f(1) — £(0)). Puisque f est continue, il existe ¢;

pour 1 < j <p—1tel que f(¢;) = f(0)+ Z(f(l) — f(0)) (théoreme des valeurs intermédiaires). Posons
p

aussi to = 0 et ¢, = 1.
f() = f(0)
p

Pour 0 < j < p, puisque f,(t;) — f(t;), il existe n; tel que pour n > n; on ait | f,(t;) — f(t;)| < /2.
Posons N = max(n;).

Remarquons que pour tout j € {0,...,p— 1}, on a f(t;41) = f(t;) + <e/2.
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Soient n > N et t € [0,1]; il existe j tel que t;
Remarquons que f(tj11) —e/2 < f(t;) < f(t)

<t <ty
< f(tj) < f(ty) +¢/2

On a donc f(t) —e < f(t;) —€/2 < fu(t;) < fult) < fultjyr) < f(tjs1) +€/2 < f(t)+
Il vient ||f — fulleo < &

Exercice 6.4.

1.

a) Si f(xz) =1, il vient (B,(f))(x) = <Z> *(l—o)" " =(r+(1—-2)" =1

b) Si f(z) =z, il vient

B = S %(Z)m_@n—k:; (2~ Dt

¢) Si f(x) =z(1 —x), il vient

(Bu)@) = i ’“(”—;’“) (Z) gyt =TI (2 2)a -

—1
Comme ax®+br+c = —azx(l—2)+(a+b)z+c, on a B,(f)(r) = —an

ar(l —x)

- r(l—xz)+(a+b)z+c.

On a donc (B,(f) — f)(z) =

. Par le théoreme de Heine il existe « tel que, si |z — y| < «, alors |f(x) — f(y)| < e. Il suffit de

poser K = 2| |2

D’apres la question 3, on a g, < f < hy. Or B, est linéaire et si ¢ est une fonction positive, il
en va de méme pour B, (¢). On a donc B,(g,) < B,(f) < By(hy).

K K
D’apres la question 2, on a (B, (gy) — ¢y)(2) = ——2(1 — 2) et (B, (hy) — hy)(2) = —2(1 — z).
n n

Tl vient B, (g,)(5) = Fly) — <~ y(1 ) et Bu(h)(y) = f(3) + <+ g1~ ).

On a donc f(y) — e — %y(l —y) < Bu(f)ly) < fly) +e+ %y(l —y).

Comme pour tout y € [0,1], on a y(1 — y) < 1/4, d’apres les questions précédentes, pour tout

K

e > 0, il existe K tel que, pour tout n € N* on ait ||f — B,(f)|lec < e+ 1, pour n assez grand,
n

on a donc || f — Bn(f)|e < 2e.

Exercice 6.5.

1. Supposons que f est périodique de période T'. D’apres le théoreme de Heine, la restriction de f

a 'intervalle [0, T + 1] est uniformément continue. Soit alors € > 0; il existe & > 0 que ’on peut
supposer < 1 tel que, pour tout s,t € [0,T + 1] satisfaisant |s —t| < a, on ait |f(s) — f(t)| < e.
Soient alors z,y € R tels que |[x — y| < a. Quitte a échanger leur réle, on peut supposer que
z < y. Notons alors n la partie entiere de /T et posons s = x — nT et t =y — nT. On a alors
0<s<T,et s<t<s+a<T+1. Ilvient donc |f(x) — f(y)| = |f(s) — f(t)] <e.
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. La question 2 demande juste de ne pas se tromper dans les calculs...

™

. Utiliser I’égalité / cosktdt = 0 pour k # 0.

—T

. Puisque F),(t) et 1 — cost sont positifs, on a

1 2T —ap 1 2 1

— F.(t)(1 —cost)dt < — F.(t)(1 —cost)dt = ;
2m 2T

or sur Uintervalle [a,, 27 — o], on a 1 — cost > (2n + 1)~1/2,

1 K
. On a cosk(t—s) = cos kt cos ks+sin kt sin ks, donc — / cos k(t—s)f(s)ds = ay cos kt+by sin kt,

™

—T

1 [" 1 ("
ou ap = —/ cosks f(s)ds et by = —/ sinks f(s) ds. Par linéarité, f, est un polynome
TJ . TJ) x

trigonométrique.

a+2m
. Par un changement de variable, on a f,(t) = —/ F.(t —s)f(s)ds (pour un a € R quel-

conque - par périodicité), donc

F(0) = fult) = 2 / T Rt $)(F(0) — f(s)) ds.

27 ) o,

. ‘%/ZFn(t—s)(f(t) £(5)) ds| < g%/a" Fo(t —s)ds < ¢ et

T J_an,

2T —oup

5 / R )~ F(5)) ds| < 20 fl g / R ) ds <20 o0+ )

Puisque f est uniformément continue, pour tout € > 0, il existe « tel que pour tout s,t € R tels
que |s —t| < a,on a |f(t) — f(s)] < e. Remarquons que, par continuité de la fonction arccos la

suite oy, = arccos(1 — (2n + 1)7Y/?) converge vers arccos 1 = 0.

—-1/2

Pour n assez grand, on aura donc «,, < « et 2||f|lw(2n + 1) < ¢, dong, pour tout ¢t € R,

|f(t) — fu(t)] < 2¢, soit encore || f — fulloo < 2e.

Exercice 6.6.

1. L’application C[X] — C(D;C) qui a un polynéme P = ZakX associe P(z Zakz est
un morphisme d’algebres. Son image est une sous algebre.
2m 2
2. Pour f € C(D;C), on a ‘(1/27?)/ f(e") dt’ < (1/2%)/ |f(e")|dt < ||f]lso, donc ¢ est
0 0
continue de norme < 1.
3. est clair!

4. Considérons ¢ : f +— f(0); c’est une forme linéaire continue sur C(D;C). On a A C ker(¢ — 1)

qui est un sous-espace fermé, donc A C ker(¢ — ). Notons g l'application A — IAI>. On a
©(g) =1 et ¥(g) = 0. Cela prouve que g ¢ A, donc A # C(D;C).

Exercice 6.7.

1.

a) Si f est en escalier, il existe m € N* et a = ag < a1 < ... < a,, = b tels que f soit constante
égale a ¢; sur l'intervalle ]a;,a;j41[. Alors f est continue en tout point distinct des a; et
admet la limite a droite ¢; en a; (pour j = 0,...m —1) et la limite a gauche ¢;_; en a; (pour
j=1,...m).



b) Si f, converge uniformément vers f et, pour tout n, f, admet une limite a droite b, en un
point ¢ € [a,b], alors |b, — b,,| qui est la limite & droite en ¢ de |f, — fi| est majoré par
|| fr = finlloo- On en déduit que la suite b, est de Cauchy dans R, donc convergente. Notons
¢ sa limite.

Soit alors € > 0. Il existe n € N tel que || f — fo.||oo < €/3 et [ —b,| < /3. Par définition de la
limite a droite, il existe & > 0, o < b—¢, tel que, pour x €lc,c+ af on ait | f,,(x) —b,| < €/3.
Alors, pour x €]c,c+af, on a |f(x) — €| < |f(z) — ful@)] + | fu(x) — by + b, — ¢] < e. Donc
f admet en ¢ la limite /.
La méme démonstration vaut pour les limites a gauche; donc (b) résulte de (a).
2. Si f est continue, elle est uniformément continue, donc, pour tout n € N*, il existe «,, tel que
|z —y| < o = |f(z) — f(y)] < 1/n. Soit alors k, € N tel que k,a,, > b — a. Notons f, la

j(b—a) U+ 1D —a)

fonction en escalier qui est constante sur chaque intervalle |a + ———, a .
n

Ky,
(b
j(k—a) (pour j € {0,...,k,}). On a

|f = fallo < 1/n, donc la suite f,, converge uniformément vers f.

(pour j € {0,...,k, — 1}) et coincide avec f en a +

3. Si f est monotone, pour tout intervalle .J, "ensemble f~'(.J) est un intervalle. Comme f est
comprise entre f(a) et f(b) elle est bornée. Soit n € N*. Les ensembles f~*([j/n,(j + 1)/n[)
(pour j € Z) forment une partition de [a,b] en intervalles, et comme f est bornée, seuls un
nombre fini d’entre eux sont non vides. La fonction f,, qui vaut j/n sur f~*([j/n, (j +1)/n]) est
en escalier, et on a || f — fullcoc < 1/n, donc la suite f,, converge uniformément vers f.

4. a) résulte immédiatement des définitions des limites & gauche et a droite.

b) Supposons le contraire. Pour tout n, il existe un intervalle I,, de longueur (b — a)/n tel que
la restriction de f a I, ne soit pas approchable par une fonction en escalier a € pres. Soit x,,
le milieu de I,,. Par compacité de [a, b] il existe une application strictement croissante ¢ telle
que (Z4()) converge vers un point « € [a, b]. Comme .J, est ouvert dans [a, b], il existe o > 0
tel que [z —a, x+a]N[a,b] C J,. Pour n assez grand, on a 1/p(n) < a/2 et |z —z,0)| < /2,
de sorte que I, C J,. Or sur J,, la fonction 6 définie par 6(y) = h(z) pour y < z, 6(z) = f(x)
et O(y) = g(z) pour y > x est en escalier et, pour tout y € J, on a |0(y) — (y)] . On
arrive ainsi a une contradiction.

¢) Soit n donné par (b). Pour j = {0,...,n — 1}, il existe une fonction en escalier 6; sur
[a+jb—a)/n,a+ (j+1)(b—a)/n] telle que l'on ait | f(t) — 6,(t)| < € sur cet intervalle. La
fonction 6 qui coincide avec 0; sur [a+j(b—a)/n,a+ (j+1)(b—a)/n[ et telle que f(b) = O(b)
est en escalier et on a ||f — 0|« < €.
Cela étant vrai pour tout ¢, la fonction f est réglée.

Exercice 6.8.

1. Soit a > 1. Si Re(s) > a, on a |[n~*| = n R < n~ donc la série de terme général n=* converge
absolument

2. On a en fait vu dans 1 que la suite de fonctions continues s — n~° converge normalement

sur V, = {s € C; Re(s) > a}. Sa somme est donc continue sur V,, et puisque U V, = {s €
a>1
C; Re(s) > 1}, la fonction ¢ est continue sur {s € C; Re(s) > 1}.

—S

3. 0Onal®=1let,pourn>2,ona lim n °=0,donc, parlethéoreme d’'interversion de limites

Re(s)—o0
(la convergence étant normale), il vient

lim ((s) = Z lim n %=1

Re(s)—o0 - Re(s)—o0



4. Posons uy,(s) = n~*. La fonction u, est de classe C* (sur R) et on a u®(s) = (= Inn)*u,(s).
Soit a € |1,+00[. Pour s € [a,+oo[, on a [u(s)| < (Inn)*n~% qui est une série convergente.
Donc la série de fonctions de terme général (u®) est normalement convergente sur [a, +ool;
d’apres le théoréme de dérivation, on en déduit par récurrence sur k que la ¢ est de classe C* sur
|a, +o00[. Comme cela est vrai pour tout k € N et tout a € |1, +o0], la fonction ¢ est de classe
C* sur |1, +o0].

Posons aussi v,(s,t) = n *™ pour (s,#) € R La fonction v, est de classe C™ et l'on a
okt okt
95k Un = (—Inn)*(—ilnn)‘v,. La séri.e de fonctions' PR est normalement convergente sur
[a, +00o[xR pour tout @ > 1, on en déduit que la fonction ¢ est de classe C* sur {s € C; Re(s) >
1}.

n+1

5. Pour s € R, posons wy(s) =n"* —/ t*dt. Pour s >0ettenn+1,ona(n+1)°<

t7° < n° desorte que 'on a 0 < w,(s) <n*—(n+1)"°% On en déduit que, pour s > 0, la
+o0
série de terme général w,(s) converge. De plus, Z Z E2—(k4+1)°=(n+1)"%
k=n+1 k=n+1
de sorte que cette série converge uniformément sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
+o0
Donc s Z wy(s) est continue sur |0, +o00.
n=1
Pour s > 1, on a wy(s) = ((s) — todt = ((s) — .
> un(s) = / ((s) ~ —
+o0 n
De plus an(l) = J;IEOZ 1/k—In(n+1) = 7.
Par continuité & droite en 1 de an il vient done ((s) =1/(s — 1)+~ 4+ o(1).
Exercice 6.9. Donnons-nous une série entiere f(z) = Zanzn de rayon de convergence R. Pour

k+¢
x,y € C tels que |z| + |y| < R,on a f(x+y) = ZG”Z( ) "%, Posons bk,Z:ak+é< : )mkye~
n=0

Enongons un résultat sur les suites doubles (déja utilisée pour le produit de Cauchy).

b)

Lemme. a) Soit (o) kpenz une famille de nombres réels positifs. On a

“+o00

z(zw) :z@’f) :f(z>

avec le sens que si l'une de ses sommes est finie, il en va de méme pour les autres et leurs
sommes sont égales.

Si ces sommes sont finies, on dit que la série double E Qg converge.

Soit (Upe)(k,0enz une famille de nombres complexes. Si la série double Z |uk.e| converge, on a

[’égalité
+oo +oo

avec le sens que toutes les séries impliquées sont (absolument) convergentes et les sommes sont
€qales.




‘oo n

Pour appliquer ce lemme, on remarque que Z Z bk n—t| = Z la,|(|x] + |y|)™ qui est fini par hy-
n=0 k=0

pothese; en d’autres termes la série double Z |by.¢| converge. On a donc, d’apres le lemme,

flz+y) = Z(Zbkn k) IJiO(iObk,e) ISQZ(@Z/

> k+¢
ou 'on a posé g,(x Zak”( * > "

En particulier, f est développable en série entiére en x et ce pour tout x € C avec |z| < R.

Démontrons a présent le lemme :

a) Pour m,n € N, posons 4,,,, = Z (Zak g)

k=0
m m +oo
Pour m € N posons B,, = Z <Zo¢k,n,k> et Ao = Z <ZO&]€75).
n=0 k=0 k=0 = (=0
On a Z (Zak" k) = sup{B,;m € N}.
n=0 =
+a) +oo
Par ailleurs Z (Z Oék’g) = sup{Anoo;m € N}. Or A, o0 = sup{A,n; n € N} Il vient
k=0 = (=0
+oo +oo
> (Y are) =sup{Ap; (m,n) € N2},
k=0  £=0
Or pour tout m on a B, < A, et pour tout (m,n) € N* on a A, , < Bpin.

+o0 +oo

—+o00 n
On en déduit 'égalité Z (Z ) = 30 (D )
n=0 k=0
L’égalité Z (Z oy 4) = Z (i ak,n_k> s’en déduit en posant By, = .
(=0 k=0

n=0 k=0
b) Si les uy, sont réels, on pose gy = max(ugye, 0) et Si e = max(—ugy, 0). Puisque oy, < |ug | et
Bre < |ugel, les séries doubles g Qg et g Br,e convergent. Puisque oy — B¢ = uky, il vient

“+o00

> (S = 3 (L) -3 w@ o

- 3 (Eo) - X (S )

=0 =0
- 3 ()
n=0 =
Si ugs € C on raisonne de méme avec la partie réelle et la partie imaginaire.
Exercice 6.10. Pour z € C avec |z| < R, posons f(z Z a,z". Soit (a,b) € Br et posons u = a + ib.

Commencons par démontrer que 'on a lim ~————— (2) E na,u""' (comme affirmé dans le cours).



n__ ,mn
En effet, soit r € R tel que |u| < r < R; posons g,(u) = na,u™ ' et g,(z) = a”Zz—Z =

anZukz”_l_k pour z # u; la fonction g, est continue sur C. Pour |z| < 7, on a |g,(2)| < n|a,|r" ™,

donc la série de fonctions de terme général (g,) est normalement sommable sur la boule ouverte de
rayon 7. Sa somme est continue en u, d’ou le résultat.

+o00
Pour (z,y) € Bg, posons H(x,y) = Znan(m +4y)" . La fonction H est continue.

n=1

On en déduit que F est de classe C* et que, pour (a,b) € Bg, on a

Qk%m:hmfm+w+ﬂ—f@+w):wa)
ox t—0 t
« OF b+ 1 1
OF by = it L1004 = Jlat i) gy
oy t—0 it

A T'aide d’une récurrence sur n, on démontre alors que F' est de classe C" et que, pour 0 < ¢ < non a

oF JOF SN pl -
83:”*5834‘5 (23, y) =1 Oz (Qf, y) =1 . (p — n)!ap(x + Zy)p

Exercice 6.11.

2%k
1. a) Pour tout k, on a mF(%)(O) 0, donc R,(z) < F( ). D’apres la formule de Taylor avec
. 2n+1
reste intégral (& 'ordre 2n + 1) on a R, ( 2 + Fer2)(#)dt. En particulier
0 n
R,(x) > 0.
r—t «x
b) Onaxz(y —t) —y(z —t) =t(y — x) > 0, donc <
Y- Y
¢) Onazx—t< z(y—zf). Il vient
Y
Y — t)QnH (2n+2)
R, = oy FT(t)de
(@) (A @n+n Q
2n+1 2n+1
Y 0 2n (2n+ 1)
2n+1 y 2n+1 2n+1
< (%) / W P nar = ()" R,()
y o (2n+1)! y
2n+1
On en déduit 'inégalité 0 < R, (x) < ( ) ), donc lim R,(x) = 0. En d’autres termes
n—oo
i:x% (2k) mx (2k)
F(z) = lim ——F7(0) = F'“7(0). Donc F est développable en série entiere
n—po0 £ (2k)! — (2k)!

sur |—a, al.
2. a) L’inégalité ro,.1(x) = 0 résulte de la formule de Taylor Lagrange ou avec reste intégral ; la

deuxieme égalité est immédiate.
2n

b) On a FCY(0) = 2f2"(0) et la série de terme général :E

2n) F@(0) converge.




c) PuQisque 0 < ropp1(x) < Ry(z), il vient limrg,yq(x) = 0. De plus ro,_1(x) — ron(z) =
x n

(2n)!

flz) = a:—f(k (0). Donc f est développable en série entiere sur |—a, af.

()!

£®(0) tend vers 0, donc limra,(z) = 0, et enfin limr,(z) = 0. En d’autres termes

Exercice 6.12.

1. La derniere opération que 1’on effectue est un produit des k premiers termes par un produit des
n — k derniers, d’ou la formule.

+o0 n—1

2. On a S(z)* = anx" ou b, = Zakan_k = a,. Donc S(z) = a;x + S(z)* Or a; = 1.

n=2 k=1
1++1—4x

3. Résolvons I'équation y*> —y +x = 0; les solutions sont y = - Comme on a S(0) =0,

2
. 1—(1—4x)'/?
on est amené a poser T(z) = 5 - Rappelons que pour [t| < 1 et & € R, on a
n—1
+o0 H a—k
(1+1¢t)* = cht", oncg=1,c1=qa,...c, = k:OT Il vient T'(x Zb "
n=0
1(—4)"1 1 3 1
= L (DG e)
>l 2\ T2\ 3 2 "
o 4m Ix3x...x(2n—3) 21 (2n—2) _ (2n—2)
2n+l n! S on! 2x4x...(2n—2) nl(n-—1)!
n—1
Remarquons alors que, puisque T'(z) = T(z)* +, on a b, = Z bib,_i, pour tout k > 2. Enfin,
k=1

puisque a; = b; = 1, on obtient par récurrence a,, = b,, pour tout n € N.

Exercice 6.13.

1. Cette série s’écrit E a,z" ou a, = 0 si n n’est pas une puissance de 2 et a,, = 1 si n est une
puissance de 2. La suite (a,z") est bornée si et seulement si |z] < 1

2. Soit N € N. Il existe to € [0, 1] tel que Ion ait £2° = 1/2. Pour to <t < 1 on a f(t) Zth >

N

3.
m—1

3. Pourn = m,ona (ut)* =t*"; donc f(t) ( ) En particulier f(t)— f(ut)
—0

3

m—1

tend vers m — Z u?" quand t tend vers 1. Comme f (t) — 400 ne converge pas quand t — 1,

n=0
on en déduit que |f(ut)| — +oo quand t — 1.

4. Si f admettait une limite ¢ en u, il existerait un voisinage V' de u telle que | f(z)—¢| < 1 pour tout
z € V avec |z| < 1, en particulier f serait bornée sur {z € V; |z| < 1}. Or tout voisinage ouvert
V' de u contient une racine 2™-iéme v de 1 pour m assez grand donc un ensemble {tv; to <t < 1}
pour un typ < 1. Or on a vu en 3 que f n’est pas bornée sur un tel ensemble.

Exercice 6.14.



1. Soit = € R tel que |z| < 1.

La suite (S,,) étant convergente, elle est bornée. La suite (S,,z") est donc (absolument) conver-
Y n
gente, car sa valeur absolue est majorée par une série géométrique convergente.

+oo +o0 +0oo ~+00 +oo
On a (1 —x) Z S, = Z Sp(x™ — ") = Z Spa’ — Z Sp_1x™ =Sy + Z(Sn — Sp_1)x™.
n=0 n=0 n=0 n=1 n=1

Or Sy = ag et, pour n > 1, a, = S, — S,,_1, donc (1 — x) ZSnx” = f(x).

n=0
+oo [ee]
Enfin, (1 —x) Zx” =1, donc f(z) —S=(1—x) Z<S" —S)z".
n=0 n=0

2. Soit € > 0. Comme S,, — S, il existe Ny, tel que pour n > Ny on ait |S,, — S| < e. 1l vient, pour
0<x <,

+oo +oo
’(1 — ) Z (Sp—9)2"| <e(l—u) Z r" = egNott
n=Np+1 n=Np+1
No
Il vient | f(z) — S| < (1= )Y (Sn — 8)a"| + ez
n=0
No
3. Pour = €0, 1] assez proche de 1, on a (1 — x) Z(S” —8)a"| < e, donc |f(z) — S| < 2¢. Cela
n=0
prouve que f(z) — S
1-— 1-—
4. Sur I'ensemble T, la fonction |1 ‘Z: est bornée. Soit M = sup{|1 |Z;; zeT}.
— |z — |z

Soit € > 0. Choisissons Ny tel que pour n > Ny on ait M|S,, — S| < e pour z € T, on a

L S (s o] e NS e Ll e
=2) X2 (S-S <li=zlgy D el = St < el
n=Np+1 n=Np+1
No
Pour z € T assez proche de 1, on a |(1 — Z)Z(Sn —5)z"| < e, donc |f(z) — 5| < 2e.
n=0




10.7 Fonctions d’une variable réelle

Exercice 7.1. Posons a = lim f et b = lim f. Soit e € RY. Il existe A, B € R tels que pour tout z € R
onait t < A= |f(zr)—a|<e/2et x> B=|f(x)— bl <e/2. On peut de plus supposer que A < B

En particulier (prenant par exemple € = 1) la fonction f est bornée sur | — oo, A] U [B, +o0[; elle est
aussi bornée sur le segment [A, B]; elle est donc bornée sur R.

La fonction continue f est uniformément continue sur le segment [A —1, B4 1]; il existe donc o € R7,
que l'on peut supposer < 1 tel que pour x,y € [A—1,B+ 1] on ait [z —y| < a = [f(x) — f(y)| < e.
Soient z,y € R tels que |z — y| < . Alors on a

e oubien z < Aet y < A:danscecas |f(z)— f(y)| <|f(x) —a|l+|fly) —a| <e;

e oubien z > Bety > B :dans cecas |f(z) — f(y)] < |f(x) = b+ |f(y) —b] < &;

e oubien z,y € [A—1,B+1]et|f(z)— fly)| <e.

Cela prouve que f est uniformément continue.

Exercice 7.2. Soient z,y € [0,1] avec z < y. Comme [0,2] C [0,y], on a sup{f(t); t € [0,z]} <
sup{f(t); t € [0,y]}, donc ¢ est croissante.

En plus détaillé... Pour tout t € [0,z], on a t € [0,y], donc f(t) < p(y) = sup{f(?);

t € 10,y]}. Cela
prouve que ¢(y) est un majorant de {f(¢); ¢ € [0, x]} donc ¢(y) = sup{f(t); t € [0, z|}

().
Soient = € [0,1] et € > 0. Soit t € [0,z] en lequel f atteint son maximum, i.e. f(t) = ¢(x). Par la
continuité de f en x et en ¢, il existe a > 0 tel que

e pour tout s € [0, 1] avec |s — x| < awon ait f(s) < f(x) +e < p(x) +¢;

e pour tout s € [0, 1] tel que |s —t| < aw on ait f(s) > f(t) —
Soit alors y € [0, 1] tel que |z — y| < a.

* Pour tout s € [0,y], on a, ou bien s < z, donc f(s) < (z), ou bien x < s < = + « et

f(s) < f(x) + e < ¢(x) + . On en déduit que ¢(y) < p(z) + &.
* Posons s = inf(y,t). Comme t < * < y+ «, il vient t — a < y, donc t — o < s < ¢ donc

ply) = f(s) = f(t) —e = p(z) —c.

S

Exercice 7.3. Si z est rationnel, il existe une suite d’irrationnels (y,,) tels que y, — x. Alors f(y,) =0
ne converge pas vers f(x), donc f n’est pas continue en .

Sixz & Q, soit € >0 et n €N tel que 1/n < e. Notons p la partie entiere de nlx. L’intervalle ouvert
} p pt+1

n!” n!
donc f est continue en x.

[ contient x (car x étant irrationnel on a x # ) et pour y dans cet intervalle 0 < f(y) < 1/n,

Exercice 7.4.

1. Soit z € R. On a f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0. Par récurrence sur n, on a

f(nz) =nf(x) pour tout n € N. De plus 0 = f(—z+2) = f(—z) + f(z), donc f(—zx) = —f(z).
Il vient f(nx) = nf(z) pour tout n € Z.
Soit 7 = p/q un nombre rationnel. Appliquant ce qui précede a y = x/q, il vient f(z) = qf(y)
et f(py) = pf(y), soit f(rz) =rf(z).
Posons f(1) = A. Pour z € Q, on a f(z) = Az.

e Si f est continue, I'application z +— f(z) — Az est nulle sur Q et continue donc nulle.

e Supposons que f est monotone. Soit € R ; construisons des suites (y,) et (z,) de nombres

rationnels convergeant vers z telles que pour tout n € N on ait y, < x < z,. Alors f(z) et

zf(1) sont compris entre f(y,) = Ayn et f(z,) = Az, done |f(z) — xf(1)] < [MN(zn — yn)-
Comme cela a lieu pour tout n, il vient f(z) = Az.

2. L’application f ainsi définie est la projection sur Q parallelement a E : elle est Q-linéaire donc
satisfait 1’égalité du 1.
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2
3. Posons g(x) = f(z) — f(0). On a encore g<x ; y) -2 ;Vg(y) En particulier, 9( S O> B
2 0
g —2) il )> soit g(2z) = 2¢(z). Enfin, prenant z = Tt y, on trouve g(x +y) = g(z) + g(y).

2
Par la question 1, g est linéaire, donc f est affine.

4. Soient x,y € R. Démontrons par récurrence sur n € N que pour tout p € N tel que 0 < p < 2",
ona f(p2~"w+ (1 —p27")y) <p27"f(x) + (L —p27") f(y).
C’est clair pour n = 0 et vrai par hypothese pour n = 1. Supposons la propriété vraie pour n et
soit p € N tel que 0 < p < 2"+
e Sip = 2k est pair, p27"' = k27" et I'inégalité est vraie d’apres 'hypothese de récurrence.
e Sip = 2k+1 est impair, posons u = k27 "z+(1-k2 ")y et v = (k+1)27 "2+ (1—(k+1)27")y;

onap2 " e+ (1—-p2 "y = 4 ;— U, or
u+v f(u) + f(v)
(5) < =
(k27" f(2) + (A= k27") f(y) + (K +1)27") f(z) + (1 — (K +1)27") f(y)

<
2

d’apres 'hypothese de récurrence. Cela donne bien

f2 e+ (1 —p27" Ny) <p27f(a) + (1=p27" ) f(y).

Par densité de I'ensemble {p27"; p,n € N, 0 < p < 2"} dans [0, 1] on en déduit que f est
convexe.

Exercice 7.5.

1. Comme x majore {y € F; y < x}, on a a(z) < x. Remarquons que si {y € F; y < z} = (),
alors a(z) = —oo et que si {y € F; y < z} # 0, cet ensemble est fermé et contient donc sa
borne supérieure. En particulier, si z ¢ F', on a a(z) < x. De méme = < b(z) avec égalité si et
seulement si x € F.

2. Pour x € U, posons I, =la(z),b(z)[. On a x € I, C U et puisque a(z) € F U {—o0} et

b(x) € FU{+o0}, tout intervalle contenant z et inclus dans U est contenu dans I,. En particulier,
siy € I, puisque y € I, C U, et I, est le plus grand intervalle avec cette propriété, il vient
I, C I,; mais alors x € I, et par ce qui précede I, C I, donc I, = I,,.
Posons S = {I,; x € U}. Comme les intervalles de la forme I, sont tous contenus dans U, leur
réunion est contenue dans U ; pour x € U, on a x € [,, donc U est réunion de ces intervalles.
Soient z,y € U;si I, N1, # 0, il existe z € I, N I, ; alors, par ce qui précede I, = I, = I,. Donc
deux éléments distincts de S sont des intervalles disjoints. Enfin, comme Q est dense dans R,
pour tout € U, I'ensemble I, NQ n’est pas vide, donc il existe y € UNQ tel que I, = I,,. Donc
S ={I,; y€ UNQ} est dénombrable.

3. Il s’agit de définir g sur chacun des intervalles I € S. Pour I =|a,b[€ S, si a,b € R, alors
a,b € F et la restriction de g a [a, b] est 'unique application affine sur [a,b] coincidant avec f

en les points a et b; si a = —o0 et b € R, on prend g constante égale a f(b) sur |a,b[; si a € R
et b = 400, on prend g constante égale a f(a) sur |a,b[; enfin a = —oo et b = +00 est exclu car
F # 0.

Démontrons que la fonction g ainsi définie est continue.
Soit x € R. Si x € U, la fonction g est affine donc continue au voisinage de x.

Supposons que x € F et soit € > 0. Comme f est continue, il existe ag > 0 tel que pour tout
y € F tel que |y — x| < ap on ait |f(z) — f(y)| <e.
e Si F'N[x,z+ ap[= 0, la fonction g est affine sur cet intervalle, donc elle est continue a droite
et il existe ay > 0 tel que pour y € [z, 2 + a4 on ait |g(y) — g(z)| < €;
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e s'il existe z € F N [,z + ag, alors pour tout u € [z,z] on a a(u),b(u) € [z,z[, donc
fla(u)) €]f(x) —e, f(z) + e et f(b(u)) €]f(x) —¢, f(x)+¢€[. Or g est affine sur [a(u), b(u)],
donc g(u) est compris entre f(a(u)) et f(b(u)), donc |g(u) — g(x)| < €. Posons dans ce cas
o1 =2 —X.

En distinguant de méme deux cas selon que F'N |z — ap, z] est vide ot non, on trouve ay > 0
tel que pour tout y € |x — an, z] on ait |g(y) — g(x)| < e.
Prenant o = min(ay, ) on a |g(y) — g(x)| < € pour tout y € |z — o, x + af.

Exercice 7.6. Si f : [0,1]— R est continue et injective, elle est (strictement) monotone, donc f(0)
minore (si f est croissante) ou majore (si f est décroissante) f([0,1[). Alors f([0,1]) est minoré ou
majoré, donc est distinct de R. Donc f n’est pas surjective.

Exercice 7.7. Quitte & permuter les x;, on peut supposer que la suite (z;) est croissante. Posons
6

t; = Arctanz;. On a Zt”l —t;, =t; —t, < /2 —(—7n/2). 1l existe donc i € {1,...,6} tel que
i=1
Tip1 — Xy 1
41 /6. On a alors an(t; 1 — t;) T+ o ~ V3

Exercice 7.8. Notons n (= 1) le degré de P.

1. Notons t; < ... < t, les racines de P. Par le théoreme de Rolle, P’ s’annule entre ¢; et t;.;. On
a ainsi n — 1 racines distinctes de P’.

2. Notons t; < ... < t les racines de P et mq, ..., m; leurs multiplicités respectives. On a n =

k
Z m;. Alors P' admet k — 1 racines sy, ..., s,_1 distinctes des t; (comme ci-dessus) ; si m; > 2

i=1
k—1

k
alors t; est racine de P’ de multiplicité m;—1. Donc P’ est divisible par H(X —5;) H(X —t;)mih
i=1 i=1

k
Ork—1+ Z(ml —1) =n —1 donc P’ est scindé.
i=1

Exercice 7.9.

fy) = fy/2)

1. Pour y € R*, posons &(y) = 2
)

—/¢.On alime(y) =0 et

<
1
S

Sl
—_
3
—

fla) = f@"z) =) f27"2) - f(27" " 2) = (f(z"“—las) - 2—%(2—%)).

0 0

X
f
iy

2. Soit n > 0. Il existe a tel que pour 0 < |y| < « on ait |e(y)| < n. Pour 0 < |z] < a, on a

+oo +oo
Y2kt < D2 M ) <.
k=1 k=1

+o0
Faisant tendre n vers +oo dans 1, on trouve f(z)— f(0) = lx+x Z 27%2(27"2), (par continuité
k=1
+o0
de f) soit M =(+ Z 27%¢(27%x). On en déduit que M — £, soit f'(0) = ¢.
k=1

Exercice 7.10.



Premiére démonstration. 1. L’application g (resp. h) est continue en tout point de |a,b] (resp.
[a,b]) parce que f l'est et en a (resp. b) par définition de la dérivée. D’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires g([a,b]) et h([a,b]) sont des intervalles. Comme g(b) = f(a), on a

g([a, b)) N h([a,b]) # O, donc g([a,b]) U h(]a,b]) est aussi un intervalle.

2. Posons J = ¢g([a,b]) U h([a,b]). C’est un intervalle qui contient f'(a) et f'(b) donc toute
valeur comprise entre f'(a) et f'(b); par ailleurs, d’apres le théoréme des accroissements
finis, g([a,b]) C f'([a,b]) et h(]a,b]) C f'([a,b]), donc J C f'([a,b]) : toute valeur comprise
entre f'(a) et f'(b) est dans f'([a, b]).

Deuxiéme démonstration. La fonction continue ¢ atteint son minimum en un point d du segment
[a,b]; comme ¢'(a) < 0, pour x €]a,b] proche de a, on a g(x) < g(a), donc d # a. De méme,
puisque ¢'(b) > 0, on a b # d, donc d €]a, b[; comme g admet un extremum local en d, il vient
g'(d) =0, done f'(d) = c.

Exercice 7.11.

x)— f(0
1. Par convexité de f, la fonction x M est croissante, donc admet une limite ¢ €
x

R U {400} quand z — +o00. Alors @ — L.

f(x) — f(a)

r—a

2. On en déduit que, pour tout a € R, — £, et cette fonction étant croissante, il vient

flx) = f(y)
r—Yy
donc x — f(x) — lx est décroissante et admet donc une limite € R U {—o0}.

< £ pour tous z,y € R, (x # y), donc, pour x > y, il vient f(x) — f(y) < (x — y)¢,

Exercice 7.12. Notons e, ... e"" les affixes des sommets d’'un polygone avec 0 < a1 < ag < a, < 27.

n
Le périmetre de ce polygone est P = i+ — el | (avec la convention a,.1 = a1). On a |’ — | =
+

k=1
oa—b Apr1 — @ a1+ 2T —a ) "
2| sin |. Posons t), = % et t, = % Il vient P =2 Zsm ti. Remarquons que les
k=1

t;, sont positifs ou nuls et que leur somme est 7.

"1 St
La fonction sinus étant strictement concave sur [0, 7], il vient Z —sint, < sin ﬂ, avec égalité

n n
k=1

. . , . . PR ; .
si et seulement si tous les t; sont égaux, soit P < 2nsin — - périmetre du polygone convexe régulier,
n

avec égalité si et seulement si tous les ¢ sont égaux, c’est a dire pour un polygone convexe régulier.

Exercice 7.13.

n
1. Posons t; = Inu;. La fonction exp étant convexe, il vient exp Z cit; < Z c;expt;.
i=1 i=1

n
2. Ecrivons P = (pi). 11 vient s;; = Z p2;A;. Comme la matrice P est orthogonale, il vient
=1
- o g T peS -
Zp?i = 1, donc s;; > H)\j“. D’ou Hsii > H )\j” = H)\j =% Or on a prl =1et
j=1 j=1 i=1 ij=1 j=1 i=1

ﬁ Aj = det S.
j=1

3. Posons S ='AA. On a (s;;) = (C;|C;). 11 vien H |Ci]|? = det S = (det A)2.

=1
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4. Si A ¢ GL, on a det A = 0. L’inégalité n’en est que plus claire! (On peut évidemment aussi
invoquer la densité de GL,, dans M,,).
NB. Géométriquement, la valeur absolue du déterminant de A est le volume du parallélépipede
de cotés C;. Ce volume est maximal, égal au produit des ||C;|| lorsque les C; sont orthogonaux.

Exercice 7.14.

1. Démontrons que C est borné. Comme K est compact, il existe m € Ry tel que ||z]| < m pour
tout x € K. Si (A,b) € K,onabe K et C;+b e K ou C; sont les vecteurs colonnes de A. il
vient [|b]| < m et ||C;|| < 2m, donc C est borné.

Pour = € B, l'application ¢, : (A,b) — Az + b est linéaire donc continue de M, (R) x R" dans
R™. Or C = ﬂ ¢, '(K). Donc C est fermé et convexe.

reEB
Enfin, comme K est d’intérieur non vide. Il existe b € R" et ¢ > 0 tel que K contienne la boule

1.1, »B de centre b et de rayon €. On en déduit que C n’est pas vide et que I’application continue
D : (A b) — |det A|vol(B) n’y est pas identiquement nulle. Il existe donc (A,b) € C tels que
D(A,b) soit maximal, donc non nul.

2. Une matrice orthogonale laisse B invariant; en d’autres termes, si U est orthogonale, alors
TaupB = TapB. Or, pour tout ellipsoide &, il existe A € GL(n;R) et b € R™ tel que € = Ty B;
effectuant la décomposition polaire de A, on obtient U orthogonale et S définie positive telles
que A =US:; alors AU = USU™" est définie positive et I'on a Tap—1,B=E.

3. a) Il existe A € GL(n;R) tel que Sy = ‘AA. Ecrivons S; = 'AQA (avec Q = *A71S;A7Y).
Comme (Q est symétrique; définie positive, il existe U orthogonale telle que Q = UDU™*
avec D diagonale. On peut donc prendre P = A7'U. On aura 'PS;P = U 1 A71S,A71U,
donc *PSyP =1, et ‘PSP = D.

b) Ecrivons ‘PS;P = D;diag(\})i<jc,. Il vient

—In (det((1 —t)Sy +¢51)) = 2In|det P| — iln (L =1 +tA))).
S (A

La dérivée seconde de cette fonction est ¢t — Z 5 :

5 ; donc cette fonction est

convexe.

c) Si Sy # Sy, alors "PSyP # 'PS, P donc il existe k € {1,...,n} tel que \; # \. On a alors
N+ A So+ 51, IndetSp +Indet S
Q> AL 11 vient In ( det 0+ o1 ndet op + Indet oy

2 s < 2 )> 2
Donc si det Sy = det S; = det ot l,onaSole.

4. Pour v € R" notons 7, : R" — R, la translation de vecteur v. Soit v # 0 et supposons que K;
contienne B et 7,B. Ecrivons v = 2au ot @ € Ry et v € R" de longueur 1. Soit x € E'; écrivons
r=tu+yavect € R et y € R" orthogonal a u. Notons

(t—a)? 2

-— < 1}

o P < 1)

C’est un ellipsoide & = T}y, /213 ot A est la matrice telle que Az = z pour 2 € u" et Au = (1+a)u.

En effectuant un changement de base prenant une base orthonormée dont le premier vecteur

est u, on trouve que A est semblable a la matrice (1 + «,1,...,1), donc det A = 1 + « et

vol(€) = (1 + a)vol(B).

Size & alors,onalt—al <a+1,donc —1 <t < 2a+ 1.

—t
e Si —1<t<0, alors, a—}—t}O,doncxeB.
a+1

E={z=tut+y tcR, ycu;
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2«v, alors >t—2a>0,doncx—v € B, soit x € 7,B;

a—+1

e Sil+2a>t>
t < 2a, alors x = y + tu est dans le segment reliant y € B et y + v € 7,B; donc

e 5i0 <
r € K.
5. Soeint & = Tg, B (i = 0,1) deux ellipsoides distincts de méme volume, ou (S;,b;) € C avec S;
définie positive.
e Si Sy # S, alors posons S = %(So +51) et b= %(bo +b1); alors TsB C K et est de volume
strictement supérieur d’apres la question 3.
e Si Sy = 5y, alors & = Ty, (B') ot B est une boule translatée de B. Alors, d’apres la question

4, il existe un ellipsoide € contenu dans le convexe T " 0.0 (/) de volume > vol(B). Alors T, 5, €
est un ellipsoide contenu dans K de volume det SOVOI(E ) > det Sovol(B) = vol(&).

6. L’application T" définit une bijection entre ellipsoides contenus dans K et ceux contenus dans
T(K). En plus vol(T'(£)) = |det ?|v01(8) (ou T est I'application linéaire tangente a 7') ; donc
T(Ek) a un volume maximal.

7. L’ellipse de John d’'un triangle équilatéral (resp. un carré) K est invariante par toutes les trans-
formations affines le préservant. Elle est donc invariante par la rotations d’angle 27/3 (resp.
7/2) autour de son centre I : c¢’est donc un cercle centré en /. Le plus grand cercle centré en [
contenu dans K est le cercle inscrit.

Si K’ est un triangle (resp. parallélogramme) quelconque, il existe une transformation affine T
telle que T(K) = K'. Son image est lellipse tangente aux cotés de K’ en leur milieu. (Cest
Iellipse de Steiner lorsque K’ est un triangle).

8. Pour les mémes raisons, I’ellipsoide de John d’un cube ou d’un tétraedre régulier K sera invariant
par toutes les isométries fixant K. Notons A\; < Ay < A3 les longueurs des axes d’un ellipsoide £.
Si Ay # A3 (resp. Ay # A1) toute isométrie devra préserver le grand (resp. petit) axe de & ; donc
toute rotation d’angle # km fixant £ aura comme axe le grand (resp. petit) axe de £. Comme
Ex est stable par des rotations d’angle 27/3 autour d’axes passant par tous ses sommets, c’est
nécessairement une boule : c’est la boule inscrite.
On en déduit 'ellipsoide de John de tout tétraedre (resp. parallélépipede) a I’aide d’une trans-
formation affine : c’est I'ellipsoide tangent a chaque face en son centre.

3
1 k
Exercice 7.15. On écrit f(x Z —> h+2 4 o(z 14) et, par unicité du développement limité,
0 (2k +1)!
14'
f(14)<0) ===

Exercice 7.16. La formule de Taylor avec reste intégral donne

n (k) a T ()" T — )"
Fo) =S 0 gy / %F("“)(t)dt, soit  Flx) = / @=O" eyt

e~ k! n!

Exercice 7.17. Comme f") ( ) # 0 la fonction continue ™+ garde un signe constant au voisinage
de a, donc f™ est strictement monotone donc injective au voisinage de a, d’ott 'unicité de 6,. La
formule de Taylor Young a l’ordre n + 1 donne

Flat ) = fl@) +h'a) + 0 Pa) 4t o 100 a) 1 g0 ) T 0 ) 4 o)
B 2 T (n—1)! n! (n+1)!
soit ﬁf(")(a + 0ph) = ﬁf(”) (a) + hn—ﬂf("ﬂ)(a) + o(R™*1), ou encore
n! MY (n+1)! ’
f"(a+0ph) — f(a)  f"(a)
h - n+1l
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f"(a+0uh) — f"(a)

Or o

— f (”“)( ). Faisant le quotient de ces deux limites, il vient 0, — ——
n+1

al@a—1)...(a—k+1)
k!

— —1 (si a ¢ N).

Exercice 7.18. On a f®(2) = a(a—1)... (a—k+1)(14+2)**. Posons a;, =
4o — k ary1  a—k
Ecrivons donc f(x) = ; apz” + R, (z). Remarquons que o Tl
1. Formule de Taylor-Lagrange : R, (z) = a,z"(1 + 0x)*™", et il vient
[Ral@)] < laa] max(1, (1 2) (1

donc R, (x) tend vers 0 des que |z| < 1/2.

inté . _ (LU — t) (n) _ Trr—t\nl a—1
Reste intégral : R,(z) = /a = 1) f (t)dt = nan/o <1 — t) (1 —t)* " dt. Or pour t
i

entre 0 et z, on a ‘f; < |z, donc | R, (2)| < n|ay|max(1, (1 +2)* H)|z|™ qui tend vers 0 des

Un+1 ’.Z"
U, 1—|z|’

n
) . Notons u,, ce dernier terme. On a

que |z| < 1.
2. La série entiere Zak:c a pour rayon de convergence 1. Posons S(z Zakx On a
400
Dagy1 = (o — k)ag. On trouve (14 2)5"(z) = (1+ = Z kapa" = Z((/{: + Vagsr + kay)z" =
k=0

aS(x). Posons g(z) = (1+x)~*S(z). On trouve ¢'(z) = —a(l—l—x) 1S (z)+(1+2) S (z) =
Comme ¢(0) = S(0) =1, il vient g(z) = 1 pour x € | — 1, 1], donc S(z) = (1 + z)“.

Exercice 7.19.
2

2
L Ona f(a+h) = f(a) + hf'(a) + o f"(a + ) et flx—h) = fa) — h'(a) + " f"(x — 0o
2

avec 01,05 €]0,1[. Il vient f(x+h) — f(x —h) =2hf'(x) + %(f”(:l: +61h) — f"(x — 63h)). Enfin

z+h)— flx —h h
M, M.
Il vient |f/(z)| < =2 + M
h 2
2M,
2. Prenant h = i , il vient | f'(z)] < /2 2 pour tout x € R.
2
3. Soient hy ..., h,—1 des réels non nuls distincts. Pour tout x € R et tout j il existe u; € R tel
que :
n—1 7k
h* f(")(u-)
— 3 J n
f(x + hy) = o f - hi.

=1

.

La matrice (de type Vandermonde) (aj,) out ajx = hY est inversible. Notons (bj,) son inverse.

u
Z b]k< x+hg) — f(x) — 1 (i )h”) On en déduit que

n!

n—1

FO@] < Y byl (20 + =2

k=1

M, |hk| )

Donc M, < +oo pour tout k € {1,...,n}.
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In My 1 +In Mgy +1n2
Posons

Remarquons que, d’apres 2 (appliqué & f*~1), on a In M <

2
In2
T = In M, — n—k n—k). D’apres 2, on a 2y < Tgy1 + Tp_1, done xpq — xy est croissante. On
1 k—1 1 n—1 k
en déduit que Z (xj41 — ) < e (xj41 — xj), soit xj < ﬁx" +(1- E)azo.
7=0 i=k
" ( :(EZ ) //
Exercice 7.20. Au voisinage de ¢, on a /(@) =1+ o) (x—c)*+o(xr—c)?, donc lim BE f )
f(c) 2f(c) we (2 2f(c)

) //
Soit e > 0. Il existe @', b’ avec a < a’ < ¢ < V' < btels que, pour x € [, ] on ait (f(c)Q) f'le
(x—c)*  2f(c )
et g(z) — 9(c)] < e
Posons A = sup{f(t); t € [a,a’] U[V',b]} < f(c), et M =sup{g(t); t € [a,b]}. On a

/

ORI (0

2f(c) T T 2 (e)

Posons u = g(¢) —e,u' = g(¢) —e, v =¢ — On peut supposer que ¢ est assez
petit pour avoir u > 0 et v/ > 0.

Pour z € [d/,V], on a
uf(c)ne—m)(x—c)2 < f(.T)n ( ) ’LLf( ) —nv' (z— 0)2‘

Or, en faisant le changement de variable t = y/nv(x — ¢) on trouve

/ b Cdr = uf(e)r [V e dt

n_—nv(z—c)
/ Uf( ) \/ U Vav(a' —c)

Vvno(b'—c) ) 400 )
et / e ¥ dt converge vers / e " dt = /7. De méme

vnu(a'—c) —o0
b/ , ! n m(b,—c)
/ u' f(e)re ™ @ dy = vl / e~ dt < f(o) l/
a Vv (@ —e) nv

On en déduit que, pour n assez grand, on a

[ rerowacs [ saraa s (r-o

et )
[ rerawa< [ roraae(ser ) <urery See(remy)

d’ou le résultat.

Exercice 7.21.
1. Rappelons le théoreme de prolongement de la dérivée :
Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — R une application continue. St f est dérivable
sur I\ {a} et f' admet une limite £ en a, alors [ est dérivable en a et f'(a) = (.
L’application f est de classe C* sur R*. On démontre par récurrence sur n que, pour x # 0, on

a fM(z) = Rn(x)e_f2, ou R, est une fonction rationnelle (de la forme —mx) On en déduit

par récurrence, a l'aide du théoréeme de prolongement de la dérivée que f est de classe C" pour
tout n.
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2. On pose

e g(z) = f(x—1)f(2—x). La fonction g est de classe C* nulle en dehors de [1, 2] et strictement
positive en tout point de |1, 2].

400 2
o h(z)= / g(t)dt = / g(t) dt. La fonction h est de classe C°°, nulle sur [2, +00[, stricte-

ment positve sur | — oo,xQ[, constante sur | — oo, 1.
h(lz[/2)
k p—t
o k(x) Q)

. La fonction k convient.



10.8 Fonctions a plusieurs variables

Exercice 8.1.

1.

2.

of a2 of a2
On a (9_x(x’ y) = 3z° — 3y et 3y (z,y) = 3y~ — 3.
of _of o . 9 2 . :
On a %(:r,y) = a—y(x,y) = 0 si et seulement si 2° = y et y° = x. Deux solutions possibles
(0,0) et (1,1).
2 2 2
Onar = (ng)z(O’ 0)=0= %(O, 0)=tets ;xgy(o’ 0) = —3, donc on n’a pas d’extremum
local en (0,0).
0% f o0 f 0% f .
Onar= W(l,l) =6 = (83/)2(1 1) =tets= 900y (1,1) = —3. Il vient rt — s* = 27 > 0,

1,1) qu1 est un minimum local puisque r > 0. Ce n’est pas un

z,0) =

donc on a un extremum local en
minimum global puisque lim f

T—r—00

(
(

Exercice 8.2.

1.

2.

On choisit un repére orthonormé, dont on peut fixer l'origine en A, de sorte que fa(M) =

n n
Z z?. La fonction M + AM? = Z 27 est polynomiale, donc de classe C*; elle est positive
i=1 i=1
et ne s’annule qu’en A ; la fonction x — /7 est de classe C™ sur R% ; donc f4 est de classe C*°
sur B\ {A}.

—

Soit My € E distinct de A. Notons g le vecteur AMy/AM,. Soit @ un < petit > vecteur et
effectuons un développement limité & l'ordre 2 de fa(My + ). Pour cela, on écrit of = tiy + ¢
avec t = w.uy et U = W — (W.ty) Uy orthogonal a . Pour |t| < AMj, on a

AM = /(AMy +1)% + ||7]2

[|9]%
— (AMy+ )41+ —
( 0+)\/+(AM0+15)2
il

s+ oI,

= AMy+t4 ———

152 @i — 2

_ d
AM,  AM, ' OO¢

On en déduit que df4(wW) = t = 1.0y et d*f4(0, W) =

U_))l.u_})Q - (151170)(152170) .

& a1, ) = O

a) Notons B={M € E; AM < f(A)} la boule fermée de centre A et de rayon f(A). C’est une
partie compacte non vide de F : puisque f est continue, il existe F' € B tel que f(F) < f(M)
pour tout M € B. Si M ¢ B, on a f(M) > AM > f(A) > f(F). On en déduit que
f(F)=inf{f(M); M € E}.

b) Soient M, N deux points distincts de E et t € ]0,1[. Posons P = tM + (1 —t)N. On a
donc AP = tAM + (1 — t)AN, donc fa(P) < tfa(M) + (1 — ¢)fa(N), Vinégalité étant
stricte si A, M et N ne sont pas alignés. De méme, fp(P) < tfg(M)+ (1 —t)fs(N) et
fo(P) <tfo(M)+ (1 —1t)fc(N) et 'une au moins de ces inégalités n’est pas stricte puisque
A, B et C n’étant pas alignés, ils ne peuvent étre tous trois dans la droite (M N).



c¢) Soient F,G deux points distincts de E et notons H leur milieu. Si f(F) = f(G), alors

f(H) < f(GQ) par stricte convexité, donc f ne peut pas réaliser son minimum en deux points

distincts. De plus, soit M € FE et notons N sont projeté orthogonal dans le plan (ABC'). On

a AM? = AN? + MN?, donc fa(N) < fa(M) avec égalité si M = N - et il en va de méme

pour fg et fo. On en déduit que le minimum de f ne peut étre atteint en dehors du plan
(ABC).

3. a) Puisque f atteint son minimum en F, le gradient de la fonction f est nul en F', autrement

dit AF/AF + BF/BF + CF/CF = 0

b) En effet, si @ et ¥ sont deux vecteurs d’un espace Euclidien satisfaisant ||d|| = ||0]| = ||d+7|| =
1
1, il vient u.v = 5 donc 4 et ¥ forment un angle de 27/3.

c) Si F' = @, alors les coordonnées barycentriques de F' dans le repere A, B, C sont (1,1,1)
mais aussi (AF, BF,CF). Par unicité, il vient AF = BF = CF, donc le triangle ABC' est
invariant par la rotations d’angle 27/3 de centre F' : il est équilatéral.

d) Puisque BA'C est un angle de mesure 7 /3, les points du cercle circonscrit situés sur l’arc de
cercle entre B et C et ne contenant pas A’ sont les points M du demi-plan (ABC') bordé par
la droite (BC') et contenant A tels que BMC soit un angle de mesure 27/3. On en déduit
que F' est bien dans cet arc de cercle - et de méme pour les deux autres cercles circonscrits.

e) Par cocyclicité, on a AFC =ABC =n /3. On en déduit que A" est situé sur la demi-droite
issue de F' opposée a A.

4. Supposons par exemple que I'angle en A soit > 27/3. On a vu que lorsque F' n’est pas un des
points A, B ou C, il est situé a l'intérieur du triangle A, B, C' (ses coordonnées barycentriques

dans le repere A, B, C' sont strictement positives) et aussi BFC = 2n /3. Impossible. Donc F' est
le point parmi A, B et C' en lequel la fonction f est la plus petite. C’est évidemment le point A
(puisque BC' est le coté le plus long du triangle).

BA CA
5. Dans ce cas, le gradient en A de fg + fo est le vecteur w = BA + oA de norme > 1. On a
fa(A — ) = |t||]id]|, donc la dérivée & droite en 0 de t + f(A — t) est ||| — ||@||*; elle est

négative et donc f n’atteint pas son minimum en A.

Exercice 8.3.

oF
1. Ona F(0,0) =0 et 8—(0, 0) = —1, donc on peut appliquer le théoreme des fonctions implicites
Y

et écrire localement F(z,y) = 0 <= y = f(x) : il existe des intervalles ouverts I, .J et une
application f : I — J de classe C* tels que 0 € I N J et, pour (s,t) € I x J on ait 'équivalence
F(s,t) =0 < t= f(s).

2. Pour x € I, on a F(z, f(z)) = 0, soit f(x) =z +sinzf(z). On a sinzf(x) ~¢ xf(z) = o(x)
puisque f est continue en 0 et f(0) = 0. Il vient f'(0) = 1.

3. lvient f(x) = 2 4+ o f(x) + o(xf(x)) = x + 2* + o(2?) (puisque f(z) ~¢ ).

Exercice 8.4.
1. La matrice Jacobienne de f, i.e. la matrice de df dans les bases canoniques est

2z 2y 2z

2 — 3y —3z 4z

af af
—(1,1,1) —(1,1,1
ay(7 ? ) 82(7 ? ) 2 2
2. On a = 3 4) qui est inversible.
9y 9y a
—(1,1,1) —=(1,1,1
Saany Gl



3. Il s’agit encore d’une application directe du théoréme des fonctions implicites.

/ -1
o - L YW\ (22 2\  (5/7
4. D’apres le théoreme des fonctions implicites, on a ( o (1)) = (_3 4 1) = \oy7)

Exercice 8.5.

1. On applique le théoreme d’inversion locale & ¢ : (z,y) — (x, f(x,y)) : la matrice jacobienne de ¢
1 0
en (z,y) est | Of af
5 & Y) dy (z,y)

la réciproque de ¢ définie sur un voisinage de (g, z9). Pour (u,y) € U’ et (z,2) € V', on a

qui est inversible pour (z,y) = (%o, o). Notons ¢ : V' — U’

(u,y) = (x,2) <= (2,2) = p(u,y) <= v=uetz= f(z,y)

donc ¢(z, z) est de la forme (z, F(z, 2)).
2. On a(z,2) = (z,y) et dip(gz) = d(,o;;. Il vient donc

-1

1 0 1 0
oF OF ~ | of of ?
%<.’L',Z) a(maz) ax($>y> ay('r7y)
et OF (o O O AT OF
en particulier P (x,2) = o (x,y)"" et e (x,2) = e (x,y) Dy (x,y)"".

Exercice 8.6.

1.Ona f(A+ H)=f(A)+ AH + HA+ H? = f(A) + AH + HA + o(||H||). On en déduit que f
est différentiable en A et que dfa(H) = AH + HA.

2. L’application A — df4 est linéaire, donc continue. On a df;(H) = 2H, donc df; est 'homothétie
de rapport 2 : elle est bijective, et ’on peut appliquer le théoreme d’inversion locale.

Exercice 8.7.

1. Puisque f est définie sur tout E (qui est convexe), il résulte immédiatement du théoreme des
accroissements finis que f est k-lipschitzienne.

2. a) L’application = — f(x) 4 a est contractante; puisque F est complet, elle admet un unique
point fixe.

b) D’apres la question précédente, tout a € £ admet un unique antécédent par F'.

3. Soit & € E. Puisque |||df,||| < k, Papplication linéaire dF, = Idg — df, est inversible d’inverse
“+oo

Z(dfx)". D’apres le théoreme d’inversion locale, F' induit un difféomorphisme de classe C!
n=0

entre un voisinage U de x et un voisinage V de F(x); on en déduit que F~* est de classe C* sur
V. Cela étant vrai pour tout =, F est un difféomorphisme de classe C.

Exercice 8.8.
1. Si F(z) = F(y), il vient N(z —y) < N(Fz) — F(y)) =0, donc = = y.

N
2. a) Ona F(a+tz) = F(a)+tdF,(x)+R,(tx) ou R, est un reste et vérifie donc lin% % = 0.
z— z

1
On en déduit que lir%;(F(a + tz) — F(a)) = (dF,)(x). Comme pour tout ¢t # 0, on a

1
N(; (F(a +tz) — F(a))) > N(z) il vient a la limite N(dF,(x)) > N(x) (par continuité de
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b) On déduit de (a) que 'endomorphisme (dF'), est injectif, donc bijectif puisque on est en
dimension finie

c) On a (d(Q o F))e = (dQ)F() © dF,. Puisque (dF), est bijective, si (d(Q o F)), = 0, alors
(dQ)F(a) = (d(Q o F))a © ((dF)a)_l = 0.

d) Cela résulte immédiatement du théoreme d’inversion locale puisque (dF'), est bijective. No-
tons que ((dF),)™" est continue puisque on est en dimension finie.

3. Les normes N et || || étant équivalentes, il existe o, 5 € R tels que, pour tout z € R" on ait
allz]] < N(z) < B||lz|| et ||z|| < BN(x). On en déduit que, pour z,y € R", on a

allr =yl < Nz —y) < N(F(z) = Fy)) < BlIF(x) = Fy)l-
On peut prendre k = %-

4. a) Pour ¢,h € R", on a Q(c+ h) = Q(c) + 2{c — b|h) + ||h]|*>. Comme ||h|* = o(||h]|), on en
déduit que @ est différentiable en ¢ et (dQ).(h) = 2(c — b|h).

b) Ona [|[F(z) —b] + [[b— FO)|| = [[F(x) — F(O)[| = k|[z[|. Donc, si kflx[| > 2[|b— F(0)[], on a
1F(z) = bl > k|| —)\’!‘b— FO)|l > b= F(0)], donc p(z) = [[F(z) = bl|* > ¢(0). 11 suffit de
poser R = ’

¢) Comme B est compacte, la fonction continue ¢ y atteint son minimum en un point a. Pour
z € R", on a alors

e si z € B alors p(z) > ¢(a) par définition de a
e si z ¢ B alors p(z) > ¢(0) = ¢(a) (puisque 0 € B).

d) La fonction ¢ = @ o F' atteint un minimum en a, donc (d(Q o F')), = 0; par 2.c), il vient
(dQ)ray = 0; en particulier 2||F(a) — b||* = (dQ)r)(F(a) — b) = 0 (d’apres 4.a), donc
F(a)=b.

5. On a démontré que F' est bijective. Par ailleurs, pour tout a € R", F' induit un difféomorphisme
de classe C' d’un voisinage ouvert U de a sur un voisinage ouvert V de F(a), donc F~' est de

classe C! sur V. Cela étant vrai pour tout a, F est un difféomorphisme de classe C*.

6. a) Il résulte de 2.d), que pour tout a € R", F(R") est un voisinage de F'(a), donc F(R") est
ouvert. De plus, comme en 5, F' est un diffSomorphisme de classe C* de R™ sur F(R").

b) Puisque (F(z,)) est convergente, elle est de Cauchy; comme N(z,, — z,) < N(F(x,,) —
F(z,)), on en déduit que (z,) est aussi de Cauchy.

¢) Soit y € F(R?). Il existe une suite (y,,) = (F(z,)) convergeant vers y. Par (a), la suite (x,,)
est de Cauchy, donc converge vers un point x € FE; on a alors F(z) = y puisque F' est
continue, donc F(R") est fermé dans R").

d) On a vu que I'ensemble F(R") est ouvert et fermé dans I'espace connexe R™; il n’est pas
vide, donc F(R™) = R". On en déduit que F' est surjective (c’est donc un difféomorphisme
de classe C).

Exercice 8.9.

1. Soit x € €. D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U, de z dans
Q2 et un voisinage ouvert V,, de f(z) dans E tel que f induise un difféomorphisme de U, sur
V. En particulier, V,, C f(Q), donc f(£2) est un voisinage de f(x) : c’est donc un ouvert de E.
L’application réciproque f': f(Q) — Q est de classe C'' puisque, pour tout z, sa restriction &
V. est de classe C'.

2. Munissons I'espace vectoriel M,,(R) et son sous-espace S(n) de la norme d’opérateur sur I’espace
euclidien R" (donnée par |||A|| = sup{||Az||; x € R", ||z|| = 1}). Soit A € S;(n) et posons
a = inf{{x|Az); © € R", ||z|| = 1}. Cet < inf > est atteint par compacité de la sphére unité et
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a > 0 car A est définie positive. Si B € S, satisfait |||A — BJ|| < a, alors pour tout x € R" non
nul, on a (z|(A — B)z) < ||A — B|||||z]|* d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc (x|Bx) =
(x|Az) — (z|(A — B)z) > (a — ||A — BJ||)||=||* > 0. Donc B est définie positive, ce qui prouve
que S;(n) est ouvert.

Notons ¢ : S, (n) — S(n) 'application S ~— S*.

e Démontrons que ¢ est une bijection de Sy (n) sur Sy(n). Soient S, T € Sy (n) Pour A € RY,
notons E)(S) et E\(T) les espaces propres de S et T' de valeur propre A. Notons A, ..., A,
les valeurs propres de T'. Supposons que S = T. Remarquons que si A est une valeur propre
de S alors A > 0 et A? est une valeur propre de T et E\(S) C E\:(T). Donc les valeurs

k

propres de S sont les 1/A;. Comme S est diagonalisable, on a @E \//\—(S ) = R"; puisque
j=1
la somme des espaces propres de T est directe, on en déduit que E \//\—(S) = E, (T). En

J

k k
d’autres termes S est I'unique opérateur tel que S(z) = Z VAjx; sioon écrit x = ij
Jj=1 Jj=1

k
dans la décomposition R" = @ E,,(T). L’application T+ T est donc bijective de Sy (n)
j=1

dans Sy (n).
e Démontrons que, pour tout 7' € S, (n), 'application (dy)r est bijective.
Pour T € S (n) et H € S(n) < petit >, ona p(T + H) = (T + H)*> = o(T)+TH + HT +
o(|[|H]||), done (de)r(H) =TH + HT. Soit (ug,...,u,) une base orthonormée de R" formée
de vecteurs propres de T et écrivons T'(u;) = A\u; avec \; € R’ Si H € ker(dy)r, alors, pour
tout 4,7, on a 0 = (w|(TH + HT)u;) = (Tw;|Hu;) + (u;|HTu;) = (N + ;) (u;|Huj), donc
(u;|Huj) = 0 pour tout 4,7, donc H = 0. Donc I'application linéaire (dyp)r : S(n) — S(n)
est injective, donc bijective.
Cela prouve que ¢ est un difféomorphisme de Sy (n) sur S;.(n).
Soient A € GL(n;R), U € O(n) et T € Sy (n).
% SionaUT = A, alors T?> ='AA, donc T = o ' ('AA) et U = AT .
* Si T = ¢ Y('AA), alors (AT ) (AT™Y) = (T"MA)(AT™) = T7'T*T' = I,,, donc AT €
O(n); posant U = AT', on a UT = A.
L’application (U, T) — UT est donc bijective et la bijection inverse A (A(gp’l(tAA)) - gp’l(tAA)>

est continue.



10.9 Equations différentielles

+oo +oo
Exercice 9.1. On cherche des solutions sous la forme y(z) = Z apx”. L'équation devient Z(k‘ +

k=0 k=0
+oo
D)(k + 2)ag 22" — Zak,lxk = 0. Cela implique as = 0 et pour k > 1, (k+ 1)(k + 2)ag12 = ag_1.
k=1
On en déduit que pour tout £ € N, on a
® azyo=0;
Qg
® ( =
RN VARETCTIREY
aq
® (1 Y = .
L, 3i(3i + 1)
On obtient donc une base de I'espace des solutions :
+oo 3¢ +oo 30+1
x x
yi(z) = Y ya(z) = T oiro- :
; [Tici 3i(3i = 1) ; [Tici 3i(Bi+ 1)

Ce sont deux séries entieres de rayon de convergence infini.

Exercice 9.2.

1. Les solutions de ’équation homogene associé sont y(t) = acost + bsint. Sur R, et sur R_, la
=t
fonction t — 5 est solution particuliere. Par contre, cette fonction n’est pas dérivable en 0.
Pour raccorder, on va chercher la solution f qui vérifie f(0) = 0 (et f(0) = 1/2) : il suffit de
et +sint el —sint ) o
prendre f(t) = —5 — pour t>0et f(t) = — — pour t < 0. Enfin, la solution générale

eIt 4 sin |¢]

est donc t — 5 + acost+ bsint.
t
2. Sur les intervalles | — oo, —1[ et | — 1, +00[, cette équation est y = t+—1y7 dont une solution est
t et
y = exp( / t—l——ldt) ; on trouve y(t) = ¢y 1 sur chacun de ces intervalles. La seule solution qui

se raccorde est la solution nulle.
3. Une telle fonction vérifie y' —y = c ol ¢ est indépendant de ¢ : elle est de la forme y(¢) = ae’ — ¢
1
ol a et ¢ sont des constantes. Enfin, on doit avoir a(e — 1) — ¢ = / y(t)dt = c. Les solutions
0

e—1
2 )

sont donc de la forme a(e’ —

Exercice 9.3. Voir [Dem)]... Sommairement :
1. On écrit y = ! puis arcsiny = arcsint + ¢, puis y = sin(arcsint + ¢) et enfin
y(t) = tcosc+ V1 —t2sinc.

1
2. Il 'y aici une solution particuliere < évidente > y = n On cherche alors la solution sous la forme
1 2
y = z+ —. On trouve une équation de Bernoulli 2/(1 — ) + (£* + ;)z + 2% = 0; posant donc

z = — on trouve une équation linéaire (#* — 1)u + (¢* + ;)u + 1 =0 que l'on peut résoudre...
u



3. Par dérivation de 1’équation nous obtenons : y' = a(y’) + ta'(y")y" + b'(v')y" qui est 1’équation :
a(z)—x+a'(ta (x)+b'(z)) = 0 (avec x = /). Notons alors z la fonction réciproque de x (supposée
bijective...), et sachant que z'(x) = 1/2', on obtient I'équation (a(x) — z)z' 4+ a'(x)z + V' (x) =0
qui est une équation différentielle linéaire.

4. L’application f : X q(V A é) est lindaire; on a donc & faire & I'équation V' = f(V) +qE
0 —c O

dans une base orthonormée (;, 7, E) dans laquelle ¢B = ck la matrice de fest |c 0).
0 0

L’équation homogene associée V= f (\7) admet les solutions
V) = et (V(0)) = a( cos(tc + )i + sin(te + a)f) + bk

(ou a,b,a sont des constantes). Pour trouver une solution particuliere pour I’équation V=
f (\7) + qE, on écrit E = Eo + d/g) avec Eo orthogonal a Betde R ; une solution particuliere
est By + tdE, ol E, est tel que E; A B = Ej. La solution générale de I’équation homogene est
donc

V(t) = e’ (V(0)) = a( cos(tc + a)i + sin(te + a)j) + Ey + (b + dt)k.

Exercice 9.4.
1. On a w'(t) = uf(t)uz(t) — uy(t)ui(t) = (q2(t) — q1(t))us(t)uz(t) = 0. Comme us(t) > 0 pour
t > a proche de a, il vient uj(a) > 0 (et comme u; n’est pas nulle et est solution de I’équation

différentielle u” + ¢ (t)u = 0, uy et v} ne peuvent pas s’annuler simultanément) ; donc w(a) > 0.
De méme ) (b) < 0, donc w(b) < 0.

/
2. On en déduit que w(t) = 0 pour ¢ € [a, b]. Il vient <ﬂ> = 0 sur |a, b].
Uz

Exercice 9.5.

1. Notons s +— u(s) une courbe tracée dans C identifiée avec R?. On suppose que s est une abscisse
/

',Z<—S). On

iz(s)

note donc 6 une primitive de ; on pose z(s) = ¢”®)_ puis u une primitive de z. Notons que 6

et u sont uniques a une constante pres; on passe donc d’une telle courbe a une autre par une

isométrie directe.

curviligne de sorte que |u'(s)] = 1. Posons z(s) = u/(s). La courbure «(s) est alors

2. La premiere question résulte du théoreme de Cauchy-Lipschitz. On a 'Y’ =" Y'A = —'Y' A, donc
YY) = Y'Y +' YY" = 0. Cela prouve que ‘Y'Y est constante égale a l'identité, donc Y est
orthogonale.

3. (On suppose que x ne s’annule pas). On cherche donc un chemin s +— X(s) dans R® de classe
C® tel que || X'(s)|| = 1; (s est une abscisse curviligne); on pose X'(s) = u(s); notons que
0= (u(s)|u(s)) = 2(u'(s)|u(s)); u'(s) = k(s)v(s) ol v(s) est de norme 1 (et orthogonal & u(s);
enfin (v'(s)[v(s)) = 0 (puisque [[v(s)[| = 1) et 0 = (v(s)[u(s))" = (v(s)[u'(s)) + ('(s) |u(s)), donc

V'(s) = —k(s)u(s) +7(s)w(s), ot w(s) = u(s) Av(s). Enfin, dérivant les produits scalaires (w|u),

(wlv) et (wlw), on trouve w'(s) = —7(s)v(s). Notant Y (s) la matrice dont les vecteurs ligne
0 k(s) 0

sont u, v, w, 'équation s’écrit donc : Y'(s) = A(s)Y (s), ot A(s) = | =k(s) 0  7(s)|. La
0 —7(s) 0

question précédente nous donne l'existence d’'un tel Y, puis, en intégrant u, on trouve X.
1
4. Ici Y(s) = e*'Y,. Cela dit, posons p = VK2 + 72, U(s) = = (ku(s) — Tw(s)), V(s) = v(s) et
P

W(s)=U(s) ANV(s) = %(TU(S) + kw(s)); ona V'(s) = pU(s), U'(s) = V(s) et W(s) =0, de
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sorte que U(s) = cos(ps) U + sin(ps)V, (ou U = U(0),V = V(0),W est une base orthonormée
directe) et enfin,
1

u(s) p

(kU(s) +7W(s)) = % (n( cos(ps) U + sin(ps)V) + TW> .
Finalement

X(s) = %(sin(ps) U — cos(ps)V) + ST + Xo
p p

ou (Xo, U, V, W) est un repere orthonomé direct. La trajectoire décrite est une hélice circulaire.

Exercice 9.6.
1. On a

2 23X (—a?sin? )"
J(x):—/o ZOwT)!)dt.

Il s’agir, pour z fixé, d’intervertir / et Z On peut pour cela, invoquer la convergence normale

(—2%sin®t)"

de la série de fonctions ¢t — , la convergence dominée... Tout marche. On a donc

(2n)!
+o00 9 (_1)71 /2
J(x) = Zanxzn, ou a, = — / sin®" tdt. Si on veut pousser plus loin ce calcul, on
— © (2n)! J,
/2 (2n)!
peut remarquer que l'on a : /0 sin®" t dt = EW (intégrale de Wallis).

2. On peut dériver sous le signe : pour cela, il suffit de dire que f : (z,t) — cos(zsint) est
de classe C* et de majorer la valeur absolue de 0f/0x(z,t) = —(sint) sin(z sint) puis celle de
0*f(0z)?(z,t) = —(sin®t) cos(zsint) par 1!

2 w/2 2 w/2
On a donc J'(z) = —/ —(sint) sin(z sint) dt et J"(z) = —/ —(sin®t) cos(zsint) dt. Il
T T
vient ’ ’
2 /2
o(J"(x)+ J(x)) + J'(x) = —/ [33(0032 t) cos(zsint) — (sint) sin(z sin t)] dt
T Jo
_ 2 "(t)dt =0

ol p(t) = (cost)sin(zsint) qui vérifie p(0) = p(7/2) = 0.
3. On sait que cette équation admet sur R’ une base de solutions .J,y. Il s’agit de démontrer que
y ne se prolonge pas en 0. Cherchons y, au voisinage de 0, sous la forme 2J. On ay' = zJ' +2'J

ety = 2J"+22/J +2"J de sorte que xJ 2" 4+ 2202 +2'J = 0 soit (xJ?2')’ = 0. Enfin 2’ = %,
x

ou ¢ est une constante. Si ¢ # 0, on en déduit que }:li% |2 ()] = +o0.
4. Remarquons que J et J' ne s’annulent pas simultanément : J(0) = 1 # 0 et, dans chacun des
intervalles R* et R% la fonction J est solution d'une équation différentielle linéaire homogene
du second ordre : la seule solution de cette équation qui vérifie y(ty) = y'(ty) = 0 est la solution
nulle. On applique alors le lemme du relevement.
J/(.T)2

5. Onar?=J%+ J?%; sadérivée en > 0 est 2J'(z)(J(x) + J"(x)) = —2
T

en x de v+ 2°r(2)? est 2x(J(2)* + J'(2)?) — 20J'(2)?) = 22" (z)* > 0.

< 0; la dérivée



6. Dérivant J(x) = r(x)cosf(z) et J'(x) = —r(z)sinf(z), il vient

J' (z) =1r'(x)cosO(x) — r(x)8 (z)sinb(x) et J'(x) = —r"(z)sinb(x) — r(z)0'(x)cosb(z).

Multipliant ces expressions par J' = —rsinf et J = rcosf, on trouve J'(z)* — J(z)J"(z) =
¢'(x)r(x)? Enfin, comme —J"(z) = J(z) + J:E:a:’)’ on a
9/(1_)7,(1_)2 _ J/(x)2 o J(x)J"(x) _ J/<£L‘)2 + J(iL‘)Q + M _ T($)2(1 . COSQ(.Z‘)'TSIDQ(LU)).

On en déduit que #'(x) > 1/2 pour x > 1, donc lim #(x) = +oc. Donc ([1,+o00[) est un

T—00
intervalle de la forme [a, +00| et contient donc une infinité de valeurs kw + 7/2 avec k € Z.

!/ 1 !
Jix) + J(x) =0, on trouve J" (z) + JT(@ — % + J'(z) = 0;
, on trouve ’expression voulue.

7. Dérivant I'expression J"(z) +

multipliant par z?

8. On utilise une récurrence ; le résultat est vrai pour n =0 et n = 1. Pour passer de n a n + 1, il

faut prendre le calcul par le bon bout, mais on y arrive... Par exemple :
2

() In() Jn () n
a) On a J, () = —J,(z) +n . Ecrivant —J!(z) = — (1 — ﬁ)]n(x)
(hypothese de récurrence), il vient
+1 In
Jra(@) = 0@ + (1= ") g ) = g 0) = (o4 122l
T T
Jn+1 (‘1.) .

On a donc J,(z) = J, 1 (z) + (n + 1)

b) Dérivant ’expression obtenue en (a), on trouve :

! 1 J?{L x
To(@) = Tpala) + (o 1) 2 -

Or, par définition de J, 1, on a

Julz)

T

(@) + 7 (Toga @)+ (04 1)

J(x) = —Jy(z)+n

X

En écrivant 1'égalité des membres de droite des équations (1) et (3), on trouve

T () + J"+Tl(x) + (1 _(n ;_21>2)Jn+1(33) —0.
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