11 Solutions des exercices

I. Algeébre générale

11.1 Arithmétique dans Z

Exercice 1.1.

1. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b. Puisque d est un diviseur commun a a et b, §
divise d. Comme d divise a et b, il existe deux entiers relatifs a’ et b’ tels que a = da’ et b = dV'.
Donc 6 = au + bv = d(a'u + b'v) et d divise §. Par suite || = d.

2. On a aZ + bZ = dZ, donc caZ + cbZ = cdZ. On en déduit que cd est le plus grand commun
diviseur de ca et cb.
Par définition du plus petit commun multiple de a et b, on a aZ NbZ = mZ, donc c¢(aZ)Nc(bZ) =
cmZ. Donc cm est bien le plus petit commun multiple de ac et bc.

3. Ecrivons a = d'd et b = ¥'d avec a’ et b’ premiers entre eux. Alors le plus petit commun multiple de
a’ et b est a’l’, donc le plus petit commun multiple de a et b est a'd’d. On a bien md = a'db'd = ab.

Exercice 1.2.

1. Comme a divise c, il existe un entier relatif a’ tel que ¢ = ad’ et ainsi b divise aa’ avec a et b
premiers entre eux. On en déduit, d’apres le théoreme de Gauss, que b divise a’. Alors ab divise
aa' = c.

2. On suppose que a est premier a b et a ¢, donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe des entiers
relatifs u, v, v’ et v’ tels que : au +bv =1 et av’ + v’ = 1. Donc : 1 = (au + w)(av' + ') =
a(auu’ + ucv' + u'bv) + (be)(vv'), avee (auu’ + ucv’ + u'bv) € Z et vu' € Z; donc a est premier a
be.

3. a) e Démontrons que a et b" sont premiers entre eux par récurrence sur 7 :

x Il n’y a rien a démontrer pour n = 1.

% Supposons que a et b" (n € N*) soient premiers entre eux. Alors, comme a et b sont
premiers entre eux, d’apres la question précédente, a et b"b = b""! sont premiers entre
eux.

e On en déduit immédiatement que a" et b" sont premiers entre eux en appliquant ce qui

précede a b" et a a.

b) Comme d est le plus grand commun diviseur de a et b, il existe deux entiers relatifs a’ et b’
tels que a = da’ et b = db’, avec a’ et b’ premiers entre eux. D’apres la question précédente,
on a alors a” = d"a™ et b" = d"b", avec a’™ et V'™ premiers entre eux. Ainsi le plus grand
commun diviseur de a" et b" est d".

4. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b et écrivons a = ed et b = b'd avec e et V/
premiers entre eux. Comme ed = albc = db'c, il vient e|b'c et comme e et b’ sont premiers entre
eux, il vient e|c.

Exercice 1.3.

1. Puisque e et N sont premiers entre eux, la classe de e est inversible dans Z/NZ; il existe un
unique d € Z, avec 0 < d < N — 1 dont la classe est I'inverse de celle de e modulo N.

2. On peut écrire ed = k(p — 1) + 1. Si n n’est pas divisible par p, alors n”~! =1 [p] (théoréme de

Fermat), donc n*®~1 =1 [p] et enfin n°® = n [p]. Cela reste vrai si p divise n : dans ce cas p
divise aussi n°. De méme n°! = n|q|.
3. La réciproque de cette application est 'application qui & a associe le reste dans la division de a?

par pq.



Exercice 1.4.

1.

4.

Notons d le pged de a et b et S, = {(z,y) € Z X Z; ax + by = ¢}. On remarque d’abord que
S.# () <= c € aZ + bZ = dZ. Autrement dit, I’équation admet des solutions si et seulement si
c est multiple de d.

Supposons que ¢ est un multiple de d et soit (xg,yy) une solution particuliere. Alors I’équation
devient a(x — o) + b(y — yo) = 0, soit (z — xg,y — yo) € Sp. Il reste a décrire Sy et une méthode
pour trouver une solution particuliere.

Ecrivons a = a'd et b = b'd. L’équation az + by = 0 est équivalente & a’z + b'y = 0 et maintenant
a’ et b’ sont premiers entre eux. Si (z,y) est solution, b’ divise a'x = —b'y et est premier avec
a’, donc V' divise x. On écrit x = kb'. Notre équation devient a’'kb’ + b'y = 0, soit y = —kd’.
Inversement, pour tout k € Z, on a (kb',—ka') € Sy, donc Sy = {(kb',—kad'); k € Z}. Enfin
Se = {(xo — kb',yo + kd'); k € Z}.

L’algorithme d’Euclide qui permet de trouver d, a’, b, permet aussi de trouver une solution parti-
culiere (g, yo). En effet, en remontant 1’algorithme d’Euclide, on trouve (u, v) tels que au+bv = d.
Si on écrit ¢ = ¢'d (puisque ¢ est multiple de d), on pourra poser xo = c'u et yo = c'v.

Remarque : On peut partir de nimporte quelle solution particuliere. Une telle solution particuliere
peut étre évidente (par exemple, si ¢ =a +b...).

Discussion. Pour la suite de I'exercice a et b sont supposés premiers entre eux. Supposons ¢ > 0
et décrivons les solutions positives ou nulles. Pour cela, remarquons qu’il existe un unique u €
0,6 — 1] NN tel que ¢ — au € bZ. En effet, u est le représentant dans [0,b — 1] du quotient de
la classe de ¢ par celle de a (qui est inversible) dans Z/bZ. Alors ¢ = au + bv. Les solutions sont
(u+kb,v—ka), k € Z. Comme 0 < u < b, les solutions positives sont (u+kb,v—ka), k € N, ka <
v. Siv < 0,1l n’y a pas de solutions positives; si v > 0, les solutions positives sont données par

les entiers k € [0, E(v/a)l, soit k € [0, E((c — au)/ab)]. 1l y a alors exactement E(C _bau) +1
a

solutions.

L’équation ax + by = ab admet les solutions positives (b,0) et (0,a). Par ce qui précede, si
I’équation ax + by = ¢ admet deux solutions positives, alors ¢ — axg = ab donc ¢ > ab. Le plus
petit entier qui s’écrit de deux fagons sous la forme ax + by est donc ab.

De la discussion ci-dessus, il résulte que ¢ € A si et seulement s’il existe u € [0,b — 1] et v € N*
tels que ¢ = au — bv.

a) Onaab—a—-b=alb—1)—bdoncab—b—a€ A Sice A jilexisteu<b—1letv>1
tels que ¢ = au — bv, donc ¢ < a(b— 1) — b. Donc le plus grand élément de A est ab—a — b.

b) On a vu que ¢ € A si et seulement s'il s’écrit sous la forme ¢ = ua — vb avec 0 <u < b—1
et v > 1. Remarquons que, puisque ¢ > 0, on a ua > vb. Or ua < ab donc v < a soit
v<a—1etwvb>0doncu > 0soit u> 1. Cela prouve que tout élément de A s’écrit
ua —vb; (u,v) €EN?, 1<u<b-1;1<v<a—1
Inversement, tout élément positif qui s’écrit comme ga est dans A. Si ¢ = —(ua — bv) avec
I<u<b-—1;1<v<a—1l,alorsonac=(b—u)a—(a—v)b;puisque l <b—u<b—1
et 1 <a—wv<a—1,il vient encore ¢ € A.

c) Par ce qui précede, lorsque (u,v) décrit [1,b — 1] x [1,a — 1], ua — bv décrit AU —A. Si
ua—bv =u'a—b'; alors (u —u')a = b(v — '), et par le théoreme de Gauss, b divise u — u';
or puisque 1 < u, v’ <b—1, il vient |u — | < b — 2, donc la seule possibilité est u = u’ et
v = v. On a donc une bijection de [1,b — 1] x [1,a — 1] sur AU —A. Il s’ensuit que A a

(a—1)(b—1)

2

Notons que ce nombre est entier, puisque a et b étant premiers entre eux, il ne peuvent étre

tous deux pairs.

a) Lorsque a =7 et b =5, on trouve ab—a —b=35—7—5 = 23.

exactement éléments.

S-2



3—1)(b—-1
b Mya 3=HE=D
les nombres positifs de la forme 5u—3v avec v > 0et u = 1 ouu = 2 soit 5—3 et 10—3, 10—6
et 10 — 9). Le nombre 7 étant la valeur d'un essai transformé, les seuls scores impossibles
sont 1,2, 4.

= 4 scores impossibles avec 3 et 5 qui sont 1,2,4,7 (nos calculs donnent

Exercice 1.5. [un peu rapide]
1. On commence par une remarque : si pq, ..., pr sont des nombres premiers distincts et &;, n; des
k k
nombres entiers (pouvant étre nuls), alors r = H p;’ divise y = H p}" si et seulement pour out
» i=1 i=1
tonaé& <n.

En effet,
k
e siles n; — & sont positifs ou nuls on a y ==z H p;”*gi donc x divise y.
i=1
k
e si x divise y, alors on écrit y = xz ou z = pr D’apres 'unicité de la décomposition en
i=1

nombres premiers, il vient n; = &; + (;.
k

Ecrivons a = pr‘z et b = le’ Les diviseurs communs sont de la forme ¢ = Hpj’ avec
i=1

v < a; ety < G; 1l vient d = H pfi avec §; = inf(qy, ;). De méme, ou en utilisant la formule

dm = ab, on am = pr’ avec ; = sup(ay, 3;).

Pour des petits nombres, cette facon de calculer le pged peut étre plus rapide que 'algorithme

d’Euclide. Par contre, pour des nombres relativement grands la décomposition en nombres pre-
miers est < impraticable >, contrairement a ’algorithme d’Euclide.
2. Posons A = {i; a; < f3;}, puis a1 = pr”, ay = Hpg”, by = sz et by = sz On a bien
icA igA icA igA
® a=ajay b=01by;
e a|b; puisque pour i € A on a «; < [3; et be|as puisque pour i € A on a o; = 0;;
® a5 et by n'ont pas de diviseurs premiers communs, ils sont donc premiers entre eux.

3. Le nombre d’' = a;by divise clairement a et b; comme a/d’ divise a et b/d" divise by, donc a/d’ et
b/d" sont premiers entre eux. Donc d' = d. De I'égalité ab = md il vient asb; = m.

4. D’apres le théoreme chinois, on a des isomorphismes

ZJaZ x TIVL =~ (Z)ay x Z]asZ) x (Z)b0Z x /by 7.)
~ (Z)ay x Z/byZ) x (Z)0Z x T as7.)
~ 7.)dZ x T/mZ.

Exercice 1.6.

1. Les premiers nombres de Fibonacci sont :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

11112 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19 20 21
89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181 | 6765 | 10946

3= |5

D’apres ce tableau, les Fj; sont pairs, les Fy, sont multiples de 3 et les F5; sont multiples de 5...



2.

3.

a) Démontrons que F,,|Fg,, par récurrence sur k.
C’est vrai pour k =0 (car [y =0) et k = 1.

: 0o 1\" (F. F :
On sait que <1 1) = ( E, Fyu): Il vient, pour tout p,q € N,

(Fp—l Fp ) (Fq—l Fq ) — (Fp+q—1 Fp+q )

Ey  Fpn LV Forg Forgn

En particulier, on a Fy, = F,F,_1 + Fp11Fy. Prenant p = m et ¢ = km, si F, et F, sont
des multiples de F,,, il en va de méme pour F,,.

b) Pour n € N, notons My(Z/nZ) 'anneau des matrices 2 x 2 a coefficients dans 'anneau Z/nZ
et G, = GL(2,Z/nZ) le groupe formé par les éléments inversibles de cet anneau, i.e. les
matrices 2 X 2 & coefficients dans 'anneau Z/nZ inversibles. Notons aussi A,, le sous-groupe

de G,, formé des matrices diagonales.
k

L’application ¢ : Z — G, qui a k associe la classe dans GL(2,Z/nZ) de la matrice 11

est un homomorphisme de groupes. Pour & € N on a n|F, <= (k) € A,. En d’autres
termes, on a

{keN; n|F} = NNy~ (4A,),

Or, puisque A, est un sous-groupe de G, et ¥ est un homomorphisme de groupes, ¥ '(A,,)
est un sous-groupe de Z; il existe un unique élément a € N tel que ¢~ '(A,) = aZ, donc
NNy ' (A,) = aN. Enfin, puisque G,, est fini, 1) n’est pas injective; son noyau n’est pas
réduit & {0} et est contenu dans 1~ *(A,,), donc a # 0.

Soit p > 7 un nombre premier. Remarquons que X — X — 1 admet une racine dans F, si et
seulement si 5 (le discriminant de ce trindme) est un carré dans F,,. En effet,

e Supposons qu'il existe a € F, tel que a® = 5. Comme 5 # 0, il vient a # 0. De plus p # 2,

1 11—
+aet5: a

sont deux racines distinctes du

donc 2 est inversible dans F,. Alors a@ =

polynéome X? — X — 1 dans F,.
e Supposons que « € F, est racine du polynome X? - X —1:alors o = a+ 1, donc (2a—1)* =
40 —da+1=4(a+1)—4a+1=5.

Notons J la matrice ((1) }) a coefficients dans [F,,.

a) On suppose que 5 est un carré modulo p. Alors le polynome caractéristique X? — X — 1 de
J a deux racines distinctes «, 3, donc J est diagonalisable. Il existe donc P € GL(2,F),) tel

-1 _ [« 0
que PJP _(O 3

que « et 3 sont non nuls car J est inversible - son déterminant est —1). On a donc J*~! =

). Par le petit théoréme de Fermat on a o' = 3! = 1 (notons

-1 Cﬁpil 0 . Fp,Q Fp,1 ..
P ( 0 ﬁpl) P = I,. La classe modulo p de (Fpl F, est donc I, et p divise

p—1:
b) (i) L’ensemble K est un sous-espace vectoriel - donc un sous-groupe additif de My (IF,).
Comme J? = J + I, pour a,b,c,d € F,, on a

(aly +bJ)(cla+dJ) = acly+ (ad+ be)J + bd(J + 1)
(ac +bd)Iy + (ad + be + bd)J

donc K est stable par le produit : c’est un sous-anneau de M(F,). Comme I et J
commutent, 'anneau K est commutatif.



(ii) Pour a # 0, aly est inversible dans K. On suppose que 5 n’est pas un carré modulo p.
Alors le polynéme caractéristique X? — X — 1 de J n’a pas de racines dans F,. Donc bJ
n’a pas de valeurs propres pour b # 0, donc al, + bJ est inversible dans M, (IF,) pour
b # 0. Or d’apres la formule(?)

(z 2)1_#_50(—% _ac>_adibc <<a+d>f2—(2 2))

I'inverse d’une matrice inversible A € M,(F,) est dans 'espace vectoriel engendré par
I et A; donc (al, +bJ)7 ! € K.
Cela prouve que K est un corps.

(iii) Posons ¢(x) = aP. On a ¢(Iy) = I5. Soient z,y € K. Comme K est commutatif, on a

z> pour 1 < k <p-—1,

e(zy) = p(z)p(y). La formule du bindme, puisque p divise (
donne ¢(z +y) = ¢(z) + ¢(y).

(iv) Le polynome X” — X admet dans K les p racines aly avec a € F,,; comme un polynome
de degré k sur un corps commutatif K a au plus k racines, il n’en admet pas d’autre.

(v) D’apreés la question précédente, on a J? # J. On a J* = J + I,. Comme ¢ est un
automorphisme de corps, il vient ¢(J?) = ¢(J) + .

(vi) Le polynome X? — X — 1 admet dans K les racines J et —J'. Il ne peut en admettre
d’autres donc JP, qui est racine de ce polynome et distinct de J est égal & —J L.

Fp Fp+1

(vii) On a donc JP*' = —1I,, en d’autres termes, la classe de (
Fpir Fpio

—1I.

) modulo p est

Exercice 1.7.

1. Puisque 7,41 = 0, il vient r,,_1 = gnry ; or r,, < r,_1 (c’est un reste de division euclidienne), donc
¢n > 1; enfin g, > 2 (car c’est un entier).

2. a) L’égalité rp_1 = qxry + rpe1 se lit

0 1 Tk+1 Tk
E = :
=) () ()= ()
On procede par récurrence sur k. Pour k = 1,...,n, notons (Py) I'égalité
0 1 0 1 0 1 Tk+1) [T
L o) \1 @) "\ & Tk To)

L’identité (F;) donne P.
Si (Py_1) est vrai, I'identité (Ej) donne (Py).

b) ECI‘i\/OIlS
(() 1 ) (() 1 > (() 1 ) ((Lk Ck>
1 q1 1 q2 AL qr bk dk b

Ak Ck 0 1 Ak+1  Ck+1 .
On a = . Ce qui donne agy1 = ¢, bpy1 = di,
(bk dk) (1 Qk+1> (bk+1 di+1 q FL T T Tt

3. Cette formule évidente est la formule de la comatrice en dimension 2. C’est aussi le théoreme de Cayley-Hamilton
en dimension 2.



c) etpour 1 <k <n—1, apo = G = Qpy1Qrs1+ax = Ay b, de méme by o = b1 Qi1 +0p >
bit1-
Pour k =1, on trouve a; =0, as =1, by =1, by = ¢.
Sin=1lonaa, 1 =1>2a=0et b,11 =q, >2=20,.
Sinon, b, 11 = @by, + b1 = 20, +by > 2b, et a,11 = qnan +a,—1 = 2a, avec égalité possible
si a,—1 =0 ce qui impose n =1 (car sinon a,_1 > a; = 1) et ay = 2.

d) La matrice A est produit de k& matrices de déterminant —1. Son déterminant est (—1)".

e) L'égalité A, <T7;+1> = (Z) donne <T"+1> = At ((Z) La formule de la comatrice donne

At = (=1)" b_"gl _Z”“ , (*) d’out le résultat.

3. a) L’égalité se démontre par récurrence sur k ; elle est vraie pour k = 1 car Fy =0, F} = Fy = 1;
si elle est vraie pour k, on a

0 N\ _(Foy B \(01\_(F Foa+F)_[(F Fu
11 Fre Fep /) \1 1 Frpr P+ Frga Fipn Figo)
b) Les inégalités by > F} et ar > Fj_; se démontrent par récurrence forte sur k. Elles sont

vraies pour k = 1 et £k = 2. Si elles ont vraies pour k et k+ 1, on a axi0 = qrr10ri1 + ap =
a1+ ak =2 Fy+ Fr1 = Fi1 et bgo = @riabir + 0k 2 beyr + b 2 Fipr + Fi = Fpo.

4. On construit des suites ay, by, 7y ; il suffit de garder en mémoire uniquement deux termes consécu-
tifs de ces trois suites pour construire le suivant. On s’arréte quand 7,7 = 0; on a alors le pged de
a,b (c’est r,) et une relation de Bézout grace a la question 2.e). La question 3 nous indique que la
convergence est assez rapide : il faut moins de k+1 étapes si b < Fy. Or F}, croit géométriquement
en k.

5. Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe n tel que r, =1 et 7,41 = 0. On a donc

()0 )G ) ()-6)
) 0a) -G a)-C0)

6. Si on a une telle égalité, le calcul du déterminant nous donne une relation de Bézout ub — va =
(—1)", donc a et b sont premiers entre eux. Démontrons par récurrence sur n que a < b et que
les quotients successifs de la division de a par b sont les g;.

Cela donne

Sin=1,onaa=1letb=q > 2.
Supposons n > 2 et le cas de longueur n — 1 traité. Ecrivons

() ()G a)-00)

D’aprés 'hypothese de récurrence, a’ < b’ et les quotients successifs de la division euclidienne de

0 1 "d :
b par a' sont ¢, qs,...,q,. Or (?; Z) = (1 ‘ ) (g, Z,), soit ¥ = a et b = qua + da’. Donc le
1
quotient de b par a est ¢; et le reste @', et la suite des quotients successifs de la division euclidienne

de b par a est bien ¢, qo, ..., qn.

Exercice 1.8.

-1
(o . . . a c 1 d —c
4. Plus généralement, pour une matrice 2 x 2 inversible on a <b d) = T be (—b a )

S-6



2.

a) Soit d le plus grand commun diviseur de a et b. Alors d* divise p, donc d divise p et d # p

soit d = 1.
b) L’existence et unicité de gy, ..., g, résultent de 'exercice 1.7.
Lo 0 1 0 1 0 1 a .
¢) (cf. exerc. 1.7) Ecrivons e = , avec a, By € N. Il vient
) (4 ) (1 Q1) (1 CJ2) (1 Qn—1> (7 5) &

u=[,v=r,puis a=qu+a>2uetb=qg,v+vy > 20 (puisque g, > 2).

Lo u v\ (u a x ! . Yo _ .
d) Ecrivons (a b) (v b) = <k p)' Cette matrice est symétrique et donc £ = /¢ et il

est clair que ¢ = p. On a 2¢ = 2(ua + bv) < p d’apres la question précédente. Enfin le
déterminant de cette matrice est 1 (c’est un produit pair de matrices de déterminant —1),
donc /* = —1 [p]. Alors —1 a deux racines dans le corps Z/pZ : £ et p — {. Une seule des
deux est < p/2.

D’apres 'exercice 1.7, I'algorithme d’Euclide fournit un entier m € N*, un m-uplet (q¢1, ..., qm)

0 1 0 1 0 1 a /¢
d’entiers > 1 avec ¢, = 2 et a,3 € N tels que = et
¢ & d <1 Q1) <1 C]Q) (1 C_Im) <5 p)

on a # < p/2. Prenant les déterminants, il vient —3¢ = (—1)™ [p], donc [ est, au signe pres
I'inverse de ¢ modulo p, c’est a dire £/, et puisque 5 < p/2, il vient § = ¢ et m est pair. Prenant

les transposées, on trouve 0 1 0 1 0 1 — (¢ ¢ et par unicité, on trouve
P ’ 1 dm 1 dm—1 1 q1 g D ’ P ’

q; = dm+1—j-

Posons alors m = 2k et (O 1 )(O 1 )(O 1)2(“ a):A.Ona(& g)ztAA,
1 i1/ \1 Qg I gm v b ¢ p

donc p = a® + b2

Remarquons de plus que l'on a (? 6111) ((1) 6112) <(1) qlk) (Z) = (ﬁ) Comme la matrice

01 01 01 est inversible, V=" d’apres l'exercice 1.7. Notons aussi
1 ¢ 1 ¢ 1 b Tkl

que Tki9 = Tk + Tke1, donc 7“,% 4o > p. En d’autres termes, a et b sont les deux derniers restes
inférieurs a /p dans les divisions euclidiennes successives entre p et /.

Exercice 1.9.

1.

D.

. Ona?2” =—1[F)], donc 2% = (2%)

Poura € ZetmeN,onaa=1[a—1],donca™ =1 [a—1]. De méme a = —1 [a+ 1], donc si
m est impair, alors ™ = —1 [a+ 1].

Si k est un diviseur de n, prenant a = 2%, on en déduit que 2% — 1 divise 2" — 1; donc si 2" — 1
est premier, on a 2" — 1 =1 (i.e. k = 1) ou 2" —1 = 2" — 1, donc k = n. Autrement dit n est
premier.

Ecrivons n = 28m avec k € N et m impair. Alors 22" + 1 divise 2" + 1, donc, si 2" + 1 est premier,

alors m = 1.
22*1@

= 1 [Fy]. Enfin F, =2 [F}]. Le pged de Fj, et Fy divise
2 et, puisque Fy est impair, F} et [y sont premiers entre eux.

Puisque ¢|M,, on a 2 =1 [q]. Donc l'ordre de 2 dans F; divise p; ce ne peut étre que p. Or
lordre de p divise I'ordre du groupe F}, donc p divise ¢ — 1. Comme ¢ est impair 2p|q — 1.

Si M3 n’était pas premier, son plus petit diviseur non nul ¢ serait < /M3 < 64v/2 < 100 et un
nombre premier de la forme 26k + 1. Comme 27 n’est pas premier, il reste a teste 53 et 79. Or
20 =11 [53], donc 2'* = 121 = 15 [53] et enfin M3 =2x 15—-1=29# 0 [53] et 2° = —15 [53],
donc 2" =225 = —12 [79] et enfin M3 = -2 x 12— 1= —25#0 [79].
a) On a2 = —1[g], donc 2" =1 [g]. L'ordre de 2 dans le groupe F divise 2! et ne divise
pas 2° : c’est 2671,



b) L’ordre de 2 dans le groupe [, divise 'ordre de F}, donc 201 divise ¢ — 1.

¢) Comme w* est la classe de 22, on a w* = —1, donc w? + w2 =0, donc (w+w )2 =2. On

a (w+w > = —1, donc ordre de w 4+ w™" divise 272 et ne divise pas 2°*! 242,
On en déduit que 272 divise ¢ — 1.

: C’est

d) Si ¢ est le plus petit nombre premier divisant Fj, alors ¢ ~ 1 [27]. Or 3 divise 129 et
4x 12841 =513 et 5 divise 3 x 12841 = 385. Enfin, 2 x 128+ 1 = 257 = Fj3 est un nombre
de Fermat donc premier a Fj. Le premier nombre a tester est donc 5 x 128 + 1.

e) On a2'= —5* [641], donc F5 = 222 + 1 =1 - 5'2% [641].

f) On a 527 = 640 = —1 [641], donc 5*2%® = (527)* =1 [641] et 641 divise Fy.

Exercice 1.10.

Lecasb=4: 1. Ecrivons a®> +1 = kp. C’est une identité de Bézout prouvant que a et p sont
premiers entre eux.

2. Puisque p|a® + 1, on en déduit que 2° + 1 =0, donc z* — 1 = (2> + 1)(2* — 1) = 0.
3. Comme p # 2, on a —1 # 1. Or 2> = —1 donc 2° # 1.

4. L'ordre de = dans le groupe multiplicatif F, divise 4 mais ne divise pas 2 : c’est 4. On en
déduit que 4 divise l'ordre de F,, donc que p=1 [4].

5. Soit n € N, tel que n > 2. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a® 4 1. Alors p est
premier avec a, donc p >n et p=1 [4]. On en déduit que I'ensemble des nombres premiers
congrus a 1 modulo 4 n’est pas majoré : il est infini.

6. Sin >4, alors 4|n!, donc n! —1 = —1 [4]. Berivons n! — 1 = p$* ... p%* la décomposition de
n! — 1 en nombres premiers. Comme ce produit est congru a 3 modulo 4, un au moins de ses
facteurs n’est pas congru a 1. Il existe donc j tel que p; =3 [4]. Comme p; divise n! — 1, il
ne divise pas n!, donc p; > n. On en déduit que I’ensemble des nombres premiers congrus a
3 modulo 4 n’est pas majoré : il est infini.

Le cas b=6: 1. Ecrivons a® 4+ a + 1 = kp, soit kp — (@ + 1)a = 1. C’est une identité de Bézout
prouvant que a et p sont premiers entre eux.

2. Puisque pla® 4+ a+1, on en déduit que 2* + 2+ 1 =0, donc 2° — 1 = (2 + 2+ 1)(x — 1) = 0.

3. Comme p#3,onaet1*+1+1+#0, donc z # 1.

4. L'ordre de z dans le groupe multiplicatif F, divise 3 mais n’est pas 1 : ¢’est 3. On en déduit
que 3 divise 'ordre de I, donc que p = 1 [3]. En particulier, p # 2, donc p est impair :
doncp=1 1[6].

5. Soit n € N, tel que n > 3. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a? + a + 1. Alors
p est premier avec a, donc p > n et p =1 [6]. On en déduit que 'ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo 6 n’est pas majoré : il est infini.

6. Sin > 3, alors 3|n!, donc n! =1 = -1 [6]. Ecrivons n! — 1 = pit ... ph* la décomposition de
n! — 1 en nombres premiers. Comme ce produit est congru a 5 modulo 6, un au moins de ses
facteurs n’est pas congru a 1. Il existe donc j tel que p; =5 [6]. Comme p; divise n! — 1, il

ne divise pas n!, donc p; > n. On en déduit que I’ensemble des nombres premiers congrus a
5 modulo 6 n’est pas majoré : il est infini.

1
Lecasb=12: 1. Onaa4—a2:6a(a;— ),donca4—a2—|—1zl [6].

2. Onaa?—1=(a*—1)(a*+a*+1)(a* —a® +1). Donc 2'? = 1.

3.0naz+1=(2>+1)(2* —2>+1) =0, donc 2° — 1 = —2 # 0 (puisque p # 2). On a
(22 =2)(2*+1) =2 =2 -2 = —3 £ 0 (puisque p # 3), donc 2* — 1 = 2* —2? + 1+ 22 -2 =
2? —2 # 0. item L’ordre de x dans le groupe multiplicatif [, divise 12 mais ne divise ni 4 ni
6 : c’est 12. On en déduit que 12 divise I'ordre de I, donc que p =1 [12].
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4.

Soit n € N, tel que n > 2. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a* — a® + 1. Alors
p est premier avec a, donc p > n et p=1 [12]. On en déduit que I'ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo 12 n’est pas majoré : il est infini.

Le cas général 1. On démontre la premiere assertion par récurrence < forte > sur n.

Exercice
1.

a)

n—1
e Sin est premier, ¢, = ZX’“, donc ¢,,(0) = 1.
k=0

e Dans le cas général, en utilisant 1'égalité¢ &,P, H ®; = X" — 1, on trouve
dln; 1<d<n
,,(0)P,(0) H ®,(0) = —1. Or &; = X — 1 donc ¢,(0) = —1 et l'on conclut par
dn; 1<d<n
récurrence.
N N
Pour la deuxieme assertion, écrivons ®,, =1+ Z apX*. 11 vient O, (a)=1+a Z agpat1t,
k=1 k=1

donc a et ®,(a) sont premiers entre eux d’apres le théoréeme de Bézout.

Onaa” —1=®d,(a) H ®4(a), done pla”™ — 1, i.e. 2" = 1.
dln; d<n
Remarquons que, puisque a et p sont premiers entre eux et nja, n est inversible dans F,,
donc nX"™ ! et X" —1 sont premiers entre eux dans F,[X]. Si @ divisait X" — 1, on écrirait
X" —1 = @Q*P donc, en dérivant, nX" ! = Q(2Q'P + QP’), et Q serait un diviseur commun
de n X" et X" —1.
Soit d € N un diviseur de n distinct de n. Ecrivons X" — 1 = Hq)k et X4—1 = Hfbk,
kln k|d

il vient X" — 1= (X?—-1)®, H ®;. Cela prouve que le produit (X4 — 1)®,, divise

kln; k)d, k<n
X™ — 1, donc n’a pas de facteur carré dans F,[X]|. En particulier, les polynomes X d_1 et
®,, sont premiers entre eux dans [F,[X]. IIs n’ont donc pas de racine commune. Or, puisque
p|®,(a), = est racine de ®,,, donc 2% # 1.

D’apres ce qui précede, x est d’ordre n dans le groupe F,. L’ordre p — 1 de ce groupe est
donc un multiple de n; autrement dit, p est congru a 1 modulo n.

Soit N > n. Prenant a = N!, on a démontré (puisque n|a) que tout diviseur premier de
®,,(a) est premier avec a - donc p > N, et congru a 1 modulo n. L’ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo n n’est donc pas majoré : il est infini.

1.11.

Si = y?, I'équation z* = x admet deux solutions z = +y dans le corps F,; I'une des deux
-1 -1

est congrue a un unique nombre ¢ € {1, cee pT} L’application qui a ¢ € {1, cee pT}

associe la classe dans F, de ¢? est donc une bijection de {1, ce p%} sur C'; C' a donc

—1
P éléments.

Siz=y* ona T = yP~! = 1 d’apres le petit théoreme de Fermat.

Le polynome X 2* _ 1 admet donc 2 racines : tous les éléments de C'. Son degré étant

2
Par (c), —1 est un carré dans F), si et seulement si (—1)112;1 =1 (dans F,). Or (—1)pr1 =1

sip=1 [4] et (—1)%1 = —1sip=3 [4]. Notons que —1 # 1 dans F, puisque on a supposé
p#2

, il ne peut avoir d’autres racines.
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2. a) Puisque p # 2, on peut inverser 2 dans [F,. On a P = (X _ g

3. a)
b)
c)
d)
e)

Exercice

1. a)
b)

2. a)
b)

3. a)

b) e

- Il s’ensuit que

)2_a2—4b

2 4

P a une racine dans F, si et seulement si a® — 4b est un carré dans F,,.

L’équivalence entre (i) et (ii) résulte immédiatement de (a).

e Siz est d’ordre 3 dans I, alors x est racine de X 1=(X-D(X*+X+1etx#1,
donc 2% + 2 + 1 = 0. Inversement, si 2? + x + 1 = 0, alors 2® = 1 et, puisque 3 # 0 dans
F,, x # 1; donc z est d’ordre 3. Cela prouve (ii) <= (iii).

e Si ) admet un élément d’ordre 3, alors 3 divise I'ordre p—1 du groupe F,, donc p =1 [3].
Inversement, si p s’écrit 3k + 1, 'ensemble des x € I, tels que 2* = 1 sont les racines du
polynéme X* — 1. Il y en a au plus k dans le corps commutatif Fp. Siy € ) est tel que
y" £ 1, 0on a (y*)? = y¥ = 4?71 = 1, d’apres le petit théoreme de Fermat. L’élément y*
est alors d’ordre 3 dans ;.

1 2 —1 —1
Pour z € F), on a <IEPT> =27 =1 doncx' T =+1;six ¢ C, il vient 27 = —1.Si

a,b € )\ C, il vient (ab)]%1 —ad"T T = (-1)* =1, donc ab € C.

Si—1 ¢ C et 2¢C, alors leur produit —2 est un carré par (a).

Si —1=a? il vient X*+1=(X?—a)(X?>+a);si2=ad? il vient X*+1=(X?+aX +
D(X?—aX +1)etsi —2=a? il vient X* +1=(X?*+aX —1)(X? —aX —1). Dans tous
les cas X* + 1 n’est pas irréductible. Notons que pour p =2, on a X* +1 = (X +1)%
Ona X*+1=(X2+v2X +1)(X? - V2X +1). Comme X*+ 1 n’a pas de racines dans
R, les polynomes X2 + V2X +1 et X2 — V2X + 1 sont irréductibles.

D’apres (d) les polynomes P € R[X] divisant X 4 41 sont des multiples scalaires de 1, X* +
1, X2 4+v2X +1et X2—V2X +1. Donc X*+ 1 n’a pas de diviseurs dans Q[X] autres que
les scalaires et les multiples scalaires de X* + 1. 1l est irréductible sur Q (et sur Z).

1.12.
On a 17 =1, (ab)? = aPl? et, puisque p| <£) pour 0 < k < p, (a+b)P =a? + bP.

D’apres (a), I'ensemble des racines de ce polynéme forment un sous-corps de L, qui a au
plus p éléments : c¢’est donc le sous-corps F,, de L (appelé sous-corps premier de L).

Puisque w* = —1, on a w? = —w™?, donc (w +w ™ )Tw? + 2ww™ +w? = 2.

Dans L, le polynéme X? = 2 possede les racines z et —z. Il a des racines dans F, si et
seulement si z € I, donc (i) <= (ii).

D’apres 1.b) pour y € L, on a équivalence entre y* =y et y € IF,,, soit (ii) <= (iii).
Remarquons que w® = 1 et comme p # 5 est impair, il vient w? € {w,wQ,w?’,w4}. Remar-
quons aussi que, puisque 2z + 1 # 0, z # —1 — x, donc w? + w2 # z. Remarquons aussi
que 2”7 = wP + w P, donc si w? = w ou w? = w1, il vient 2” = x; si WP = w? ou WP = W, il
vient 27 = —1 — x # x. Cela prouve que (iii) <= (iv) < (v).

Onaw’® =1, donc w! =whetenfinw+w?+w?24+w?t=—1, soit w?+w"
Enfin, 22 = w?* +2+w = -2+ 1.

On a (2r +1)* =42® + 42 + 1 = 5. Dans L, le polynome X2 = 5 possede les racines 2z + 1
et —22 — 1. Il a des racines dans F), si et seulement si 2z + 1 € [, ce qui a lieu (puisque
p # 2) si et seulement si z € F), donc (i) <= (ii).

D’apres 1.b) pour y € L, on a équivalence entre y* =y et y € IF,, soit (ii) <= (iii).

2= 1—u.

Remarquons que w® = 1 et comme p est impair, il vient w? € {w,w3,w5,w7}. Remarquons
aussi que w® = —w et W’ = w !, donc w? = —w™!. Remarquons aussi que 2? = w? + w7,
donc si w? = w ou w? = w™', il vient 2P = z; si WP = w? ou W = W°, il vient 2 = —x # .

Cela prouve que (iii) <= (iv) <= (v).

S-10



Exercice 1.13.

Voir exercice 1.11.

1 - 2 »
Remarquons que pz: € N. Puisque T = 1,on a (x%l> — " =g

L. Onab? =2 =1 d’apres le théoreme de Fermat, donc l'ordre de b dans [ divise 2¢: il est de
la forme 2F avec 0 < k < /.

2. On a a — a" = £1 si et seulement si a est racine du polynome X — 1. Comme X?* — 1 divise
XP~1 1 qui est scindé a racines simples (il posséde p — 1 racines d’apres le théoréme de Fermat),
donc X" — 1 possede 2u racines distinctes. En prenant au hasard un élément de [, on a donc

2u
= 217 chances d’avoir b = +1.
p—1

3. Si b # +1, alors b est d’ordre 2% avec k > 2, donc ¢ = b** " est d’ordre 4 : il vérifie (*)?=1et
¢® # 1, donc ¢ = —1. En pratique, si b # 41, on pose b; = b* (modulo p); si leb; = —1, alors
b est une racine de —1; sinon, on continue : on pose by = b7. Au bout d'u plus n — 1 étapes, on
aura trouvé notre racine de —1.

NB C’est en pratique la méthode qu’on utilise pour trouver la racine de —1 dans [, : on essaie
des nombres a au hasard, avec a chaque fois au moins une chance sur deux de succes. Le nombre
d’opérations utilisées est un < petit > poynoéme en log p : c’est beaucoup plus rapide si p est grand
que d’essayer tous les nombres de [F}...

Exercice 1.14.

1. Prendre pour a — 2 un nombre strictement positif qui est multiple de tous les nombres premiers
<n+1. Alors, pour 0 < j <n—1, 2+ 7 a un diviseur premier qui divise aussi a — 2, donc a + j
n’est pas premier.

k
a) On décompose a comme produit de nombres premiers. Cela donne : a = Hp?j (a; € N).

j=1
On effectue alors la division euclidienne de «; par 2 sous la forme o; = 23; +¢; avec 3; € N

k
et ¢; € {0,1}. On pose b = Hpjj.
=1

]7
Sia <, il vient 1 <b < y/x;onadonc E(v/z) choix pour b et 2 choix pour chaque ¢;.
Notons que I'inégalité est en général stricte puisque pour b < /z et €; donnés on n’a pas
toujours bpit ... pit < @
b) Pour chaque p E N le nombre des multiples de p dans [1,z] est E(z/p) donc leur proportion
Efx/p)

x p
I'estimation.

est ————= - Or tout élément de [1, z]\ Ay possede un diviseur premier dans |py, x], d’ott

¢) our z = 4" le nombre d’éléments de A,N[1, 2] est < 22*™ d’aprés (a), donc leur proportion

est < 1/2. On en déduit que la la proportion d’éléments N\ Ay dans [1,z] est > 1/2, donc
Z 1/p = 1/2 par (b). La série Z 1/py ne peut converger car son reste Z 1/p; ne

PEP, prp<p<w J >k
tend pas vers 0.

d) Soit B C N* l'ensemble des nombres entiers ne comportant pas le chiffre 9 dans leur
développement, décimal I y a 8 9% éléments de B & k + 1 chiffres tous plus grands que

1
10*. On a donc Z Z oF < +o00. En particulier Z — = +o0, donc P\ B est
n

nEB neP\B
infini.



Exercice 1.15.

1.

+o0o

a) Remarquons que v,(n) est le nombre de k > 1 tels que np™* soit entier, soit Z E(np_k) —
k=1

E((n —1)p™"). La formule s’en déduit par récurrence sur n puisque v,(1!) = 0 et v,(n!) =

> up(k) = vp((n = 1)) +vy(n).

b) Pour x € R, on a E(2z) — 2E(xz) = 0 si E(2x) est pair et E(2x) — 2E(x) = 1 si E(2x) est
impair, d’ou le résultat d’apres (a).

c) e De (b), on déduit que v, (2:> est inférieur ou égal au nombre des k tels que E(2np~")

In2

soit non nul, c’est-a-dire v, 2n < ( - n)
n Inp

e Sin < p < 2n, alors vy(n!) =0 et v,((2n)!) = 1.

e Sip<n< Ep’ alors on ne peut avoir p = 2 (car n > 3); il vient 2n < p*; on a alors

E(2np™) =2 et, pour k > 2, on a E(2np~"*) = 0. Donc d’apreés (b), on a v, (2:) = 0.

d) Onaln (2:) -3 (27?) Inp.

p premier

n

(i) Tl vient In <27:‘) > Yy, (2”) Inp > (x(2n) — (n)) Inn.

n<p<2n, p premier

(ii) On a d’apres (c),

2n 2n
ln(n) = E vp<n>lnp—|— E Inp
p<2n/3, p premier n<p<2n, p premier

< 7w(2n/3)In2n + (7(2n) — 7(n))In2n

2n—1

2. On a Z <2nk— 1) = 2?"=1 Or pour tout k, on a <2nk— 1) = (QnQﬁ;i 1) d’ou I'égalité

k=0

2n—1
:227172.
)

Remarquons que pour 0 < £k < n—1, on a <

, . 2n—1 ) o 2n —1 2n—2
en d’autres termes, la suite est croissante; il vient < 2 =
k o<k<n—1 n—1

n—1
(Qn — 1) < n(Qn — 1)‘ Or <2n) _ 2(2n — 1), dol (Qn) <ol ¢ n(Zn)
pr k n—1 n n—1 n n

—_

n—

e
I
o

?

2n—1 _2n—1—k: 2n —1 S 2n—1
k+1) k+1 k - k

11.2 Anneaux

Exercice 2.1. Ona2=12+1%2 = (1 +4)(1 —4) et —1 = 1 = 1% est un carré modulo 2. Donc 2 vérifie
tous ces énoncés.

On peut suppose désormais que p est impair.

Un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4, donc (i)=(iv).

Il résulte de l'exercice 1.11 que (iv) <= (iii).



Si p vérifie (iii), soit € N avec z < p—1 tel que 2° = —1 [p]. Alors p|(z+4)(x—14). Comme

T+t
p

¢ Z]il,

p ne peut diviser un de ces facteurs : il n’est pas irréductible, donc (iii)=-(ii).

Enfin si p = xy avec ,y € Z[i] non inversibles, il vient p* = v(p) = v(x)v(y). Et comme z et y ne sont
pas inversibles, v(z) # 1 et v(y) # 1, donc v(z) = v(y) = p; écrivant x = a + ib il vient p = a® + b?,
donc (ii)=(i).

Exercice 2.2.

1.

a)

d)

Comme G est commutatif, on a (ab)™ = a™b™ pour tout m € Z.

Soit ¢ l'ordre de ab dans G. On a (ab)fef = gF=*sphako — 1 donc ¢ divise kqk,. Par ailleurs,
on a (ab)’ =1, donc 1 = (ab)* = (a**)*b*a. On en déduit que b** = 1, donc ky|Ck,, et ky|¢
d’aprés le théoreme de Gauss. Puis, b° = 1 et comme (ab)g = 1, il vient aussi a* = 1, ce qui
implique que k,|¢. Enfin k k¢, donc k. ky, = ¢.

On a z® = 1 pour tout = € G si et seulement si k est multiple de 'ordre de & pour tout z,
1.€. si et seulement si k est multiple du PPCM noté n des ordres des éléments de G. Comme
I'ordre tout élément divise le cardinal de G, le PPCM des ordres divise le cardinal de G.

n
Il existe y; € G tel que — ne soit pas un multiple de 'ordre de y;. L’ordre ¢ de y; est de
Dj
n
la forme g = p;?m avec m premier avec p;. Comme ¢ divise n mais pas —, il vient & = m.
| p;
Posons alors z; = y;* qui est d’ordre p;-nj .

D’apres la question a) et par récurrence, 'ordre de ij est H p;-nj =n.

2. Soit K un corps commutatif et G un sous-groupe fini a N éléments de K*. Soit n son exposant.

a)

b)

Les éléments de K qui vérifient ™ = 1 sont les racines du polynome X" — 1. Ce polynome
de degré n a au plus n racines. Tous les éléments de G vérifient 2" = 1, donc N < n.

On a vu que n divise I'ordre N de GG. Comme N < n, il vient n = N. Il existe donc un
élément d’ordre N : le groupe G est cyclique.

Exercice 2.3.

1.

a)

a a
Pour tout a € {0,...,d — 1} on a p € A,. L’écriture — est irréductible si et seulement a et
d sont premiers entre eux. Dans A, il y a donc ¢(d) éléments dont 1'écriture irréductible

est de la forme %.

En regroupant les éléments de A, selon le dénominateur de leur écriture irréductible, on
obtient 1'égalité Z o(d) = n.

dln

En regroupant les éléments de G suivant leur ordre, il vient Z Sq =n.
d|n

e Par définition de l'ordre d’un élément d’un groupe, H a d éléments. Le groupe H est
cyclique d’ordre d; il est isomorphe a (Z/dZ,+); il a p(d) générateurs (éléments d’ordre
d).

e Comme H est un groupe d’ordre d, tout élément de H vérifie z¢ = 1.

e Les éléments de K qui vérifient y? = 1 sont les racines du polynéme X% —1. Ce polynoéme
de degré d a au plus d racines.

e Posons Z = {y € K™, Yl = 1}. D’apres ce qui précede, H C Z et Z a au plus d éléments,
donc Z = H.

D’apres ce qui précede, si G a un élément x d’ordre d, alors les élément d’ordre d sont les
générateurs du sous-groupe H engendré par z, et il y en a ¢(d).
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d)

On a Z Sg=mn= Z ©(d). Or pour tout d on a sq4 < ¢(n). Les nombres positifs ¢(d) — sq
din d|

ont une somme nulle : ils sont tous nuls. En particulier s, = ¢(n) n’est pas nul, donc G

possede un élément d’ordre n : il est cyclique.

Exercice 2.4.

1.

a)

Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique, donc si G x H est cyclique, G et H
sont cycliques (car isomorphes a des sous-groupes de G x H). Il reste a déterminer quand
le produit de deux groupes cycliques est cyclique, autrement dit, pour quels a,b € N* le
groupe Z/aZ x bZ est cyclique. Si a,b sont premiers entre eux, le groupe Z/aZ x bZ est
cyclique d’apres le théoréme chinois (1.35). Inversement, soit m le PPCM de a et b. Pour
tout (x,y) € Z/aZ x bZ, on a m(x,y) = (mx,my) = 0. Donc si Z/aZ x bZ est cyclique, il
existe (x,y) € Z/aZ x bZ d’ordre ab, donc ab = m, ce qui implique que a et b sont premiers
entre eux.

On a ¢(1) = p(2) = 1. Si n > 3 alors ou bien n = 2% avec k > 2 et p(n) = 2"7! est pair;
ou bien n admet un diviseur premier p distinct de 2 done s’écrit n = pFm ot k > 1 et m est
premier avec p. Alors ¢(n) = (p — 1)p" 'p(m) est divisible par p — 1, donc est pair.
D’apres le théoreme Chinois, (Z/nmZ)* est isomorphe a (Z/nZ)* x (Z/mZ)*. Les ordres
o(n) et p(m) de (Z/nZ)* et (Z/mZ)* sont pairs et ne sont donc pas premiers entre eux.
Leur produit n’est donc pas cyclique.

Les éléments du groupe (Z/8Z)* vérifient tous x> = 1, puisque 3* — 1, 5> — 1 et 7> — 1 sont
multiples de 8. Donc (Z/87Z)* n’a pas d’éléments d’ordre 4 : il n’est pas cyclique.

Cela est vrai pour k = 0. Supposons k > 0 et (1 + PP =1+ p"(1 4 pb). On a alors

p
(1 +p)pk+1 — (1 +pk+1(1+pb))p = Z <§>pj(k+1)<1 —i—pb)j. Or pk+3‘ (127) .p2k+2 et pour j > 3,
J=0

P3| %Y done, modulo p**3,

+1

1+ p.p" (1 4 pb)
= 1+ ptt?

(1+p)

Ona (1+p)P" =1 [pet (1+p? ~ #1 [p"]. Donc l'ordre de 1+ p divise p" ! et ne
divise pas p"~?; c’est donc p" L.

Soit m l'ordre de x dans (Z/p"Z)*. On a a™ =1 [p"]. En particulier ¢ =1 [p], donc m
est un multiple de p — 1. Ecrivons m = (p — 1)d (°). Alors 2% est d’ordre p — 1.

On a vu que dans (Z/p"Z)* il y a un élément u d’ordre p"~* et un élément v d’ordre p — 1.
Soit ¢ I'ordre de uv dans (Z/p"Z)*; on a (uwv)’ = 1, donc 1 = (uw)* @Y = (=1 P=Y On
en déduit que v*P=Y = 1, donc p"l(p — 1), donc p" ¢ (d’apres le théoreme de Gauss,
puisque p" ! et p — 1 sont premiers entre eux). Enfin, v* =1 et comme (uv)Z =1, il vient
aussi u’ = 1, ce qui implique que p — 1|¢. Enfin p"~*(p — 1) = p(p™)|¢, d’ott I'on déduit que
uv engendre (Z/p"Z)*.

Enfin, d’apres le théoreme Chinois, (Z/2p"Z)* est isomorphe a (Z/27)* x (Z/p"7Z)*, lui méme
isomorphe a (Z/p"Z)* (car (Z/2Z)* est le groupe a un seul élément) donc est cyclique

3. Ce sont 1,2,4 et les nombres de la forme p* ou 2p* avec p premier distinct de 2 et k € N*.

Exercice 2.5.

5. Remarquons que m divise Pordre de (Z/p"Z)* qui est égal & ¢(p"™) = (p — 1)p" 1, donc d est de la forme p* avec
k<n-—1.



1. a) Onawv(zr) =Tz € zZ[r]. Soient m,n € Z, notons r,s € {0,...,v(x) — 1} leurs restes ans
la division euclidienne par v(x). Alors (m + n1) — (r + s7) € zZ[7|. Cela prouve que tout
élément de Z[r|/xZ|7] est la classe d'un r + s avec r, s € {0, ...,v(x) — 1}, donc Z[7]/2Z[7]
est fini.

b) Pour tout z € Z[7], on a z—(r;+xs;) € xyZ|t| <= z—1r; € vZ[T] et : —s; € yZ[t]. On
en déduit qu’il existe un et un seul couple (i, j) tel que z — (r; +xs;) € xyZ|r]. L’application
de {1,...,n} x{1,...,m} dans Z[7]/xyZ|7] qui a (4, j) associe la classe de r; + xs; est une
bijection. On en déduit que Z[7]/xyZ[T] a nm éléments, soit v(zy) = v(z)v(y).

¢) Pour k € Z,on a a+br € kZ[1] <= a € kZ et b € kZ. Il y a donc k? classes : celles de
a+broua,be{0,...,k—1}. Notons que I'application x +— T est un automorphisme de
I'anneau Z[7]. On en déduit que v(z) = v(Z). On a alors v(2)* = v(2)v(Z) = v(2T) = (2 7)?,
donc v(z) = v 7 = |z|*.

2. a) Soit z € Z[7]. Il existe g et r tels que z = qr + 1 avec V(r) < V(z). Par minimalité de V' (z),
il vient r € {0,—1,1}. On en déduit que Z[7]/xZ[7] a au plus 3 éléments, soit v(z) < 3.

b) On a v(z) = (Rez)? + (Imz)? < V3. On en déduit que |[Rez| < V3 et |Imz| < V3. En
particulier, x ¢ Z (puisque = ¢ {0,—1,1}) et Imaz # 0. Or x = a + br avec a,b € Z. 1l vient
| > 1. Comme [Imz| = |b]Im T, il vient Im 7 < V/3.

Exercice 2.6.

1. Puisque a € G et G est un sous-groupe de (C, +), il vient Za C G, donc Za C GNRa. Soit t € R
tel que tar € G et notons n sa partie entiere. Alors ta—na € G. Or [ta—nal? = [t—n|?|al? < |af*;
il vient ta — na = 0 par minimalité de |a|.

2. Posons A u. Puisque |a| < |, il vient |u| > 1. Puisque |5 — «| < |B], on a |u — 1| < |u|, donc
a
Reu < 1/2; de méme |5+ af < || donc Reu > —1/2.

. On a donc

Y —n’ < 1/2, soit |Im (y —

x
3. Posons y = —. Soit n l'entier le plus proche de
o mu

nu)| < (Imw)/2.

Soit alors m l'entier le plus proche de Re(y — nu). On a |Re(y — nu — m)| < 1/2. 11 vient
ly — nu —m|* = |[Re(y — nu — m)|* + [Im (y — nu)|> < 1/4(1 + (Imu)?) < |u*/2. On a donc
ly — nu —m| < |u|, soit |x — (ma +nB)| < |5

mu

r — (ma +np)
¢ «

R

Par minimalité de | 3], il vient 2 —(ma+ng) € Za. Or

’ < 1, donc £ = ma+ng.

Exercice 2.7.
1.Onatae Jet 70 e J!

2.0nat=a+ bé et, comme les parties imaginaires de 7 et é sont positives, b > 0.
a Q@
3. Ona M (g) =T (g) ; donc 7 est une valeur propre de M. L’autre valeur propre est donc 7 et

les espaces propres respectifs sont C (g) et C (%)

La trace et le déterminant de cette matrice sont donc a +d =747 =1 et ad — bc =77 = 5.
Comme a et d sont entiers et a +d = 1, ces deux nombres ne peuvent étre strictement positifs
ou strictement négatifs. Leur produit est négatif ou nul. Par ailleurs a et d ne sont pas de méme
parité (leur somme est impaire) donc ad est pair. Comme ad — be = 5 est impair, bc est impair,
bone b et ¢ sont impairs. Enfin, 4bc + (a — d)* = 4(bc — ad) + (a + d)* = =20 + 1 = —19.

4. Divisant par « les égalités Ta = aar + b0 et 73 = ca + df3, il vient (Sigi) =T (;) Donc
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a) bz’ + (a — d)xz — ¢ = 0; 'autre racine du trinome bX? + (a — d)X — c est 7.
a—d

.o . C — .
b) Le produit Tz de ces racines est 3 et la somme = + 7 des racines est

c) Ces inégalités proviennent des inégalités |x| > 1 et |Rex| < 1.
5. On a —4bc > 4b* et (a — d)? < b?, donc 19 = —4bc — (a — d)* > 4b* — b* = 3b*.
6. Puisque b est impair et 3b% < 19, il vient b = 1.
7. Donc = (7 — a)a. On en déduit que le sous-groupe de J de base («, 7)) contient 3 : c’est J.

Par suite J = aZ[7]. Ceci étant vrai pour tout idéal, Z[7] est principal. D’apres 1'exercice 2.5, il
n’est pas euclidien.

Exercice 2.8.

1. L’idéal J engendré par 2 et X est 'ensemble des P € Z[X] tels que P(0) est pair. Si P € J qui
divise 2 alors 0P < 02 = 0, donc P est un polynéme constant, et comme P € J et P|2, il vient
P = +£2; donc P ne divise pas X (dans Z[X]). L’idéal J n’est pas engendré par P.

2. Remarquons que, si la partie imaginaire de 7 est > v/2, alors Pélément 2 est irréductible dans
Z|t] : si 2 = uv avec u,v € Z[7|, alors uwuvv = 4 et puisque uu,vv € Z[t] "Ry = N, uu < 2, ou
vT < 2. La partie imaginaire de tout élément de Z[7] est un multiple de celle de 7 qui est > V2.
Donc si vz < 2, alors u € Z, donc u = £1. Donc 2 est bien irréductible. Si Z[r] est factoriel, une
écriture 2T = 2b avec x € Z[7] et b € N impose que 2 divise un des facteurs, donc /2 € Z[r].
SiT=1iV2kaveck > 2 ona7tt =2k;siT=1ivV2k+1,aveck > 1,ona (1+7)(1+7) = 2(k+1),

1+7

2

et puisque % & Z[t] et ¢ Z[7]. On en déduit que Z[7] n’est pas factoriel. Méme raisonnement

14+1v15

T = 4.
5 vu que 7T

pour 7 =

Exercice 2.9.

1. Si P est un polynéome non nul & coefficients dans K tel que P(x) = 0, alors P € K;[X], donc z
est algébrique sur K !

2. Remarquons qu’un sous-anneau A de L contenant K et qui est un K-espace vectoriel de dimension
finie est un corps. En effet, si a € A n’est pas nul, 'application K-linéaire y — ay de A dans A
est injective (vu que A est integre : c’est un sous-anneau de l'anneau integre K), donc bijective
puisque A est de dimension finie; il existe donc b € A tel que ab = 1, ce qui prouve que a” ' € A.
Si x est algébrique sur K, alors 'ensemble {P(z); P € K[X]} est un sous-corps de K isomorphe
a K[X]/w ou w est le polynome minimal de z. Il est de dimension finie sur = et contient x.

Si A est un sous-anneau de L contenant K et x et qui est un K-espace vectoriel de dimension
finie disons n. Alors (1,z,...,2") sont liés : il existe donc un polynome P de degré < n tel que
P(z) = 0.

3. Si K5 est de dimension finie sur K, alors le K-espace vectoriel K; qui est un sous-K-espace
vectoriel de K5 est de dimension finie. Tout systeme générateur (aq,...,a,,) € Kj'du K-espace
vectoriel K5 est un systeme générateur du Ki-espace vectoriel K.

Inversement, soit (a4, ..., a,) une base du K espace vectoriel Ky et (by,...,b,) une base du K;-
espace vectoriel Ky. On démontre que (a;0;)1<i<p; 1<j<q €st une base du K-espace vectoriel K,
ce qui démontrera que K, est un K-espace vectoriel de dimension pgq.

Soit € Ky. Il existe (p1,...,u,) € Ki tels que z = Z,ujbj et, pour chaque j, il existe
j=1
q

p p

(A --3Apj) € KP tels que p; = E Aija;. on a alors x = E E Aija;b; donc le systeme
i=1 j=1 i=1

(aibj)lgigp; 1<5<q est générateur.



q p p n
Soient (A;;) € KP? tels que ZZ)\i,jaibj = 0; posons p; = Z)\i,jai; il vient Zujbj =0 et
j=1 i=1 i=1 j=1
puisque (b;) est libre (sur &) il vient p; = 0 pour tout j; enfin puisque (a;) est libre (sur K) il
vient \; ; = 0 pour tout 7, j. Donc le systeme (a;b;)1<i<p: 1<j<q €st libre.
4. a) Onaa '€ Ky, donc o' est algébrique.
b) Comme [ est algébrique sur K donc sur K7, il existe un sous corps K, de L contenant 3 et
K de dimension finie sur K; donc sur K. Alors a+ 3 € K5 et aff € Ky, donc a + 3 et afs
sont algébriques sur K.

5. La premiere assertion est claire. Si x est algébrique sur K', il existe P € K'[X] non nul tel que
n

P(z) = 0; écrivons P = Z aX"®. On démontre immédiatement par récurrence sur n € N qu'il

k=0
existe un sous corps K; de L contenant ag,...,a, et K de dimension finie sur K. Alors = est

algébrique sur K; donc sur K.
11.3 Polynomes et fractions rationnelles

Exercice 3.1. Si p/q est racine avec p et ¢ premiers entre eux, on écrit 0 = ¢"P(p/q) = Z app®q"E.
k=0

Comme p et ¢ divisent cette somme, il vient p|qg"ag et g|p™a,, donc plag et g|a, d’apres le théoreme de
Gauss.

Exercice 3.2. Successivement sur Q sur R et sur C, on trouve

P = (X-1)(X?*+5)(X*-3X +1)
3+5 3-5

G S e e [P )
— (x-nx -2 +2ﬁ)(x -2 _2\/5)()( +iv/5)(X —iv5)
Exercice 3.3. On trouve F' = 2 + 4 + A + LA Donc une primitive de t — F(t)
X3 X2 X X-1 (X-—-1)
esttr—>—é—%—&—l—?ln‘tjl‘—l—coﬁcest une constante.

Exercice 3.4. Les conditions P(0) = 1 et P'(0) = 0 s’écrivent P = 1+ aX? + bX>. On a alors
Pl)=14a+b=0et P'(1)=2a+3b=1,donc a=—4 et b=3.

Le polynome ) — P s’annule en 0 et en 1 ainsi que sa dérivée si et seulement s’il est divisible par
X?(X — 1) Donc les polynomes qui conviennent sont 1 —4X? +3X* + X?*(X —1)?B avec B € K|[X].

Exercice 3.5.

) 0 1 1( 1 1 ) 1 ( 1 1 ) 1 U it
a na = — — = — — . ne primitive
P —22—2 3\22—2 22+1) 6v2\z—v2 242/ 3@2+1) P

1
est r — ln‘

6v/2

1
+ —Arctanz + c.

x—\/ﬁ‘
4203

rdr 1 T (22 +1) — 222
b) O = — . Or, la dérivée d t =
) na/<x2+1)2 2(x2+1)+c r, la dérivée ex»—>$2+1 est x +— TR
2 1 dx x 1A
($2+1)2—x2+1,d0nc R :2(x2+1)—|—§ rctan x + c.
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2 — 1 2y — 18 1 ) 2 3 4 5
C) Posons y =1 — 2. On a y6: + Yy y6 _ + +ty+y “';J +y +?/_
(I-yy® 1-y (1-y)y l—y Y
D / r+1 | ‘ T ’+ 1 . 1 i 1 n 1 n 2 n
onc | ——— =1In c.
x(z —1)8 r—11 1—2 2(1—-2)2 3(1—-2) 4(1—-2)* 5(1—2x)°

d d d
d) (Regles de Bioche : on pose u = sinx) / T /M = / Y

cos3 x cost (1—u?)?
0 1 1 L 1 n 1 1
r = — )
(1—u?)? 4u—-1)?2 4u+1)2 4u+l) 4u-1)
D / dx 1l 1+sinx+1< 1 1 >+
onc =—In - — c.
cosz 4 1—sinx 4\1—sinz 1+sinz

Exercice 3.6. On a

4yt +2° = 3ryz = (v +y+2)((2® +y*+27) — (xy +yz + 21))
= (r+y+2)((@z+y+2)° -3y +yz+z22))

On en déduit que 3zyz = 2° +9° +2° — (v +y+2)(x +y+2)* = 3(xy+yz+22)) = 15— 3(9—3) = 3.
Donc z,y, z sont les trois racines du polynéme X*® — 3X? + X + 1. Ce polynoéme possede la racine
< évidente > 1, done X® —3X2 4+ X +1=(X —1)(X?—2X —1) = (X —1)(X =1 —V2)(X —1+V2).
Donc z,y, z sont égaux a permutation pres a 1,1 + \/5, 1—+V2.

Exercice 3.7. Notons d le PGCD de a et b.

1. Remarquons d’abord que, pour tout p,q € N, le polynéme X? — 1 divise le polynome X*? — 1.
Notons a = bg + r la division euclidienne de @ par b. On a X* — 1 = X" (X" — 1) + X" — 1.
Puisque X® — 1 divise X"(X* — 1) et r < b, le reste de la division euclidienne de X* — 1 par
XV —Test X" —1.

2. On peut supposer que a > b > 0. Effectuons l'algorithme d’FEuclide : on obtient une suite
décroissante ro =a =1 =b>ry > ... > r, = d tels que, pour 2 < j < n, r; soit le reste de la
division euclidienne de r;_5 par r;_; et 7, divise r,,_1. On déduit de la question 1, que le reste de
la division euclidienne de X2 — 1 par X"7-' — 1 est X7 — 1; de plus X™ — 1 divise X"+ — 1.
D’apres Palgorithme d’Euclide, le PGCD de X — 1 et X° — 1 est donec X% — 1.

3. Donnons-nous une relation de Bézout au —bv = d. On a donc (X™ —1) — X4 X" —1) = X? - 1.
Puisque X® — 1 divise X™ — 1 et X® — 1 divise X* — 1 cette égalité est une relation de Bézout.

4. Les polynomes A et B sont scindés a racines simples sur C. Les racines communes sont les A € C
tels que A* = \* =1 c’est & dire les éléments de C* dont 1’ordre dans le groupe C* divise & la fois

a et b, i.e. qui divise d. On en déduit que le PGCD de A et B vus comme polyndémes sur C est
d—1

[Jx —e) =x—1.
k=0
Pour finir, démontrons le résultat fort utile suivant :

Théoreme. Soit L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Soient A, B € K[X|. Notons D
leur PGCD vus comme polynomes sur K. Alors D est le PGCD de A et B vus comme polynomes
sur L.

Démonstration. On a une relation de Bézout D = AU + BV avec U,V € K[X]| C L[X], et
puisque D est un diviseur commun de A et B (sur K donc sur L) c’est leur PGCD. n

Exercice 3.8.



1. Notons Ay,..., A\ les racines de P de partie imaginaire strictement positive écrites avec leur
k

multiplicité. On a P = [J(X = \))(X = X)) = Ad ot A = [] X — A;. Les polynomes A et A
. o
n’ont pas de racines corrimunes : ils sont premiers entre eux. !

2. Existence : Comme A et A sont premiers entre eux, il existe U,V € C[X] tels que AU + AV = 1.
Alors AU est congru a 1 modulo A, donc i(1 — 2AU) est congru a i modulo A, et a —i modulo
A. Ecrivons i(1 —2AU) = PQ + J la division euclidienne de i(1 —2AU) par P. Alors J convient.
Unicité : Si J; et Jo vérifient ces conditions alors J; — Jo est divisible par A et A donc par leur
PPCM qui est P - puisque A et A sont premiers entre eux. Comme J; — J, est de degré < 2k, il
vient J; — Jo = 0.

3. Le polynéme J vérifie les mémes conditions : écrivons J —i = AB : et J +i = AC il vient
J+i=ABet J—i=AC. Donc J = J (d’apres l'unicité) soit J € R[X].

Enfin J?> = —1 modulo A et modulo A donc J? = —1 [P].

4. 11 s’agit de vérifications plutot longues - mais sans surprises...

5. Soit P € R[X] un polynéme unitaire annulateur de f sans racines réelles : par exemple le polynéme
minimal ou le polynome caractéristique de f. Soit J € R[X] comme ci-dessus. On pose j = J(f).
Puisque P|J? 4 1, il vient j> = —idg; enfin fJ(f) = J(f)f, d’'ou le résultat.

Exercice 3.9.

) . (AB)’ A B
1. Si A et B sont deux polynomes ona - ——- = —+ 7h Décomposons P en facteurs irréductibles :
k
m; P,
P:aHPZ-mZ Ona——z
i=1
2. Théoréme de Lucas. Ecrivons P = a H (X — \;)™. Si z est une racine de P’ qui n’est pas un des
=1
A;, on a
0= P'(z) Z m; zk:mi(z—)\i)
- P(2) — -\ B — |z = A
mi(z — i)
Prenant le complexe conjugué de cette égalité, on trouve Z W = 0, donc z est barycentre
Z J—
m;
des \; affectés des coefficients strictement positifs W
Z= A
3. a) Le triplet (1,4,7?) est un repere affine d’ott I'existence et unicité de ¢. Toute application
.y . a+j28+7
affine est de cette forme... On peut aussi résoudre le systeme et trouver a = #,
. .2
o o ,
b= # et ¢ = # Ecrivant (u + v)* = 3uv(u + v) + u* + v*, on trouve

immédiatement que «, 3 et v sont racines de (X — ¢)® — 3ab(X — ¢) — a® — b*.

b) Convenons d’appeler ellipse de Steiner d’'un triangle toute ellipse tangente au milieu des trois
cotés du triangle. Nous devons donc établir 'existence et unicité d’une ellipse de Steiner.

e La transformation ¢ transforme le cercle inscrit C du triangle équilatéral (1,7, %) en une
ellipse de Steiner - d’ou son existence.

e Si & est une ellipse de Steiner du triangle T = («, 3,7), il existe une transformation affine
¢ telle que ¢'(€) soit un cercle. C'est le cercle inscrit du triangle ¢/(T), et une ellipse
de Steiner pour ce triangle. Notons (A, B, C) le triangle ¢'(T) et A, B',C" les milieux et
points de tangence. On a AC' = BC', AB' = CB' et BA' = CA’ (milieu) et AB" = AC’,
BA' = BC' et CA’ = CB’ (cercle inscrit). Donc ¢(T) est équilatéral. Alors, ¢' o £ est une
similitude, donc ¢' o ¢(C) est le cercle inscrit ¢'(E), donc € = ¢(C), d’ont 'unicité.
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Enfin, écrivons a = |a|uv et b = |bluv ou u et v sont des nombres complexes de module 1.
Onal¢=T.,0R,0oDoR,ou R, R, sont des rotations R,(z) = vz, R,(2) = uz, T, est la
translation T'(z) = z+¢; enfin D(z) = |a|z + |b|Z, soit D(z +iy) = (Ja+ |[b])x +i(|a] — |b])y.
Notons que comme «, 3, ne sont pas alignés, ¢ est bijective, donc |a| # |b|.

On a R,(C) = C; I'image par D de ce cercle de centre 0 et de rayon 1/2 est ellipse

2 21
d’équation (, I+ b|> + <| = i | b|) 1 ses foyers ont donc comme coordonnées y = 0
a
b b|)
PSRV I ) UV Y

Enfin T, o R, est une isométrie donc les foyers de l'ellipse de Steiner ont pour affixes ¢ +

lab| = ¢ 4 2z ol 2 est une racine carrée de ab = u?|ab|.
22

x
Dans une ellipse d’équatlon — + 172 = 1 (dans un repére orthonormé) de demi grand axe a et demi petit axe

b (avec a > b > 0), les foyers ont pour coordonnées (+v/a? — b2,0). Pour se le rappeler, notons A = (a,0) et
B = (0,b). Si F et F' sont les foyers de coordonnées (+c,0), on a AF + AF' = 2a = BF + BF' = 2\/b? + ¢2.

Exercice 3.10. Fixons un repere orthonormé (0,1, j) dans lequel I’équation de H soit xy = ¢. Notons
(p,q) les coordonnées de P dans ce repere. On a ¢ = pq. Celles de P’ sont donc (—p, —q). Quitte a
changer i en son opposé, on peut supposer que p > 0. L’équation du cercle C est 2 +y* — 2px — 2qy =
3(p® + ¢*). Le point de coordonnées (x,%) est dans l'intersection H N C si et seulement si zy = pq et
2 +y* — 2pr — 2qy = 3(p* + ¢*). Multipliant par z°, on trouve (puisque zy = pq)

vt + p® — 2pax® — 2pgPx — 3(p* + ¢*)2? = 0.

Posons g(z) = 2* — 2pa® — 3(p* + ¢*)z* — 2pg*r + p*¢*. Les points d’intersection de H N C sont les
couples (z, —q), avec x € R* racine de g. On sait déja que —p est un racine de cette équation.
x

1. On a g(0) = p*¢® > 0 et g(p) = —p*(p* + ¢*) < 0, enfin hrf g(x) = 400. On en déduit que g a

une racine dans |0, p[, une racine dans |p, 400 et un nombre pair de racines (avec leur multiplicité)
dans | — 0o, 0[. Comme —p est racine, ce polynome du 4e degré est scindé sur R.

2. Les trois autres racines satisfont x4 + xp + ¢ — p = 2p, donc x4 + v + r¢c = 3p. Par symétrie

(x,y) — (y,x), on trouve que les ordonnées des points d’intersection vérifient y4 + y5 + yc = 3q.
; _Pq pq pq pqg  Ppqos

[Ou, mieux, ya +yp+yc —q= "+ "+ "— —— =
. : ta Ip Lo P 94 : : .
centre de gravité du triangle ABC'. Par ailleurs, P étant le centre du cercle circonscrit du triangle

ABC, médianes et médiatrices sont confondues. Donc ABC' est équilatéral.

= 2¢.] Cela prouve que P est le

Exercice 3.11.

1. a) Le plus simple est d’utiliser la matrice compagnon de P : c¢’est une matrice a coefficients
entiers A € M,(Z) dont le polynéme caractéristique est (—1)"P. Alors le polynéme ca-
ractéristique de A* est (—1)" P, (il suffit pour voir cela de trigonaliser A). Il est & coefficients
entiers.

b) On sait que (—1)"7a; est la somme des produits z;, ... z;, o 1 < iy <ip <...<i; < n. Il

yen a (n) tous de module 1.
J

On peut aussi raisonner par récurrence sur n, écrivant @ = (X —xz,)@Q; ou Q1 = H X —z;j.

Si on éerit Q = ijXj (avec b, = 1), on a ag = —x,by et, pour j # 1, a; = bj_1 — x,b;.
=0
Donc |ag| < 1 (en fait |ag| = 1) et |a;| < |bj| + [bj_1]; d’apres I'hypothese de récurrence, il

1
-1 -1
vient |a;| < (n , )—i—(n ): n
J J—1 J
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c) D’apres b), il y a un nombre fini de polynémes unitaires de degré n a coefficients entiers
dont toutes les racines (complexes) sont de module 1. L’application ¢ mapsto P, n’est donc
pas injective.

n n
d) On a H X —at = H X — ' L’énoncé résulte de 'unicité de la décomposition en facteurs
k=1 k=1
irréductibles.

e) Démontrons cette propriété par récurrence sur r. C’est vrai pour r = 0 et 1. Supposons-la
vérifiée pour r. Soit alors k € {1,...,n} et posons j = o(k). On a

r+1 i m T i m m m m
()" = (2)" = @) = @)™ = (ay)" = 2y

f) Notons 7 l'ordre de la permutation o. On a " " = 1.

Remarque. En utilisant le fait que les polynomes cyclotomiques sont irréductibles sur Q, on
en déduit que P est un produit de polynomes cyclotomiques.

2. En effet, il existe Q € Z[X] unitaire de degré 2n tel que z"P(x + 1/x) = Q(x) pour tout z € C*.
Ecrivant P = HX —bj,ona () = I_IX2 —b; X +1. Puisque on a b; € R et |b;] < 2, le polynome

j=1 Jj=1
X2 — b; X + 1 a deux racines complexes conjuguées x; et Z; de module 1 (éventuellement toutes
deux égales a 1 ou —1).
D’apres ce qui précede x; est une racine de I'unité z; = €'%™ avec ¢; € Q, donc b; = x; +7; =
2 cos g;.

3. Les racines du polynome caractéristique de A sont réelles comprises entre —2 et 2. Elles sont donc
de la forme 2 cos qm avec ¢ € Q d’apres la question précédente.

Exercice 3.12.

1. Si f est surjective, il existe P € E, et Q € E,, tels que fa 5(P,Q) =1 donc A et B sont premiers
entre eux. Donc (ii)=(i).
Si A et B sont premiers entre eux et fa p(P, Q) = 0, alors AP = —B(); ce polynome est un
multiple commun de A et B, donc de leur PPCM AB. Comme son degré est < m + n, il est
nul, donc P = ) = 0; 'application linéaire f est alors injective, donc surjective par égalité des
dimensions. Donc (i)=>(ii).
La matrice de fap de la base By = ((1,0), (X,0),...,(X"1,0),(0,1),(0,X),...,(0,X™ ")) de
E, x E,, dans la base B; = (1,X,..., X" ') de E,,,, est la matrice carrée de colonnes
Coy...,Cn_1,Doq,..., Dy 4. Léquivalence (ii) <= (iii) en résulte.

2. Le polynome A a des racines multiples si et seulement si A et A’ ne sont pas premiers entre eux,
donc si et seulement si Resg 4 = 0.

c b 0
3. a) Danscecas Resap=|b 2a b|=—a(b®— 4dac).
a 0 2a
g 0 p 00
pqg0po0
b) OnaResap=0 p 3 0 p|=4p®+ 274
1 00 30
0100 3
c) Démontrons par récurrence sur le degré n de A que Resy x_, = A(b).
Pour n =1, on a Res(ag + a1 X, X — b) = ZO _1b = ag + a1 b.
1
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Ecrivons A = Zaka =ag+ XA, ou Ay = Zaka_l.
k=1

k=0
On a
Qo —b 0 ... 0 0
(5} 1 —b ... 0 0
ag 0 1 ... 0 0
Res(A, X —b) =| | } o o
n—1 0 O ... 1 —b
an O 0 ... 0 1

Développant par la premiere ligne, il vient Res(A, X — b) = ag + bRes(A41, X — b). D’apres
I'hypothese de récurrence il vient Res(A, X — b) = ag + bA;(b) = A(b).
NB On peut aussi développer par rapport a la derniere ligne, ou la premiere colonne...

On peut aussi effectuer un changement de base :
Considérons la base By = (1, X —b, X (X —b), X*(X —b),..., X" 1(X —b)). Décomposons A

m—1
dans cette base en écrivant A = A(b) + Z ax X*(X —b). La matrice de passage de B a B,
k=0

est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc Resy p est égal au déterminant
de la matrice de f allant de la base By dans la base B :

AB) 0 0 ... 0
Q) 10 ... 0
MatBQ,BQ(f) fg Oél 0 1 N O
a0 0 ... 1

donc Resa (x—p = A(b).

a) Echanger A et B revient a permuter les colonnes de la matrice par la permutation o définie
par o(i) =m+isil <i<neto(i)=i—nsin+1<i<m+n. La signature de cette
permutation est (—1)™".

b) Remplacer B par bB revient a multiplier les m derniéres colonnes par b.

c) A Daide de (b), on peut supposer que Bj est unitaire. Notons n; et ny les degrés respectifs
de B; et By et posons B = BBy et n =nq + ns.
Considérons les applications linéaires

o: By X By X By — B, X By, définie par (P, P, Q) = (P + B1 P, P)
g:E, xE,, xE, — E, XFEj.,,, définiepar g¢g(P, P, Q)= (P, AP+ ByQ)
h:En X Enyin, — Enan, définie par h(Py, R) = AP, + BiR,

de sorte que fapoyw =hog.
On considere les matrices de ces applications dans le§ bases By de E,, x E,,, et et By de E,, 1,
ainsi que les bases analogues B de E,,, X Ey,4p, et Bde E,, X E,, X E,, :

B =((1,0),(X,0),....(X™",0),(0,1),(0,X),..., (0, X""="1))
B =((1,0,0),(X,0,0),...,(X™0,0),(0,1,0),...,(0, X™~1 0),(0,0,1),...,(0,0, X"271))

Dans ces bases :
e la matrice Mat(p) de ¢ est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et son
déterminant vaut 1 (car le polynome B; est supposé unitaire) ;
. . I,
e la matrice Mat(g) de g est diagonale par blocs Mat(g) = ( ! 0 ); son

0 Mat(fA,Bz)
déterminant vaut R4 g, ;
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Mat(fA,B2> Q
0 T
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et son déterminant vaut 1 (car B; est
supposé unitaire).
Les formules (d), (e) et (f) en résultent facilement.

e celle de h est triangulaire par blocs de la forme Mat(h) = ou T’ est

Exercice 3.13.
1. Tout diviseur commun de Py et Py divise Py = Q11 Px — Pry1, donc il divise P, et par
récurrence, il divise P et P’. Or P et P’ sont supposés premiers entre eux.

2. Sur tout intervalle ne rencontrant pas A, les polynomes P, gardent un signe constant. Le dernier
reste non nul est le pged de P et P'. 1l est constant (et non nul).

3. Puisque Py et Py, sont premiers entre eux, ils n’ont pas de racines communes, donc Py, 1(x) # 0.
Comme Py_1(z) = Qpi1(2)Py — Pey1(x) = —Prya(x), Peo1(x) et Pyyi(x) sont non nuls et (de
signes) opposés. L’ensemble A est fini. Il existe donc un intervalle ouvert J contenant x tel que
JNA={z}.

a) Sur l'intervalle J les polynomes Pj_; et Py.; gardent des signes contraires; donc pour y €
J\ {z}, quel que soit le signe de Py(y), le nombre de changements de signe dans la suite
Pie1(y), Pe(y), Prs1(y) est égal a 1.

b) Notons N, = {k; 1 < k <m; P(z) = 0} et écrivons N, = {ky,...,k.}, avec r > 1 et
0<k <...<k,<m.Par(a),sir>2etl<j<r, alors k;i1 > k; +2; de plus, pour
y € J\{z}, n(y) est le nombre de changements de signes dans la suite formée de P;(y) pour
j & N,. Il est constant sur J.

4. Comme ci-dessus, posons N, = {k, 1 <k <m; Pi(z) =0}. Par 3.a), 1 € N, et le nombre ng de
changements de signes dans la suite formée de P;(y) pour 1 < j < m, j € N, est constant sur
J. De plus, si P'(z) > 0 (resp. P'(z) < 0), alors P est croissante (resp. décroissante) sur J, donc
pour y € J, P(y) est de méme signe que P'(y) si y > x et de signe opposé si y < z. Il s’ensuit
que ng(r) = ng et ng(x) = ng+ 1.

5. Notons =1 < ... <z, les points de ANja,bl. On a n(a) = ny(x1), na(x;) = ny(rj+1) et ng(x,) =
n(b). Donc n(a an — ng4(z). Notons B C A l'ensemble des racines de P. On a

ng(z) —ng(z) =0siz & B et ng(z) —ng(z) =1 pour x € B. Le théoreme de Sturm en résulte.

Exercice 3.14.

3
1. Berivons P = [[X — 21 = X* = aX® + bX* = cX + d et [[X —u = X° — aX” + BX — 5 ol
i=1 i=1
a=z1+2+23+24, 0= 2120+ 2123+ 2120+ 2223+ 2224 + 2324, ¢ = 212023+ 212224 + 212324+ 222324
et d = 21202324 ; 0 = Uy + U + uz, B = uius + uiug + usug et ¥ = ugusug.

On trouve

a = b

_ 2 2 2
B = zi(2223 + 2224 + 2324) + 25(2123 + 2124 + 2324) + 25(2122 + 2124 + 2224) +

2
+25 (2120 + 2123 + 2223)
= ac—4d
2,22 2.2.2 2.2.2 2.2.2

Y = 212523 + 212520 + 21232 + 252325 + zl 202374 + 212223z4 + 21z223z4 + 212’22324

= (* —bd) + (a* — 2b)d

2. Une fois trouvé les u;, on peut trouver (z; + 23)(z3 + 24) = ug + us, et puisque on connait aussi
21 + 22 + 23 + 24 = a on trouve z; + 25 et z3 + 24. De méme on trouve z; + z; pour ¢ # j. Donc
on trouve enfin 2z = (21 + 22) + (21 + 23) + (21 + 24) — a.
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Exercice 3.15.

1. D’apres le (petit) théoreme de Fermat, tout élément de F, est racine du polynéme X” — X. Donc
H (X — z) divise X? — X. Ces polynomes sont donc égaux car ils sont unitaires et ont méme
z€lF,
degré.

2. On adonc XP™!' —1= H (X — ), et prenant la valeur en 0, il vient —1 = (—=1)?"*(p — 1)! [p).

z€Fy

Exercice 3.16.

1. Notons 7 : Z[X] — FF,[X] la réduction modulo p. C’est un morphisme d’anneaux. Si p divise tous
les ¢, on a m(AB) = 0, et comme F,[X] est integre il vient 7(A) = 0 ou w(B) = 0.

2. Si ¢(A) = ¢(B) = 1, aucun nombre premier ne divise tous les a; ou tous les b;. Donc par 1.,
aucun nombre premier ne divise tous les ¢;, donc ¢(AB) = 1. Dans le cas général, on peut écrire
A =c(A)A; et B = ¢(B)B; avec Ay, By € Z[X] de contenu 1. On a alors AB = ¢(A)c(B)A1 By
et donc ¢(AB) = ¢(A)e(B)c(A1By) = ¢(A)e(B).

3. Soit P € Z[X] non scalaire. Si P est irréductible sur Z, on a ¢(P) = 1 (puisque P est divisible par
¢(P)). Supposons donc que ¢(P) = 1 et que P n’est pas irréductible sur Q et donnons-nous une
décomposition P = AB avec A, B € Q[X] non scalaires. 1l existe a,b € N* tels que aA € Z[X]
et bB € Z[X] (prendre les PPCM des dénominateurs des coefficients de A et B respectivement).
Ecrivons aA = c¢(aA)A; et bB = ¢(bB)B;. On a alors c¢(ad)c(bB) = ¢(abAB) = c¢(abP) = ab,
donc abA;B; = c(aA)c(bB)A1 By, = aAbB = abP, ce qui donne P = A;Bj, donc P n’est pas
irréductible sur Z.

Exercice 3.17. Supposons que P = AB avec A, B € Z[X]. Comme P est unitaire, on peut supposer
(quitte a les remplacer par leur opposé) que A et B sont unitaires. Notons n, a, b les degrés respectifs
de P, A et B. Notons 7 : Z[X] — F,[X] la réduction modulo p. C’est un morphisme d’anneaux. On a
p(P) = X" = w(A)7(B). Or le seul polynéme unitaire de degré a divisant X" est X¢, donc 7(A4) = X
et de méme 7(B) = X°. En d’autres termes tous les coefficients sauf le coefficient dominant de A et B
sont divisibles par p. Si A et B était non constants, p divise A(0) et B(0), donc p? divise P(0), ce qui
est contraire a I’hypothese.

NB Cette démonstration marche aussi si au lieu de supposer que P est unitaire, on suppose juste que
le contenu de P est 1 (cf. exerc. 3.16).

Application. Posons P = ®,(X +1). On a (X —1)®, = X? — 1, donc XP = (X + 1)’ — 1. Il vient
X7(P)=X?+1—1= X? donc n(P) = X?~'. Par ailleurs P(0) = ®,(1) = p. On peut appliquer le
critere d’'Eisenstein : P est irréductible sur Q, donc ®, est irréductible sur Q.

Exercice 3.18.
1. Les racines multiples sont les racines du pged de P et P'.

2. Comme X? — X = H X —a, le pged de P et X? — X est le produit des X — a pour a racine de

aclFy

P.
3. a) On pose A = pged(P, X" — X)et B= pgcd(P,Xprl +1).
b) Pour z € IF,, on a 2T € {—1,1}. On a donc I"équivalence entre les assertions suivantes

(i) @ sépare a et b;

p—1 p—1

(i) (a—C)Tjé (b—c) 7 ;
i (5237 =




Exercice
1.

a)

b)

. & ,
(iv) n’est pas un carré.

L’application ¢ +— - 3 @ est une bijection de I, \ {a,b} sur I, \ {0, 1}. Donc on a bien (un
C p—

peu plus d’) une chance sur deux de séparer a et b en prenant ¢ au hasard.

En prenant ¢ au hasard puis en regardant le pged de P et Q. = (X — c)pT_1 — 1 on a beaucoup
de chances de se retrouver avec deux facteurs de degré plus petit. Puis on recommence avec
un nouveau c...

3.19. Solution tres rapide...

est clair une fois que ’on remarque que m et n étant premiers entre eux, si mn a des facteurs

carrés, alors m ou n aussi.

On démontre que, pour tout n € N*, les matrices U = (u; ;) € M,,(C) et V = (v; ;) € M, (C)

définie par u;; = 1 si j|i et O sinon et v; ; = p(i/j) si @ # j sont inverse l'une de l'autre.

En effet, UV = (w; ), ou w;; = Zui7kvk,j. Donc w; ; = 0 si j ne divise pas ¢, w;; = 1 et,
k

pour ¢ € N, ¢ > 2, on a wj,; = Z,u(d). Or on démontre (en décomposant ¢ en produit de
dlq
nombres premiers) que, pour tout ¢ > 2, on a Z wu(d
dlq
La premiere égalité résulte de ce qu’il y a exactement p" polynomes unitaires de degré n; la
derniere est un regroupement des polynomes irréductibles par leur degré. Ecrivant (Ry)ken
les polynomes irréductibles unitaires, on a

m m  +00 .

_ JKOR, _ D ore1 JkOR, O(Tiy Rk 0A
[ =11 P D DAL RO LD DN
k=0 k=07, =0 (40, jm ) ENMF1 (405w jm ) ENTHL A€Qm

ou l'on a noté @), I'’ensemble des polynomes n’ayant d’autres diviseurs irréductibles que
m

Ry, ..., R,, et qui donc s’écrivent de maniere unique sous la forme H R}*, d’ott I'égalité du
k=1
milieu, en prenant la limite quand m — oo.

Cela dit, il faut bien justifier ces formules qui convergent absolument pour [¢| < 1/p.

I ! nN " 1
On a @ = f g , d’ou (apres justification du passage a la limite), P Z _
fg f 9’ 1—pt 1—tn
+oo +oo
Multipliant par ¢, on trouve Z Ptk = Z Z nN,,t*". Donc, prenant le terme d’ordre ¢ dans
= n=1 k=1

cette série entiere p‘tt = Z niN,.
n|l
résulte immédiatement de 1.b) et 2.b).
On a donc nN = p" + > d>pn— > gt — (n/2)p"3.
p" d%;nu =" d§¢np p 1<d2<%/2p p*— (n/2)p
On a p™? > n/2, dou N, > 0.

Il existe donc au moins un polynéme irréductible P de degré n dans F,[X]. Alors F,[X]/(P)
est un corps a p" éléments.



II. Algebre linéaire sur un sous-corps de C

11.4 Définitions et généraliés

Exercice 4.1.
1. L’ensemble E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel RE.

2. Les ensembles P et I contiennent tous deux la fonction nulle et sont trivialement stables par
combinaison linéaire, ce sont donc des sous-espaces vectoriels de F.
Si f € FN P, alors f est a la fois paire et impaire, donc pour tout réel z, on a : f(z) = —f(z),
d’ou f=0.
Toute fonction continue de E se décompose en f =

p+1i,oup € Petie I sont définies par :
e R, pir) = L) [(@) = f(=2)

et i(zx) = —
3. - exemple : f(x) = €® se décompose en f = p+i avec p(x) = ch(z) et i(x) = sh(z).
- autre exemple : pour f(x) = cos(z+a), avec a € R; p(x) = cos(z) cos(a) et i(x) = — sin(z) sin(a).

Exercice 4.2. D’apres I’énoncé, on a G C H ; démontrons 'inclusion réciproque. Soit A un élément
de H,alors h=h+0€ F+ H C F + G, donc il existe un couple (f,g) € F x G tel que h = f + g.
Donc f = h—g, avec h € H et ¢ € G C H. Ainsi, puisque H est un sous-espace vectoriel de F,
feFNHCFNGCG.Douh=f+geGG. Parsuite, H C G, puis H = G.

Exercice 4.3.

1. Slilexiste r e G\ Fetye F\G,alorsz+y ¢ F (sinonzx = (x+y)—yeF)etx+y &G
(sinon y = (x 4+ y) — x € G). Par suite, G U F n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

2. a) Soient \,u € K. Siy+ Ax € Fpiq et y + px € Fyyq, alors leur différence (A — p)y € Fipq
ce qui implique A = p, puisque y € Fjy1. De méme si, pour j < k, onay+ Av € Fj et
y+ px € Fj, alors (A — p)x = My + px) — p(y + Az) € F; ce qui implique A = p, puisque

b) On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, puisque F} # E, il existe ©z € E \ F}.

Si on connait cette propriété pour n — 1, il existe, d’apres I’hypothese de récurrence z € F
n—1

tel que x ¢ U F;. Soit y € E '\ F,,. Puisque K a une infinité d’éléments, il existe d’apres a)
j=1

A € K tel que pour j € {1,...,n} on ait y + Az € F}, i.e.y+)\$§§UFj.
j=1

Exercice 4.4. Les applications p : (z,y) — x et ¢ : (z,y) — y de E x F dans E et F respectivement
sont linéaires. Si f est linéaire, alors ¢ — f o p est aussi linéaire et son noyau G est un sous espace
vectoriel de F x F'.

Réciproquement, supposons que Gy est un sous-espace vectoriel de I/ x F'; notons p; : Gy — FE et
¢ : Gy — F les restrictions de p et ¢ a Gy. Elles sont linéaires, comme restrictions d’applications
linéaires - et p; est bijective. Alors p;' est linéaire et f = q; o p;* est bien linéaire.

Exercice 4.5.

e Démontrons que kerg Nim f C f(kergo f). Soit y € ker g Nim f ; il existe alors un élément = de £
tel que y = f(x). De plus, y € ker g donc 0 = g(y) = g(f(x)) = go f(x) et x € kerg o f. Par suite,
kergNim f C f(kergo f).

e Démontrons 'inclusion réciproque. Soit y € f(ker go f), alors il existe = € ker go f tel que y = f(z).
Donc y € im f et g(y) = g(f(x)) = go f(x) = 0. Par suite, f(kergo f) C kerg Nim f.
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Exercice 4.6.

1. 1l est clair que E contient la suite nulle.
Soient (Z,)nen €t (Yn)nen des éléments de E et A € K. Alors, pour tout n > 2, on a x,, + y, =
axy 1+ bxp o+ ayn_1 + byn_o = a(xy_1 + Yn_1) + b(xpn_2 + yn_2), donc (2, + yn)nen € E. De
plus, Az, = Aaz,—1 + bx,_2) = a(Ax,—1) + b(Az,_2), donc (Ax,)nen € E. Par suite, E est bien
un sous-espace vectoriel de K™,

2. Démontrons par récurrence que pour tout n € Non a x, = x,.1 =0 :
e On a par hypothese xg = 21 = 0.
e Soit n > 1 et supposons =, 1 = z, = 0, alors z,,1 = ax, + br,_1 =0 =z,.
Ainsi, on obtient : x,, = 0 pour tout n € N.

Unt1\  ane1 (1) A (1) u,\ _ f(a b U\ [ au, +bu,
o ona (1) = (B = (B < (1) = (¢ ) (1) = (o),
Donc pour tout n € Non a v,11 = u, et u, 1 = au, + bv,.
b) D’apres la question précédente, pour tout n > 2, u, = au,_1 + bv,_1 = au,_1 + bu,_o et

Up = Up_1 = AQUp_o + bUy_9 = av,_1 + bu,_o, donc (u,)nen €t (V,)nen sont des éléments de
FE.
c) Onawvg=0,uy=v; =1etu =a.
Soient (x,)nen € E et (A, p) € K2 Posons y, = x, — M, — pv,. Comme E est un sous-
espace vectoriel de KV, on a (Yn)nen € E, donc (yn)nen est la suite nulle si et seulement si
Yo = y1 = 0 d’apres la question 2. Or yp = g — A et y; = x1 — Aa — p, donc (T,)peny =
AMUn )nen + 14(Vn ) nen si et seulement si A = xg et u = x1 — axy. Cela prouve qu’il existe un et
un seul couple (\, p) € K? tel que (2 )nen = A(tn)nen + 1(Vn )nen. Done (, )nen €t (v )nen
forment une base de F.
4. D’apres la question 2., EN F = {0}.
Soit () nen € K", Posons A = zp et i = x1—axq; enfin, pour n € N, posons vy, = x,, — A, — 4v,,.
On ayy =1 =0, donc (Yn)nen € F. Ainsi (2,)nnn = Mt )nen + 1(0n)nen + (Yn)nen € E + F.

11.5 Théorie de la dimension

Exercice 5.1.

n i0—1 i0—1
s
1. Par définition de 75, on a : 0 = Z AT = NigTiy + Z Az, et Ay # 0. Donc x;, = — )\—'ij €
j=1 j=1 j=1 """
Vect{z;; j < i}. Par suite,ig & I.
2. On démontre cette propriété par récurrence < forte » sur j. Remarquons que si j € I, alors
x; € Vect{x;; 1 € {1,...57} N I}; il reste a traiter le cas j & 1.
e Sil¢I, alors x; =0, donc z; € Vect(()) = {0}...
e Soit j & I et supposons que, pour tout k < j, on a zy, € Vect{x;; i € {1,...k} N1}, alors
Vect{z;; i € {1,...7} NI} contient x pour tout k < j, donc Vect{zy; 1 < k < j}, et donc
x; € Vect{x;; i € {1,...j} NI} - puisque j & I.
3. D’apres 2, Vect{x;; ¢ € I} contient tous les z; donc le systeme (z;);e; est générateur. D’apres 1,
si A € KT est tel que Z Aiz; = 0, I'ensemble {j € I; \; # 0} n’a pas de plus grand élément : il
iel
est donc vide... Le systeme (x;);c; est donc libre.

Exercice 5.2. Tout automorphisme de E tel que f(F) = G est un isomorphisme de F' sur G qui envoie
une base de F' sur une base de G ; donc F' et G ont méme dimension.

Si dim F' = dim G = k, notons (ey,...,ex) une base de F'; complétons la en une base (eq,...,e,) de
E. De méme on obtient une base (e],...,e!) de E telle que (€},...,€}) soit une base de G. Comme
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(€1,...,e,) est une base de E, il existe une unique application linéaire de £ dans E telle que f(e;) = e
pour tout i. Comme l'image de la base (e,...,e,) est une base, f est un automorphisme de E';
I'image par f de l'espace vectoriel F' engendré par (ej,...,ex) est l'espace vectoriel engendré par

(f(e1),..., f(ex)), c'est-a-dire G.

Exercice 5.3.

1. On suppose que G et Gy sont tous les deux supplémentaires de F'; notons p; : £ — G; la
projection sur G; parallelement a F. Soit x € E. Comme = — py(z) € F = kerps, on a po(z) =
p2(p1(x)), soit paopy = pa; de méme, p; ops = p1. Donc pour = € G, on a pi(p2(z)) = pi1(z) =
et pour & € Gy, on a pa(p1(x)) = pa(x) = z. La restriction de po & G est donc un isomorphisme :
son inverse est la restriction de p; a Gs.

2. D’apres le corollaire 5.11, F' admet un supplémentaire G ; les dimensions de F' et GG sont finies et
on a dim £ = dim F' + dim G = dim F' + codim F'.

3. Soit G un supplémentaire (de dimension finie) de F' et F} un sous-espace de E contenant F'. Soit
(G1 un supplémentaire dans G de G N F;. Alors
e Comme G; CG,onaGiNF =G N(GNF)) ={0};
e Ona E=F+G=F+ (FiNG)+ Gy et puisque F C Fy, E = F, + Gj.
Donc E = F} ® (G et, puisque (7 est un sous-espace de GG, on a codim F; = dimG; < dimG =
codim F'.

4. Si ker f admet un supplémentaire F' de dimension finie, alors la restriction de f est un isomor-
phisme de F sur im f (prop. 4.18), donc rgf = codim F.

Supposons inversement que rgf est fini et soit (eq,...,ex) une base de im f. Pour chaque i
choisissons x; € F tel que f(x;) = e;. Pour z € E et (A,...,\;) € K" on a

k k
x—Z/\ia:iEkerf — f(x):Z)\iei.
i=1 =1

Prenant z = 0, on en déduit que la famille (xy,...,x) est libre, puis que 'espace vectoriel
Vect{xy,...,x} est un supplémentaire de ker f.

Exercice 5.4. Remarquons que 'on a img o f = g(im(f)).

1. Soit ¢; : im f — G la restriction de g. On a img o f = img;. Si im f est de dimension finie, ¢
est de rang fini et, d’apres le théoreme du rang, on arggo f = rgg; = dimim f — dimker g; ; or
kergs ={y €im f; g(y) =0} =kergNim f.

2. Onaimgo f Cimg; doncrggo f < rgg. Puisque ker g est de codimension finie (dans F), il en
va de méme pour ker g+im f (exerc. 5.3). Soit F} un supplémentaire (dans F) de ker g+1im f. La
restriction de g & Fj est injective (puisque ker gNFy; = {0}), donc dim F; = dim g(F}). Démontrons
que l'on a g(F) @imgo f =img; on aurargg —rggo f = dimg(F1) = codim (ker g + im f).

e Siz € g(im f) Ng(Fy), alors il existe y; € Fy et y € im f tels que g(y1) = g(y) = x. Alors
y1 =y + (y1 —y) € im f + kerg et puisque y € F; et F; Nkerg+im f) = {0}, il vient y = 0,
donc x = 0.

e On a bien stur g(F;)@imgo f C img. Soit z € im g, il existe y € F tel que g(y) = z, et puisque
F=F +kerg+im f, il existe y; € I}, yo € kerg et y3 € im f tels que y = y; + y» + y3; alors
z=g(y) +9(ys) € g(F1) + g(im f).

11.6 Matrices et bases

. . - I, 0 . . (A Ao
Exercice 6.1. La matrice B = (—AsAl_l In—r) est inversible. Donc BA = <O Ay — A3A1_1A2>

a le méme rang que A. Puisque A; est inversible, les r premieres colonnes de la matrice BA sont
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indépendantes. La matrice BA est donc de rang r si et seulement si les n — r colonnes suivantes sont
contenues dans l'espace vectoriel engendré par ces r premieres colonnes i.e. ont leurs m — r derniers
coefficients nuls.

Exercice 6.2. Soient z € E et f € E*. Notons X et X’ les vecteurs-colonne formés par les colonnes de
x dans les bases B et B’ respectivement. On a X = PX’. De méme notons Y et Y’ les vecteurs-colonne
formés par les colonnes de f dans les bases B* et (B')* respectivement. On a f(z) = 'YX =" Y'X',
donc 'Y PX' = 'Y'X'. Comme cela est vrai pour tout X', il vient 'Y P = 'Y’ soit "PY = Y, soit
Y ='P~'Y’, donc la matrice de passage de B* de B a (B')* est ‘P~

Exercice 6.3.
1. Soient f,g € E*. Alors g est nulle sur ker f si et seulement si g € (ker f)* = ({f}°)" = Vect{f} =

Kf.
Plus explicitement, soit € E tel que f(x) # 0. Alors £ = ker f & Kx. Si ker g = ker f, posons
A= % ; les formes g et Af coincident sur ker f et en x; elles sont égales.
x
k k
i
2. On a ﬂ ker f; C ker f si et seulement si f € (ﬂ ker fj> = ({fi,.., i} = Vect{f1,..., fx}.
j=1 j=1
k k
Autre solution. Il est d’abord clair que si f = Z Ajfj, alors f est nulle sur ﬂ ker f;. Supposons
j=1 j=1
k
inversement que ﬂ ker f; C ker f et démontrons par récurrence sur k que f € Vect{fi,..., fi}.
j=1
e Le cas k =1 est la question 1.
k—1
e Notons g; et g les restrictions de f; et f a ker fi. On a ﬂ ker g; C kerg. L’hypothese de
j=1

k-1 k—1
récurrence implique qu’il existe Aq,..., \p_1 € K tels que g = Z Ajg;, donc f — Z Ajfj est
j=1 j=1
k-1

nulle sur ker f;. Par la question 1, il existe A\, € K tel que f — Z Nifi = Mefr

j=1

Exercice 6.4.
1. a) Remarquons que kerp = {z € E; fi(z) = ... = fu.(x) = 0} = {f1,..., [n}°. Puisque
(fi,-.., fn) est génératrice, on a {fi1,..., f,}° = (E*)° = {0}. Cela prouve que ¢ est injective
donc bijective par égalité des dimensions de F et K".
b) L’image inverse de la base canonique (ey,...,e,) de R"™ par l'application bijective ¢ est
une base (z1,...,2,) de E. Pour ¢ € {1,...,n}, on a ¢(z;) = e;, soit fj(e;) = J;,; donc
(f1,--., fn) est la base duale de (z1,...,x,).

2. résulte immédiatement de 1.

3. Onakero={fi,..., f.}° donc Vect{fi,..., fu} = ({f1,..., fu}°)* = (ker ¢)*. Donc

e ¢ est injective si et seulement si Vect{f,..., fu} = E".
e Il vient rg{f1,..., fn} = dim E — dim{f1,..., f,}° = dim E — dimker ¢ = rgy. La famille
(f1,.-., fa) est donc libre si et seulement si ce rang est égal a n, i.e. si @ est surjective.

Exercice 6.5.

1. On arg'f = rgf. Donc on a les équivalences
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o f est surjective <= rgf = dim F <= 'f est injective;
o f est injective <= rgf = dim E <= 'f est surjective.
2. Par définition ker'f = {{ € F*; fo f =0} ={¢ € F*; im f C ker(} = (im f)*.
Si g € im'f, il existe £ € F* telle que g = £o f, donc g est nulle sur ker f, soit g € (ker f)*. On en
déduit 'égalité d’apres 1'égalité des dimensions : rg'f = rgf = dim E — dim ker f = dim(ker f)*.

Exercice 6.6.
1. La bilinéarité est claire et la symétrie est la propriété de trace Tr(AB) = Tr(BA). Notons (E; ;)
la base canonique de M, (K). Pour A = (a;;), on a Tr(AE;;) = a;;. Si Tr(AB) = 0 pour tout
B, il vient a;; = 0 pour tout ¢, j, donc A = 0. Cela prouve que b est non dégénérée.

2. L’hyperplan F est le noyau d’une forme linéaire. D’apres 1. 'application A — Tr(A.) est bijective,
donc il existe A € M, (K) tel que F = {B € M, (K); Tr(AB) = 0}.

I, 0

0 0

permutation circulaire. La diagonale de la matrice (PAQ)J est nulle, donc Tr(PAQJ) = 0. Or

Tr(PAQJ) = Tr(AQJP). Donc F' contient la matrice inversible QJP.

3. Notons S et A les sous-espace vectoriels de M,,(R) formés des matrices symétriques et anti-
symétriques respectivement. On a M,(R) = § & A. De plus, pour M = (m;;) € M,(R), on
a Tr(*MM) = Zmij > 0. On en déduit que la restriction de b a S (resp. a A) est définie

1]

Il existe des matrices inversibles P, @ telles que PAQ = . Notons J une matrice de

positive (resp. définie négative). Enfin, si S € Set A € A, on a b(S, A) = Tr(SA) = Tr((SA)) =
Tr(*A'S) = Tr(—AS) = — Tr(SA). Donc S et A sont orthogonaux pour b. On en déduit que la
signature de b est (n(n+1)/2,n(n —1)/2).

Exercice 6.7.
1. Si P(a) = P'(a) = 0 alors (X — a)?|P. De méme, si P(b) = P'(b) = 0 alors (X — b)*|P. Comme
(X —a)? et (X —b)* sont premiers entre eux, si P € {fi, fa, f3, f1}° alors (X —a)*(X — b)? divise
P, ce qui, vu que le degré de P est au plus 3, implique P = 0. Donc {f1, fo, f3, f2}° = {0}.
2. On a Vect{fi, fo, f3, fa} = ({f1, fo, f3, f4}°) = E*. Comme dim(E*) = dim(E) = 4, on en déduit
que la famille génératrice (fi, fo, f3, f1) est une base de E™.

3. Soit (Py, P, P3, Py) la base de E dont (fi, fo, f3, f1) est la base duale. On a Py(a) = Py(b) =
Py(b) = 0, donc (X — a)(X — b)*|P,. Donc P, est de la forme a(X — a)(X — b)? avec a € K. On

X —a)(X —b)?
trouve 1 = Pj(a) = a(a — b)?, donc Py = ( (a)( BE r De méme (ou en intervertissant a et
a E—
X —a)})(X -0
b), il vient Py = ( (aa)_ (b)2 ).

On a Py(b) = P/(b) = 0, donc P, est de la forme (X — b)%S ou S est un polynéme du premier
degré, donc il existe 3 et v dans K tels que P, = 3(X — b)? + vP,. Comme P;(a) = 1, il vient

X —b)?Ba—-b—-2X
Bla —b)*> = 1; comme P{(a) = 0, il vient 26(a — b) +~ = 0. Enfin P, = ( b)(3a —b ).

(@ —b)°
X —a)’!(3b—a—2X
De méme (ou en intervertissant a et b), il vient Py = ( ) ( ¢ ).

(b—a)’

Exercice 6.8.

1. Si u laisse toute droite invariante, pour tout x € E, il existe A\, € K tel que u(x) = A\,x. Fixons
x € E non nul et démontrons que u est I’homothétie de rapport \,. Soit y € E.
e S'il existe a € K tel que y = ax, alors u(y) = u(azr) = au(x) = alxz = \y.
e Sinon, on a u(z +y) = Apiy(z +y) = u(x) + uly) = \gz + \yy, et comme z,y est libre il vient
Ay = Apty = Az, donc u(y) = A\y.
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2. Premiere méthode.
a) Si D est une droite de E*, alors D° est un hyperplan de E, donc est stable par u. Pour
x € D°et £ € D, on a ("u(f))(z) = f(u(z)) = 0, puisque u(x) € D° et £ € D. Donc
fu(f) € (D°)* = D. Par 1., 'u est une homothétie.
b) L’application 7 : v — v est linéaire. Si ‘v = 0, alors (imv)* = ker'v = E*, donc imv = {0},
soit v = 0. Cela prouve que 7 est injective. Or il existe A € K tel que 'u = Nidg- = *(\idg)
donc u = Aidg.

3. Deuxieme méthode. Soit D une droite de E. Il existe des hyperplans Hy, ..., H,, de E tels que

D= m Hy. Siz € D, alors pour tout k on a x € Hy, donc u(x) € Hy. Il vient u(z) € D. Par 1.,

k=1
u est une homothétie.

Exercice 6.9.

1. Soit ¢ € Ef, et posons h = Re(?), en d’autres termes, h(z) = Re(4(x)). On a £(ixz) = il(x), donc
h(iz) = —Im(¢(x)). Cela prouve que ¢(z) = h(z) — ih(iz). En particulier 'application ¢ — Re(¥)
est injective.

Soit h € Epy et notons ¢ : & — C l'application x +— h(x)—ih(ix). L’application ¢ est clairement R-
linéaire et l'on a £(ix) = h(ix) —ih(—z) = h(ix) +ih(z) = il(x). Donc ¢ est C-linéaire (autrement
dit £ € E{) et 'on a Re(¢) = h. Cela prouve que ¢ — Re() est surjective.

2. On veut définir action A\.h de A € C sur h € Ej, de telle sorte que la bijection ¢ — Re({) soit
C-linéaire. Si h = Re(¥¢), on aura A.h = Re(A\) ce qui donne (A.h)(z) = Re(M(x)) = Re(¢(Ax)) =
h(\x).

Exercice 6.10.

1. Supposons F stable par f et soit ¢ € F*. Pour tout 2 € F, puisque f(z) € F, il vient (* f())(x) =
@o f(z) =0, donc 'f(p) € F*+. Par suite, F'* est stable par ‘f.

Réciproquement, supposons F= stable par ' f et soit € F. Pour tout ¢ € F*, puisque ' f (p) €
F* il vient po f(x) = (“f(v))(z) = 0, donc = € (F*+)° = F (cf prop. 6.30.b). Par suite F est
stable par f.

2. Pour A € K, on a'(f —Aidg) ='f — Aidg-. Donc ) est une valeur propre de f si et seulement si
c’est une valeur propre de ' f. Enfin * f possede une valeur propre si et seulement si * f possede une
droite invariante, ce qui a lieu si et seulement si f a un hyperplan invariant d’apres la question
précédente.

Exercice 6.11.

L. Dexiste r € N, P € GLy(K) C GL(L) et Q € GLn(K) C GL,(L) tels que PAQ = (% 8)

Le rang de A sur K et sur L vaut 7.

2. Le systeme (z1,...,xy) est libre si et seulement si la matrice de vecteurs colonnes les z; est de
rang k.

3. Soit w le polynéme minimal de M sur K. Puisque w(M) = 0, le polynéme minimal sur L divise
w. Si k est le degré de w, les matrices (1, M, ... ,Mk_l) sont libres sur K donc sur L; on en
déduit que le de gré du polynome minimal de M sur L est k, d’ou le résultat.

Exercice 6.12.
1. 11 existe des matrices P,Q € GL(n,Q) telles que PAQ = ({)T 00
{Q7'X; X=1(0,2) € K* x K"} et im fx = {PX; X = (Y,0) € K" x K""*}.

) de sorte que ker fx =
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2. a) Pour K =Q,R ou C, notons fx I’endomorphisme M +— AM — M B de M, (K). La matrice
de ces endomorphismes dans la base (E; ;)1<i j<n de M, (K) est la méme puisque fo(E; ;) =

fr(E;i;) = fc(Eij) = Z ak’iEijLZ b ¢ E; . Le résultat découle de la question 1, puisqu’on
k=0 =0
a EK = ker fK-

b) Les matrices A et B sont semblables sur K si et seulement si Ef contient une matrice
inversible. Or, GL, (R) est ouvert dans M, (R) donc GL,(R)N Eg est ouvert dans Eg ; si cet
ouvert n’est pas vide, il rencontre le sous-ensemble dense Eg : si A et B sont semblables sur
R, elles le sont sur Q.

Si E¢ contient une matrice inversible, celle-ci s’écrit M +¢N avec M, N € Eg. L’application
P :t > det(M + iN) est polynomiale en ¢, et P(i) # 0. Donc, il existe a € R tel que
P(a) # 0, donc M + aN € Eg est inversible.

11.7 Systemes d’équations linéaires, déterminants

Exercice 7.1. En développant suivant la derniere ligne, on obtient (a I’aide d’une récurrence sur q)

A B\ R I, B\ _
det (OM I ) = det A et de méme det <Oq,p C’) =det C.

q
e Si A est inversible, on décompose M en le produit de matrices par blocs suivant :

A B A I, A'B

M = ( ) = ( Oq’p) ( P >.D’of1 det M = det Adet C.

Ogp C Ogp 1g Ogp €

e Si A n’est pas inversible ses vecteurs colonne sont liés et donc ceux de M aussi. Par suite, M n’est
également pas inversible; les déterminants de A et M sont tous deux nuls et 1’égalité est encore

vérifiée.

Exercice 7.2.

1. On a évidemment Ay(ay,as) = ag — ay.

2. En développant par rapport a la derniere ligne, on voit que A, (aq,...,a,_1,x) est un polynéme
en = de degré au plus n — 1 et son coefficient de degré n — 1 est A,_1(ay,...,a,-1).
Considérons deux cas :

e s’il existe ¢, 7 avec 1 < i < j < n—1 tels que a; = a;, alors les déterminants A,y (a1, ..., Gp_1)
et Ap(ay,...,a,_1,7) possedent deux lignes égales, donc ils sont nuls;
e siles (a;)1<i<n—1 sont deux a deux distincts, alors le polynome x — A, (ay,. .., a,—1, ) s’annule
n—1

pour x = a; (1 <k <n—1);il est donc de la forme H(ZL‘ —a;)Q(z) on Q € Klz]; comme le

k=1
degré de x — A, (a1, ...,a,_1,7) est n — 1, on en déduit que () est constant, et regardant les
termes de degré n — 1, il vient Q@ = A, _1(ay,...,ap_1).

3. Immédiat par récurrence sur n.

4. Notons E C K[X] le sous-espace vectoriel des polynomes de degré < n — 1. Cette matrice
représente 'application linéaire P +— (P(ay),...P(a,)) dans les bases (1,X,..., X""") de E et
la base canonique de K. Si les a; sont deux a deux distincts, cette application est bijective -
I’application réciproque est donnée par le polynome d’interpolation de Lagrange.

Exercice 7.3. Démontrons ce résultat par récurrence sur n. C’est clair pour n = 2. Supposons ce
résultat démontré pour n — 1 et développons ce déterminant par sa premiere ligne. Ce déterminant est



donc égal a

A0 ...0 ay -1 X 0 ... 0
-1 X .0 as 0O -1 X .0
Moo [ ED e
0O 0 ... A Q9 0O 0 0 ... A
0 0 ... =1 X+a, o 0 o0 ... -1
D’apres I'’hypothese de récurrence, on a
A 0 0 aq
—1 A 0 (45} n—1
N : = Api1A
0 0 ... X Gy k=0
0 0 oo =1 )\+an_1
n—1
On trouve donc A Z ap N+ ag = P(N).
k=0

Exercice 7.4.

1. Pour j < n—1,0n a T(X?) = X’*!. Le reste de X" dans la division euclidienne par P est
n—1

X'"—P=— Zaka. Donc la matrice de T dans la base 1, X, ..., X" ! est

k=0
0 0 0 ... 0 —ap
10 0 ... 0 —a
0O 1 0 . 0 —as
0 0 0 ... 0 —ap-2
0O 0 0 ... 1 —a,

n
2. Ecrivons P = Z be(X — /\)k . Remarquons que b, = 1. On trouve de méme que la matrice de

k=0
T — MNidg, dans la base 1, (X — A),..., (X —A)" !est
0 0 ... 0 —=b
1 0 0 —b
0 1 0 —b
0 0 0 ... 0 =byo
0O 0 0 ... 1 —=byy

3. Remarquons que P(\) = by ; développant la matrice trouvée dans la question précédente suivant
a la premiere ligne, on trouve

det(T — Nidg,) = (=1)""(—=bg) det I,,_; = (—1)"P()).

Exercice 7.5. Notons D(xy,...%,, Y1 ...,Ys) ce déterminant. Retranchant la derniere ligne de toutes
les autres, on voit que ce déterminant est égal & celui de la matrice (a; ;) ou
1 1 Ty — T4
n_t si i#n

aiyj =14 Tt Tty (@i ) (@ + )

sl 1=mn
Tn + Yj



Mettant (x,, — x;) en facteur dans la i-eme ligne et en facteur dans la j-ieme colonne, il vient

Tn + yj
HT.L__ll(xn - xl) N
D(xy,. . Ty Y1y Yn) = = det(b; ;) ou
H?:l(xn +Y5) ’
1
si i #mn
bi,j = Z; + yj

1 si 1=mn

Retranchant la derniere colonne de toutes les autres, on trouve det(b; ;) = det(c; ;) ou

( 1 1 Yn — Yj .. .
_ = sii#n et j#n
%-1ij Ti+yn (2 +y) (T + Yn)

= 14 t j=mn
Civj_<l)§¢+yn si i #£n e
0 sii=n et j#n

|1 si t=7=mn

Développant par rapport a la derniere ligne puis mettant (y, — y;) en facteur dans la j-eme colonne et

en facteur dans la i-ieme ligne, il vient
i+ Yn

1) (n — )

det(Cz‘,j) = H:»:ll (@t 00)

D(z1, ..., Tn1, Y15 - - Yn1)-

Finalement

n—1 n—1
D(xlw--xmyy..,yn):11:[[1711( ) 111 j

o D(l’l,...,In_l,yl,...yn_l).
j:l(-rn + y]) Hi:11 (xz + yn>

Enfin, a ’aide d’une récurrence immeédiate, on trouve

[icicjcn(®i — ) (Y — i)
D(z1, . Ty Y1 Yp) = ——ID .
Hi,j:l(xi + ;)

Exercice 7.6. Considérons la matrice A = (a;;) ot a;; = 0 et a;; = 1 pour i # j. On a det A =

Z (o) Hag(i)ﬁ-. Or pour 0 € G,, on a Hag(m = 1 si 0 est un dérangement et Hao(i),i =0sio
=1

0cGn i= i=1 i=1

1
n’est un dérangement. Le nombre cherché est donc det A. Or —(A + I,,) est un projecteur de rang 1;

n
donc A + I,, se diagonalise avec les valeurs propres n de multiplicité 1 et 0 de multiplicité n — 1 et
A se diagonalise avec les valeurs propres n — 1 de multiplicité 1 et (—1) de multiplicité n — 1. Donc

det A= (=1)""'(n —1).

Exercice 7.7. Si I C {1,...m} et J C {1,...,n} ont méme nombre d’éléments, on note A;; :
M0 (K) — K I'application qui & une matrice A associe le déterminant de sa matrice extraite d’ordre
I x J. C’est une application polynomiale en les coefficients de A donc continue.

On a {A € Mp,(K); ;g A >r} = UAI_IJ(K*) la réunion étant prise sur I C {1,...m} et J C
IJ
{1,...,n} ar éléments. C’est un ouvert.

Démontrons que, pour r < min(m,n), 'adhérence de I'ensemble S, des matrices de rang r est 'ensemble
des T, matrices de rang < r. Par ce qui précede T, est fermé; il contient S, donc S,.
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. . o . . I
Réciproquement, si rgA = s < r, il existe des matrices inversibles P, () telles que A = P < 0) Q.

0 0
I, 0 0 o
Alors A est limite de la suite B, =P | 0 1I,_, 0| @, donc A € S,.
0 0 0

Exercice 7.8. Démontrons par récurrence sur n que

1 ay af ... a}!
1 ay a3 ... ay’
2 n—1
Anlay,. .. a,) =1 a3 a3 ... az | = H (a; — a;).

S : 1<i<j<n

1 a, a2 ... o'
C’est clair pour n = 2.
Supposons le résultat vrai pour n — 1. Commengons par remarquer que si C1, ..., C, sont des vecteurs-
colonne et si on pose C] = Cy et Cj,; = Ciy1 —a1C; (pour i =1,...,n — 1), la matrice A de colonnes
Ci,...,C, et A" de colonnes Cf,...,C! ont méme déterminant. En effet, on passe de la matrice A

a la matrice A" par n — 1 opérations sur les colonnes - 7.e. en multipliant & droite par la matrice
1 —a; 0 ... 0

0 1 —ay ... 0
0 O 1 . 0]. Donc
0 0 0 1
1 0 0 0
1 a—ay ag —aay ... a’;’l - ala;"Q
2 n—1 n—2
A(ay,. .. a,) = 1 az—a; a3—aias ... a3 —ajas
1 a,—a; ai -y ... aﬁ‘l — a1a2_2

Développant par rapport a la premiere ligne puis mettant a; — a; en facteur dans la (i — 1)-eme ligne,
il vient

as — a1 a% —aas ... agfl - a1a§“2
2 n—1 n—2
A B a3 —a; as—aaz ... ds — aiGg
nlag, ... a,) =
a, —a; @, — aiay a’ ! —aya"?
1 a a2
2 2
L 1 as ay—?
= | |(aj — a1) :
Jj=2 -
1 a, a2

et on conclut grace a I’hypothese de récurrence.

Exercice 7.9.



1. La multiplication (& gauche ou a droite) par une matrice inversible ne change pas le rang. On a
donc rgA = rgA’. Notons A; et A’; les matrices formées par les colonnes Cj; j € J et C'J’-; jed
respectivement. On a A, = UA,, donc rgA; =rgA’;.

2. Notons (ey,...,e,) la base canonique de K". Par définition d’une matrice échelonnée réduite,

Ciy = ex et pour j < j(k) on a C} € Vect(es; s < k) un pivot. On en déduit que j(k) =

inf{j; rg(Cy,...,C}) =k}, d’ott le résultat (d’apres 1).

T T

. r r / o / 1 o 1, v

3. Pour j > r, on a a;; = 0, donc C; = E ay ek = E ay, ;Cigy- On a done C; = U™C; =
k=1 k=1

> @ U™ Comy = D ai;Cin.
k=1 k=1

4. Les j(k) sont déterminés par la question 2. On arg{Cj); 1 <k <1} =1g{Cj;; 1<k <r}=r,
donc le systeme (Cjk))1<k<r est libre. La question 3 détermine donc les a;’j.

Exercice 7.10.

1. Le déterminant d'un commutateur ABA 'B™! est égal a 1 puisque det est un homomorphisme
et K* est commutatif (det(ABA™'B™') = det Adet Bdet A" det B~" = 1). Donc le groupe des
commutateurs, qui est engendré par ces éléments est contenu dans SL(n, K) pour tout n et tout
K.

Supposons d’abord n = 2 et K # Fy. Alors il existe a € K*, a # 1. On a

GOGHED 65 f E ()())) (o )6 )

Donc toute matrice Is + AE; 2 est un commutateur. De méme (ou en utilisant la transposée),
toute matrice Iy + AFEy; est un commutateur. Par 1. tout élément de SL(2, K) est un produit de
commutateurs.

Sin > 3, pour tout 4, j (avec i # 7), il existe k distinct de i et 7. On a alors
L, + \E;; = (I, + \Ey ;) (L, — E; ;) (L, — AEy ;) (I, + E; )

comme le montre un calcul ot on utilise les formules F; ;E,, = 0si j # ket E; ;F;, = E; 4. Cela
prouve que toute transvection est un commutateur, donc tout élément de SL(n, K) est produit
de commutateurs.

2. Soit A € SL(n,K). Ecrivons A = Ty(\;) ... Tx(Ay) comme un produit de transvections. Alors
Ay = Ti(t\y) ... Ty(tAy) est un chemin continue tracé dans SL(n,K) qui joint I,, a A, donc A
est dans la composante connexe (par arcs) de I,, dans SL(n, K).

L’application (A, \) — AD,(\) est un homéomorphisme de SL(n,K) x K* sur GL(n,K) -
I'homéomorphisme inverse est B +— (BDH((det B)™1), det B). Donc GL(n,C), homéomorphe

a un produit de connexes est connexe et GL(n,R) a deux composantes connexes : les matrices de
déterminant strictement positif et les matrices de déterminant strictement négatif : ce sont des
ouverts connexes et disjoints de GL(n, R).

Exercice 7.11.
1. est clair.

2. o Il est clair que ® est linéaire
e Démontrons que ® est injective : supposons que (D) = 0. Soit s : {1,...,p} — {1,...,n}
une application.
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* Si s est strictement croissante, D(es), €s(2), - - -, €s(p)) = 0 puisque (D) = 0.
* Si est injective, il existe une unique permutation ¢ € &, telle que s o o soit strictement
croissante. On a D(es), €s(2); - - - » €s(p)) = €(0)D(Eson(1)s €s0(2)s - - - » Esoa(p)) = 0.
* Enfin si s n’est pas injective, D(es), €s(2); - - - €sp)) = 0 puisque D est alternée.
n

Enfin, soit z1,...,z, € E". Ecrivons x; = g a; je;. Comme D est multilinéaire, il vient
i=1

D(l’h .. ,ffp) = Z Ts(1),1 - - .xs(p)mD(eS(l), cey es(p)) = 0.
se{l,...n}{Lp}

) Démontrons que P est surjective : soit s € J,; notons fs : £ — K? I'application linéaire définie

par f Zt ;) = (ts(1), ts(2)s - - - tsp)) €t posons Dy(xq,...,x,) = detp(fs(z1),..., fo(z,)) ol

B est la base canonique de K?.

* On a Dy(egy, es2); - - -, €s(p)) = detp(B) = 1.

% Soit " € J,;sis# s, il existe j € {1,...,p} tel que s'(2) & s{1,...,p}, donc fs(eg@) = 0.
On en déduit que Dy (( (1) €5/(2)5 - - - » Cs(p)) = 0

Donc ®(D;)(s') = 85,5 : I'image de (®(Dj)ses, est la base canonique de K77

n
3. L’ensemble J, possede ( ) éléments pour p < n et est vide pour p > n, d’ou le résultat.
p

11.8 Reéduction des endomorphismes
Exercice 8.1. Ce sont les matrices diagonales par blocs.

Exercice 8.2.
1. est clair.

2. On a J" = I, et, d’apres la question 1, pour tout polynome P de degré < n — 1, on a P(J) # 0.
On en déduit que le polynéme minimal de J est X" —1. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
le polynome minimal divise le polynome caractéristique. Comme ces deux polyndémes ont méme
degré, il vient xy; = X" — 1 (ou xs = (—1)"(X™ — 1) suivant les conventions).

3. Le polynoéme X" —1 étant scindé a racines simples (sur C) on en déduit que J est diagonalisable.

Ses valeurs propres sont les racines n-iemes de 1. Soit A une racine n-ieeme de 1. En résolvant un
1
A

N . PN 2
systeme facile, on trouve qu’'un vecteur propre associé a la valeur propre \ est C) = A

Aé—l
Posons w = ¢*™". La matrice formée par ces vecteurs colonnes est P = (p; ;) ou p; ; = w"DU=D,
On trouve donc P~'JP = D ou D = diag(w'™ ).
Remarquons que le vecteurs C sont deux a deux orthogonaux (on aurait pu le savoir d’avance
puisque J est unitaire, donc normale donc ses espaces propres sont orthogonaux 2 a 2) et de

meéme norme v/n. On en déduit que la matrice n™ /2P est unitaire, donc P~' = = P*.
n
n—1 n—1 n—1
Enfin A=Y aJ* = Py D P! = Pdiag(z akw@'—l)’f)P—l.
k=0 k=0 k=0

Exercice 8.3.



1. Soit (Ey)ogk<n un drapeau et (ey) une base adaptée. Alors pour tout j, k avec 1 < j < k < n,ona
e; € E; C Ej. On en déduit que {ey, ..., e} est contenu dans Ej, et comme (ey, . .., ;) est libre et
dim Ej, = k, on en déduit que (eq, ..., ex) est une base de Ej. En particulier, £}, = Vect(ey, ..., ex),
donc le drapeau (Ej) est déterminé par la base (e).

Soit (Ex) un drapeau. Pour k € {1,...,n} choisissons e, € Ej \ Ex_1. Alors, par récurrence
Vect(ey,...,e;) = Ey. En particulier, la famille (eq,...,e,) est une base de £ = E, ; elle est
adaptée au drapeau.

2. La matrice de u est triangulaire dans la base (eq,...,e,) si et seulement si pour tout k, on a
u(eg) € Vect(ey,...,ex) = Eg. Si u(Ey) C E, alors u(ex) € u(Ey) C Ey. Inversement, si pour
tout k on a u(ey) € Ey, alors pour j < kon au(e;) € E; C Ej, donc I'image de la base (eq, .. ., ex)
de E} est contenue dans Ej, ce qui implique que u(Ey) C Ej.

3. On a u(eg) = \gey + Z ajrej, donc u(egx) — A\ger € Ex_1. De plus le drapeau (E;) est stable par
j<k

u — \idp, donc (u — A\gidg)(Ek_1) C Ex_1. Donc 'image par u — \¢idp de Ey = Ex_1 @ Key, est
contenue dans Fj_;.
Par récurrence sur k, on en déduit que (u— A\jidg)o...o(u— Aidg) est nul sur Fy. En particulier,
pour k = n, Pendomorphisme y,(u) = (u — A\jidg) o ... 0 (u— A,idg) est nul sur E,, = E; c’est
I’endomorphisme nul. Cela établit le théoreme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes
triangulables.

Exercice 8.4.

1. Soit B une base dans laquelle la matrice M de u est triangulaire supérieure. Notons B, la la
base orthonormée obtenue a partir de B par orthonormalisation de Gram-Schmidt. La matrice
de passage P = Pp g, est triangulaire supérieure, donc la matrice P~ 'MP de u dans la base B,
est triangulaire supérieure.

2. Soit (Ag) une suite de matrices trigonalisables convergent vers une matrice A. On doit démontrer
que A est trigonalisable.

Pour chaque k, la matrice A, étant trigonalisable dans une base orthonormée, il existe U, €
O(n) telle que UyAyU, ' = Ty soit triangulaire supérieure. Comme O(n) est compact, il existe
une application strictement croissante ¢ : N — N telle que (Ug)) soit convergente vers U €
O(n). La suite extraite A,y est convergente, donc, par continuité du produit, la suite Ty, =
tUw(k)A@(k) Ug(x) converge vers '*UAU. Comme chaque T,k est triangulaire 'U AU Dest aussi, donc
A est trigonalisable.

3. Notons D C M,(R) et T C M,(R) 'ensemble des matrices diagonalisables et trigonalisables
respectivement. Puisque 7 est fermé et D C 7, il vient D C 7.
Soit A € T et P une matrice inversible telle que A = PTP~! avec T triangulaire. Notons \; les
éléments diagonaux de 7. Soit D la matrice diagonale D = diag(i). Pour a € RY, T'+ aD a pour
coefficients diagonaux \; + «i. Soient i,j € {1,...,n} tels que i # j.
Si A=A, alors \; +ai # X\ +aj;si A # A et (n—1)a < |\ — )\, on aura

[(Ai + at) = (A +af)| = X = N = |a(j =)l

Donc, prenant o assez petit, (°) on aura encore \; + ai # Aj 4+ aj. Ainsi, toutes les valeurs
propres de T'+ aD sont distinctes donc 7'+ aD est diagonalisable. Prenant une telle suite oy
tendant vers 0, on écrit A comme limite P(T + apD)P~" de matrices semblables & des matrices
diagonalisables, donc diagonalisables.

4. Soit u un endomorphisme diagonalisable possédant une valeur propre double. Dans une base bien
choisie, la matrice de u sera diag(dy,...,d,) avec d; = ds = d. Notons alors v ’endomorphisme

6. On peut prendre 0 < a < (n — 1) min{|\; — N[5 (3,5) € {1,...,n}%, X # A}
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dont la matrice est I; o dans cette méme base. Les endomorphismes « et v commutent, u est
diagonalisable et v est nilpotent. Pour ¢ # 0, la partie nilpotente de posons u + v dans la
décomposition de Dunford est v, qui n’est pas nul. Donc u + v n’est pas diagonalisable. Cela
prouve que u & D.

Supposons maintenant que x, = (X —dy)...(X —d,) avec d; > dy > ... > d,,. Choisissons des
nombres réels ¢; pour i = 0,...,n, avec ¢ > do, d; > ¢; > d;py pour 1 <i<n—1etd, > c,.

Le signe de Y, (c;) est (—1)". Comme lapplication v + det(c;idg — v) est continue, ’ensemble

Ui ={v € L(E); (=1)"det(c;idg — v) > 0} est ouvert ainsi que l'intersection (finie) U = ﬂ Us.
i=0

Si v € U, son polynome caractéristique change de signe, donc s’annule d’apres le théoreme

des valeurs intermédiaires entre ¢; et ¢;_1 (pour 1 < ¢ < n). Comme X, possede n racines réelles

distinctes, il est scindé a racines simples. On en déduit que U est formé de matrices diagonalisables

a valeurs propres distinctes. En particulier u € D

Exercice 8.5.

1. Comme son polynome caractéristique est scindé, la matrice A est trigonalisable : il existe U €
GL,(K) telle que U ' AU = T est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont Aj, ..., A,. On a
alors Q(A) = UQ(T)U™". Or la matrice Q(T) est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont

les Q(Ar). Tl vient xqua) = xo) = | [(Q(A) — X).
k=1
2. Soit A € M, (C) la matrice compagnon du polynome P. Elle est a coefficients entiers. La matrice
A% est a coefficients entiers, donc x 44 est un polynome a coefficients entiers. Or d’apres le premiere

question x40 = (—1)" H(X —A)).
k=1

Exercice 8.6. Si u est trigonalisable, son polynéme caractéristique est scindé (d’apres le théoreme 8.7)
et ¢’est un polynome annulateur (d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton).

Pour établir la réciproque, nous procédons par récurrence sur la dimension de E. C’est clair si dim £ = 1.

Notons n la dimension de E et supposons que tout endomorphisme d’un espace de dimension n — 1

admettant un polynéme annulateur scindé est trigonalisable. Soit u € L(F) et supposons que u admet
k

un polynome annulateur scindé P = H(X — ;)% et démontrons que u est trigonalisable. Remarquons
=1

qu’alors le polynome minimal de u, quli divise P, est scindé, et I’on peut supposer que P est le polynome
minimal. L’endomorphisme u — A\jidg n’est pas surjectif (sinon le quotient de P par X — A; serait
annulateur). Soit H un hyperplan de E contenant I'image de u — Ajidg. On a (u — A\jidg)(H) C
im (u— A\idg) C H, donc H est stable par u — A\;idg, donc par u. Le polynéme P est encore annulateur
pour la restriction de ui & H. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une base (ey,...,e,-1) de H
dans la quelle la restriction de u est triangulaire. La matrice de u dans la base (eq,...,e,_1,€,) est
triangulaire pour tout e, € E'\ H.

Voici une autre méthode pour établir cette réciproque : d’aprés le < lemme des noyaux > (théoréeme
8.13) il suffit de démontrer que la restriction u; de u a E; = ker(u — A\;idg)® est trigonalisable. Or
u; = idg; + n; ou n; est nilpotent donc trigonalisable d’apres I'exercice suivant.

Exercice 8.7.

1. Puisque X™ est annulateur, le polynome minimal de u divise X™. Les diviseurs (unitaires) de
X™ sont les X¥ avec 0 < k < m. Or, on a supposé que pour k < m, on a u* # 0. Le polynéme
minimal de u est donc X™.



2. La composée de morphismes surjectifs est surjective. Si u était surjectif, u" le serait aussi...

3. On a u(im u) C u(F) = im u, donc im u est stable par u.
Démontrons par récurrence sur la dimension de E qu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire avec des 0 sur la diagonale.
Si dim £ = 1, puisque u n’est pas surjectif, son image est un sous-espace strict de E, donc
im u = {0}, soit u = 0, d’ou le résultat.
Notons n la dimension de E et supposons que tout endomorphisme nilpotent d’un espace de
dimension k < n est trigonalisable avec des 0 sur la diagonale. Soit u € L(E) un endomorphisme
nilpotent.
Puisque im v C E et im u # FE, la dimension de im u est < n et la restriction de v a im u
est nilpotente. D’apres I'hypothese de récurrence, il existe une base (eq,...,e;) de im u dans la
quelle la matrice A de la restriction de w est triangulaire. Complétons (eq,...,ex) en une base

de (ey,...,e,) de E. La matrice de u dans la base (ey,...,e,) est de la forme (61 ?) (puisque

im u = Vect(eq, ..., ex), d’ou le résultat.

Cela prouve aussi que y, = X4m%,

4. Six € Ny, alors u*(z) = 0, donc v (z) = u(u*(x)) = 0 et donc x € Nyyy. Si @ € Iy, il existe
y € E tel que z = v* ' (y) = u*(u(y)), donc z € I,

5. Soient k € {0,...,m — 1}. On a u(ly) = Ixy1, donc u induit par restriction une application
linéaire surjective vy, : I — Ij41. Le noyau de vy, est {x € Iy; u(z) = 0} = keru N Ij.
Par le théoreme du rang dim I, = dim Iz, + dimkervg, or la suite kervy, = I N keru est
décroissante. Enfin, dim N, = dim F — dim I}, et dim Ny, = dim F — dim [}, 1, donc dim Ny, —
dim Ny = dim [ — dim [, 1 = dim ker vy.

Exercice 8.8.

1. Posons F' = Vect(zg, ..., x,_1). On a u(F) = Vect(xy,...,xx) et puisque z € F,on au(F) C F.
On en déduit (& I'aide d’une récurrence) que, pour tout £ € N, on a u‘(F) C F. Donc z;, =

u'(zq) € F.
2. La matrice d’'un endomorphisme u dans une base (ey,...,e,) est une matrice compagnon si et
seulement si, pour j =1...,n — 1, on a u(e;) = ej41. Dans ce cas, on a (u’(e1))ogj<n—1 €st une
n—1
base de F/, donc u est cyclique. De plus, si P = Z Mo X" est un polynéme non nul de degré < n,
k=0

n—1

on a P(u)(xg) = Z Akert1 # 0, donc P(u) # 0. Le polynéme minimal est de degré au moins n,
k=0

et divise x, : c’est x, (au signe pres).

Supposons inversement que u et cyclique et soit xy un vecteur cyclique; pour 7 € N, posons
x; = u!(x0) ; soit k le plus petit entier tel que (zq, . . ., 7)) soit lié. Par définition de k, (zq, ..., zx_1)
est libre et z; € Vect(xg, ..., z,_1). D’apres la question 1, on a xy, € Vect(xg, ..., xr_1) pour tout
¢ € N, donc Vect(zg,...,xx_1) = E puisque la famille (z,)sen est génératrice (zq étant cyclique).
En d’autres termes, (zo,...,2,_1) est une base de E. Dans cette base la matrice de u est une
matrice compagnon.

Exercice 8.9.
1. est clair.

2. Soit P le polynome unitaire tel que J, = PK[X]. Remarquons que, d’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton, on a x,(u)(z) = 0, donc P divise x,. Notons n la dimension de E. Alors I'équivalence
entre les assertions suivantes :



(i) x est cyclique;

(ii) (z,u(x),...,u" () est une base de E;

(iii) (z,u(z),...,u" *(z)) est libre;
) p
) 0

(iv) pour tout polynome non nul @ de degré < n, on a Q(u)(x) #0;

(v
(vi) P = Xu.

3. Pulsque (); n'est pas un multiple de w;, Q;(u) # 0 et il existe donc x € E tel que Q;(u)r #
0. Berivons w, = P R; et posons x; = Rj(u)(z). On a P (u)(z;) = P’ (u) o Rj(u)(z) =
@ (u)(z) =0 et PV 1(U)(Ig) = PP (u) o Ry(u)(x) = Q;(u)(x) # 0.

j
, . o a;—1 N N
On en déduit que P;” € ij et P70 & Jy. ECrl\lfOHS Jo, = AK [X] o A est un polyndme
unitaire. Alors A divise P]% mais ne divise pas Pjar , donc A = Pja] )

4. Ecrivons J, = AK[X] ot A est un polynéme unitaire. On a w, € J,, donc A divise w,, donc

A= HPJ/BJ avec 0 < 35 < .
j=1

Soit j,¢ € {1,...,k}; comme Pjaj ne divise pas @;, on a Q;(z;) # 0. Pour ¢ € {1,...,k} distinct
de j, comme P;* divise @)}, on a Q;(u)(z,) = 0. Il vient Q;(u)(y) = Q;(u)(z;) # 0, donc A ne
divise pas ); : on en déduit que 3; = oj. Donc A = w,.

5. On a démontré qu’il existe y € E tel que J, soit engendré par w,; si @, = Xu, ¥ est cyclique
d’apres 2.
Si u est cyclique, alors il existe y tel que J, soit engendré par yx, ; or w, € J,, donc x,|w,. Ils
sont égaux (au signe pres) d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.

Exercice 8.10.

1. a) L’application ¢ : P + P(u)(x) étant linéaire, J = ¢ '(F) est un sous-espace vecto-
riel. Soient P € J et Q € K[X]; comme F est stable par Q(u), on a (QP)(u)(z) =
Q(u)(P(u)(z)) € F, donc QP € J. Cela prouve que J est un idéal.

b) On a w,(u)(x) =0 € F donc w, € J, donc Pr|w,.

c) e Soit y € F. Comme z est cyclique, il existe @ € K[X] tel que y = Q(u)(x); alors,

par définition de J, on a @ € J, donc il existe P € K[X] tel que Q = PrP. Alors
y = Pp(u)(P(u)(z)), donc y € im Pp(u).

e Soit y € im Pp(u). Alors il existe z € E tel que y = Pr(u)(z) et on a Qp(u)(y) =
(QrPr)(u)(z) = 0 puisque QpPp = w, est annulateur pour u.

e Soit y € ker Qp(u). Comme z est cyclique, il existe Q@ € K[X] tel que y = Q(u)(z);
alors, 0 = Qr(u)(y) = (QrQ)(u)(z). Or, comme z est cyclique, pour P € K[X] on a
Pu)(x) = 0 <= wy,|P (cf exerc. 8.9, question 2). On en déduit que w,|QrQ et
puisque w, = PrQF, il vient Pp|Q, donc @ € J, soit enfin y € F.

d) Notons up la restriction de u a F. Posons y = Pp(u)(z). Pour tout z € F il existe P € K[X]|
tel que P(u)(z) = z (car x est cyclique) et, puisque z € F'; P € J, donc il existe Q € K[X]
tel que P = QPp, soit z = Q(u)(Pr(u)(z)) = Q(ur)(y), donc y est cyclique pour up.
Enfin, QF est un polynéme annulateur pour up et si Q@ € K[X] est de degré < dQr, alors
J(PrQ) < Ow,, donc Q(u)Pr(u)(z) # 0, soit Q(up)(y) # 0. On en déduit que Qp est

le polynome minimal de ug, qui est son polynome caractéristique puisque up est cyclique.

Donc dim F' = 0QF.

2. Si u est cyclique, les sous-espaces de E invariants par u sont les ker Q(u) ou @ est un diviseur du
polynéme minimal de u (d’apres 1.¢). Or le polynéme minimal de u a un nombre fini de diviseurs
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unitaires (si on écrit w, = HP]-aj, avec P; irreductibles unitaires et distincts, les diviseurs
Jj=1
k k
unitaires de w, sont les HPfj avec 0 < B < o il y en a Haj + 1). Donc E possede un
j=1 j=1

nombre fini de sous-espaces invariants.

On suppose que E possede un nombre fini de sous espaces invariants F},..., Fy. Pour x € E,

notons F, = {P(u)(z); P € K[X]}; c’est un sous-espace invariant et il existe j(x) € {1,..., N}

tel que E, = Fj). Posons J = {j(z); © € E}; comme x € E, = Fj), il vient UF]- = F.
=

D’apres I'exercice 4.3, I'un des Fj est égal a E, donc u est cyclique. ’

3. Si le polynome caractéristique y, de u est irréductible, il est égal au polynome minimal, donc «

est cyclique et les seuls sous-espaces invariants sont les ker Q(u) avec @ diviseur de y,, soit F et
{0} puisque x, est irréductible.
Si E ne possede pas de sous-espaces invariants par u autres que {0} et E, alors pour tout = € £
non nul, espace {P(u)(z); P € K[X]} est invariant et non nul, donc z est cyclique. Si P, Q
sont des polynomes tels que PQ) = x, avec () non scalaire, puisque P n’est pas un multiple de
Xu = @y 'endomorphisme P(u) n’est pas nul, donc im P(u) # {0}. comme c’est un sous-espace
invariant par u, il vient im P(u) = E. Or Q(u) o P(u) = 0, donc Q(u) est nul sur im P(u) = E;
il vient Q(u) = 0, donc @ est annulateur pour u; c¢’est un multiple de x,. On en déduit que P
est scalaire. Donc Y, est irréductible.

Exercice 8.11. Pour t = 1, cette matrice est égale a I, + N avec N nilpotente. Comme N et I,
commutent, c’est sa décomposition de Dunford. Pour ¢ # 1, cette matrice a deux valeurs propres
distinctes : elle est diagonalisable. Sa décomposition de Dunford est donc A = A + 0... On en déduit
que la décomposition de Dunford n’est pas continue, i.e. que lapplication A +— (D, N) n’est pas
continue.

Exercice 8.12. Pour une matrice M = (m;;) € M,(C), notons M la matrice (77;;). Comme A est
réelle, on a A = A = D + N. Comme 'application M — M est un homomorphisme d’anneaux, les
matrices D et N commutent, N est nilpotente ; enfin, si on écrit D = P"'AP avec A diagonale, on a
D= Fﬁlﬁ, donc D est diagonalisable. Par unicité de la décomposition de Dunford, il vient D = D
et N =N, donc D et N sont réelles.

Exercice 8.13. Notons D le PGCD de P et w,, et écrivons w, = QD et P = RD (avec Q, R € K[X]).
Si D # 1, @ n’est pas multiple de w,, donc Q(u) # 0. Or, on a 0 = w,(u) = D(u)Q(u), donc le noyau
de D(u) contient I'image de Q(u), donc D(u) n’est pas injectif. L’endomorphisme P(u) = R(u)D(u)
s’annule sur le noyau de D(u) donc n’est pas injectif.

Si w, et P sont premiers entre eux, écrivons une relation de Bézout 1 = PQ + w,R. On a idg =
P(u)Q(u) + wy(u)R(u), et puisque w,(u) = 0, 'endomorphisme P(u) est inversible d’inverse Q(u).

Exercice 8.14.

1. L’endomorphisme v est cyclique. On a donc y, = @,. Or w, divise w, = P*. Cest donc une
puissance P’ de P (avec j < k). Raisonnons par récurrence sur la dimension de E. Si dim(E) <
OP,on a E = F et x, = P. Formons une base (ey,...,e;) de F' et complétons-la en une base

4.¢ Le polyno inimal

o p)- Lepolynome minima

de D divise celui de u : c¢’est une puissance de P. D’apres ’hypothese de récurrence, yp est une

puissance de P, ainsi que Y, = XAXD-

(é1,...,e,) de E. Dans cette base, la matrice de u est de la forme



m

2. Ecrivons w, = H Pjaj la décomposition du polynéme minimal de u en facteurs irréductibles;
j=1

posons F; = ker P% (u), et notons v; la restriction de uw a Fj. Comme E = @Fj, on a Y, =

H Xv;- Or, d’apres la question précédente, pour tout j, il existe 3; > «a; tel que x,, = Pﬁj
J=1

3. Puisque x, et w, ont les mémes diviseurs irréductibles on a (i) <= (ii). L’équivalence (ii) <=
(iii) résulte de l'exercice 8.13.

Exercice 8.15. Notons A € M, (K) C M,(L) la matrice de v dans une base de E. Soit A € L une
racine de P. Puisque P divise y,, on a y,(\) = 0, donc A est une valeur propre de A. En d’autres
termes, il existe un vecteur colonne non nul X € L" tel que AX = AX, donc P(A)X = 0. En particulier,
det P(u) = det P(A) = 0. D’apres 'exercice 8.13, on en déduit que P et w, ne sont pas premiers entre
eux, et puisque P est irréductible, il divise w,.

Exercice 8.16.

1. Ecrivons @ = PQ. Alors Q(u) # 0 car @ ne divise pas Q. Comme P(u)o Q(u) = w(u) = 0, P(u)
est nul sur I'image de Q(u). Soit x un vecteur non nul dans cette image. On a donc P(u)(z) = 0.
Notons k le degré de P. Remarquons que ensemble J, = {T € K[X]; T(u)(x) = 0} est un idéal
dans K[X]; il est donc de la forme D K[X]. Alors D divise P (puisque P € J,) et puisque x # 0,
onal¢J,, donc J, = P K[X]. L’application T' — T'(u)x est alors un isomorphisme de K[X]/J,
sur un sous-espace F, de E invariant par u. On a dim F, = dim K[X]/J, = k.

2. Cela résulte immédiatement de la question précédente puisque tout polyndome irréductible sur R
est de degré 1 ou 2. Une autre solution de cette question est donnée dans le lemme 9.31.

Exercice 8.17. L’ensemble F' = {P(u); P € K[X]} est un sous- espace vectoriel de dimension finie de

L(E); il est fermé. Comme exp u est limite de la suite P, ( Z 77 € F,onaexpué€ F.
k=0

Exercice 8.18.

k—1 A
X
1. Supposons que u**1 = 0, et notons Q le polynéme Q = Z Tl) On a exp(u) = idg + v, ou
(j
7=0
*1
v = Z —lu] = woQ(u), et puisque u et Q(u) commutent, on a v*! = u* o Q(u)" = 0, donc
1

expu est unipotent.

2. Pour t € R, posons f(t) = e’ —1 et, pour t € |]—1,+00], posons g(t) = In(1+t). Ces fonctions sont
nulles en 0 et admettent, en 0 les développements limités f(t) = Ey(t) 4+ o(t) et g(t) = Ly(t) +
o(t*). Par le théoréme de composition des développements limités, on a go f(t) = Ly Ey(t)+o(t")
et fog(t) = ExoLy(t)4o(t*). Or f et g sont réciproques I'une de I'autre, donc Ljo0 Ej(t) = t-+o(t*)
et By o Li(t) =t + o(t*).

Puisque Ly, o E(t) —t = o(t"), tous les termes jusqu’au degré k du polynéme Lj o Ej, — X sont
nuls, i.e. il existe un polynéme Ry, tel que Ly o B, — X = X*"'R; : de méme, il existe un polynéme
Sy tel que By o L, — X = XS, On a done Ey(Ly(u)) = Ej, 0 Li(u) = u + v Ry (u) = v et

3. Notons N l’ensemble des matrices carrées d’ordre n nilpotentes et I l’ensemble des matrices
carrées d’ordre n unipotentes. Si u € N, alors u” = 0. Les applications exp : N — U et
(idg +u) — Ly_1(u) de Y dans N sont polynomiales donc continues et, par la question 2 ce sont
des bijections réciproques 'une de I'autre.
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4. Soit A € GL,(C). Ecrivons A = N + D sa décomposition de Dunford. Remarquons que, puisque
N et A commutent, A~'N est une matrice nilpotente, donc A™*D = I, — (A"'N) est inversible
(dinverse I,, + (A" N) + (A" N)? + ...). On en déduit que D est inversible. On peut alors écrire
A = D(I, + Ny), avec N; = A™'N, oit N; et D commutent, D est diagonalisable et N; est
nilpotente.

Posons Ny = L,,_1(N;); on a exp Ny = I, + Nj.

Ecrivons D = P7'AP o P € GL,(C) et A = diag();) est diagonale. Soit f : C* — C une
détermination du logarithme complexe, et () le polynome d’interpolation de Lagrange satisfaisant
Q(A) = f(N) pour toute valeur propre de A. On a donc Q(A) = diag(Q()\;)) = diag(f(\;)) et
exp(Q(A)) = diag(exp(Q(\;))) = A.

Puisque Q(D) = P'Q(A)P, il vient exp(Q(D)) = P~ exp(Q(A))P = D.

Puisque D et Ny commutent, Q(D) et Ny = L,,_1(N;) commutent, donc

exp(Q(D) + N2) = exp(Q(D)) exp(N2) = D(I, + Ny) = A.

11.9 Formes quadratiques

Exercice 9.1.

1. Le vecteur e; est orthogonal & tous les e; pour j # i car la base (ey,...,e,) est orthogonale et a
e; car il est isotrope. Il s’ensuit que e = E, donc e; € kerq.

2. Notons ¢ la forme polaire de ¢. Soit x = Z Aie; un élément de E. On a ¢(x,e;) = \ig(e;). On a
i=1
donc x € ker g si et seulement si on a \;g(e;) = 0 pour tout i, i.e. si \; = 0 pour tout i & J, i.e.

si et seulement si x € Vect{e;; i € J}.

Exercice 9.2. L’application qui a une forme quadratique associe sa matrice (dans la base canonique)

est un isomorphisme entre I'espace des formes quadratiques sur K" et celui des matrices symétriques

nn+1
a coefficients dans K. La dimension de ces deux espaces est %

Exercice 9.3.

1. Si ¢ est une forme quadratique sur R", I'application x +— ¢(z) est continue donc bornée sur le
compact S, ce qui donne un sens a 'application N. Si ¢(z) = 0 pour tout z € S, alors pour tout
y € R™ non nul, on aura ¢(y) = ||ly||*¢(|ly]| 'v) = 0 par homogénéité, donc ¢ = 0.
Pour A € R, on a N(Aq) = sup{|\||q(z)|; x € S} = |A|[N(q).
Si q; et go sont deux formes quadratiques sur R”, pour tout x € S on a |(¢1 + ¢2)(z)| < |qi(z)| +
192(2)] < N(g1) + N(ga) ; prenant le sup sur o € S, il vient N(gs + ) < N(g1) + N(ga).

2. L’application A qui a une forme quadratique associe le déterminant de sa matrice est polynomiale
donc continue. L’ensemble des formes quadratiques non dégénérées est A~ (R*). Il est ouvert.
Soit ¢ une forme quadratique et notons A sa matrice dans la base canonique de R". Pour k € N,

si n’est pas une valeur propre de A, la forme quadratique ¢, de matrice A — \I,, est non

k+1
dégénérée. Comme A possede un nombre fini de valeurs propres, g, est non dégénérée pour k

assez grand, donc ¢ est limite d’une suite de formes quadratiques non dégénérées.

3. Soit ¢ une forme quadratique de signature (p,n — p). Il existe des sous-espaces F et F' de R" tels
que dim E = p, dim F' = n — p et les restrictions de ¢ a E et a F' sont non dégénérées positive
et négative respectivement. Posons a = inf{|q(z)|; x € EU F; ||z| = 1}. Avec les notations de
I'exercice précédent, si N(q¢ — ¢') < «, restrictions de ¢ & E et & F sont non dégénérées positive
et négative respectivement, donc la signature de ¢’ est (p,n — p).
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4. Soit ¢ € Q* et notons (p,n — p) sa signature.
Notons T}, 'ensemble des formes quadratiques de signature (p,n — p). Le complémentaire de T,
dans Q" est la réunion des T}, pour k # p; il est ouvert. Donc T}, est ouvert et fermé dans Q*. Si
C' est la composante connexe de ¢ dans Q*, 'ensemble C' N T}, est ouvert et fermé dans C, non
vide car il contient ¢, donc C'NT, = C, autrement dit C' est contenu dans 7,.

Par ailleurs, si ¢’ € T),, il existe des bases B = (e1,...,€p, €pp1,...,en) et B' = (€],..., €, e, 1,...,¢€,)
orthogonales pour ¢ et ¢’ respectivement, telles que ¢(e;) = 1 = ¢'(€)) pour 1 < i < p et
qle;) = =1 = ¢'(e}) pour p+ 1 < i < n. Notons alors f € GL(R") I'automorphisme tel que

f(el) = e. On aqgo f = ¢. Quitte & remplacer €] par —e}, on peut de plus supposer que
det f > 0. Inversement, si ¢’ s’écrit g o f avec f € GL(R"), la matrice de ¢’ dans la base f~*(B)
est celle de g dans la base B, donc ¢’ € T,,.

On en déduit que T, = {go f; f € GL(R"),} ou on a noté GL(R"), I'ensemble des automor-
phismes de R™ de déterminant > 0. Comme GL(R"), est connexe par arcs, et f +— qo f est
continue (si A et P sont les matrices de ¢ et f dans la base canonique, celle de go f est "PAP),

on en déduit que T, est connexe (par arcs). C’est la composante connexe de q.

Exercice 9.4.

1. Soit H un hyperplan de E. Notons (1, s’) la signature de la restriction de ¢ & H. Soit F un
sous-espace de H de dimension 7’ tel que la restriction de g & F soit définie positive et soit G un
sous-espace de dimension r de E contenant F' tel que la restriction de g a GG soit définie positive.
Ona F=HNG,doncr—1<7r <.

De méme, s — 1 < s’ < s.

2. a) Soit k € {0,...,n—1}. Puisque g est non dégénérée, on a dim Ej- = n— k. On en déduit que
E,,CL N Ejy1 n’est pas nul. Soit e, un vecteur non nul de EkL N Eyy1. Puisque la restriction
de ¢ & Ej, est non dégénérée, il vient E;- N £, = {0}, donc ep1 &€ Ei. On en déduit que
Erxi1 = Ey ® Regyq. Par récurrence sur k, (eq, ..., ex) est une base de F.

Enfin, pour j # k, par exemple j < k,onae; € I; C Ey_; et e € Ei- |, donc la base
(é1,...,€e,) de E est orthogonale.

b) Le signe de det Ay ne dépend pas de la base (dans une autre base, on a A} = ‘PA,P ou P
est une matrice de passage donc det A}, = (det P)* det Ay).
On peut donc choisir la base (eq,...,e;) de la question précédente. On a det Ay, =
q(exs1) det A, donc det Apyq et det A, sont de signe opposé si et seulement si g(ejy1 est
négatif. Le nombre de changements de signe est donc le nombre de ej avec g(ex) < 0.

Exercice 9.5. Rappelons qu'une équation du type g(x) = 1 est celle d'un ellipsoide si ¢ est définie
positive, un hyperboloide & une nappe si la signature de ¢ est (2,1) et un hyperboloide & deux nappes
si la signature de ¢ est (1,2).
Pour trouver la signature de g peut utiliser la réduction de Gauss. On écrit donc

9 9 9 9 o T +y+2z xr—y
rytyzt+ze=(@x+z2)y+z)—22=X"-Y" -Z"ou X=—""Y = et 2 = Z. Ces

formes linéaires sont des coordonnées dans la base (e; + e2,e1 — €2,e3 — €1 — €3). Dans cette nouvelle
base, I'équation est X? —Y? — Z? 4+ 1 = 0. La quadrique est un hyperboloide & une nappe.

Si on cherche a étudier les propriétés métriques de notre quadrique, on doit la réduire dans une base
0 1/2 1/2
orthonormée. Cela revient a diagonaliser la matrice | 1/2 0 1/2 | de b dans une base orthonormée
/2 1/2 0
de R®. Ses valeurs propres sont 1 et —1/2 (avec multiplicité 2) et une base orthoormée de vecteurs
propres est e; = 1/\/5(1, 1,1), e = 1/\/5(1, —1,0) et e3 = 1/\/6(1, 1, —2). Dans cette base orthonormée
I’équation de notre quadrique est 2X* — Y2 — Z% + 2 = 0. On en déduit que c’est un hyperboloide (a
une nappe évidemment) de révolution (autour de I'axe des X).
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Exercice 9.6. Posons (M) = Tr(M?). L’application b : (M, N) — Tr(MN) est une forme bilinéaire.
Elle est symétrique d’apres la propriété de la trace. C’est donc la forme polaire de ¢. Si M = (a; ;)

est dans le noyau de ¢, alors 0 = b(M,'M) = Zaij, donc M = 0. Notons (k,n? — k) sa signa-
2%

ture. La restriction de ¢ au sous-espaces S (resp. A) des matrices symétriques (resp. antisymétriques)

n(n+1) n(n—1)

est définie positive. Il vient k& > (resp. n* — k > . Donc la signature de g est

nn+1) n(n—1)
)
Notons que S et A sont orthogonaux pour ¢ : si M € S et N € A, il vient Tr(MN) = Tr('(MN)) =
—Tr(NM) = —Tr(MN) donc Tr(MN = 0).

Exercice 9.7. Notons (1, s) la signature de ¢. Démontrons que cette dimension maximale est n —
max(r, s).

Quitte a changer ¢ en —q on peut supposer que r > s. Dans une base (eq, ..., e,) bien choisie, g s’écrit
n r r4s
§ : _ } : 2 2 .
q( xiei) = Ty, — E xy,. Les vecteurs e; — e; 4, pour 2 = 1,..., s et les vecteurs e, avec {>r+s
i=1 k=1 k=r+1

sont deux a deux orthogonaux et isotropes donc engendrent un espace totalement isotrope de dimension
n—r.

Par ailleurs, tout sous-espace de dimension p > n — r a une intersection non nulle avec Vect(ey, ..., e,)
donc contient des vecteurs non isotropes.

Exercice 9.8. Commencons par la question 2. Notons ¢ la forme polaire de ¢ et définissons les applica-
tions linéaires f : F' — G* qui a x € F associe la forme linéaire y — ¢(z,y) sur G et g : G — F* qui a

y € G associe la forme linéaire x — ¢(x,y) sur F. Soit (uy, ..., u,) une base de F' et (vy, ..., v,) une base
de G. Notons A € M, (K) la matrice (ag,) ou pour 1 <k <net 1<l < pon pose ag = @(ug,v). La
matrice de f dans les bases (uy,...,u,) et (vf,...,v}) est “A; la matrice de g dans les bases (vy, ..., v,)

et (u},...,u’) est A, donc f et g ont le méme rang. Or ker f = {zx € F;; Vy € G, p(z,y) =0} = FNG*
et ker g = G N F*. 11 vient

dim F' — dim(F N G*) = rgf = rgg = dim G — dim(F*- N G).
Prenant G = E, on retrouve la question 1, puisque E+ = kerg.

Exercice 9.9.
1. En effet F' 4+ Kz est totalement isotrope et contient F' : il est donc égal a F' (en particulier, on a
kerq C F).
2. Puisque F est totalement isotrope, on a F C F*X, donc FNG C FXNG. Siz € FF NG, il est
isotrope (car x € G), donc x € F' d’apres la question 1.

3. Echangeant les roles de F et G, il vient G NF = FNG = FYNG. Or, d’apres Uexercice 9.8, on
a dim F — dim(G+* N F) = dim G — dim(F* N G).

Exercice 9.10.
1. On a ou bien F'=o(F) = E et on pose T = o ; ou bien F' = o(F) = {0} et on pose 7 = idg.
2. a) Puisque z et y sont orthogonaux, on a ¢(z +vy) = q(z) + q(y). Il vient ¢(z + o(y)) =
g(o((z+y)) = q(z) + q(y) = a(x) + q(a(y)), donc o(y) € x*.
b) La restriction ¢, de ¢ & E; est non dégénérée, puisque B} = (v7)" = Kz et Kz NE, =0 (x
étant non isotrope). Notons oy : F} — Fj la restriction de o. Par ’hypothese de récurrence,

il existe 71 € O(q1) qui prolonge o). L’application 7 : Az + y — Az + 71(y) convient (pour
ANe K etye Ey).
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3. a) Onaq(z+y)+qr—y) =2q(x) + 2q(y) = 4q(x) # 0 puisque q(y) = q(o(z)) = q(2).

b) Notons ¢ la forme polaire de ¢. On a p(x +y,z —y) = q(x) — q(y) = 0; si z + y n'est
pas isotrope, on peut prendre G = K(z + y); si * — y n’est pas isotrope, on peut prendre
G=(r—y*

¢) La symétrie 7; définie par 7 (u+4v) = u — v pour u € G et v € G* convient.

d) Notons o, : F — E l'application u +— 7, *(c(u)). On a o(x) = z. Par la question 2,
L’application oy se prolonge en un élément 75 € O(q). On pose alors 7 = 71 0 T5.

4. a) On peut prolonger ¢ en une forme linéaire ¢; € E*; or I'application = — ¢(z,.) est bijective
de E sur E* puisque ¢ est non dégénérée.

b) Soit z( tel qu’on ait p(xg,y) = ¢(z) pour tout z € F'; soit y € F tel que £(y) # 0. Pour
A€ K, onaq(zyg+ \y) = q(x) + 2M(y) (puisque y est isotrope). On peut choisir A tel que
T = xo + Ay soit isotrope. Pour z € F, on a ¢(y,z) = 0 (car F est totalement isotrope),
donc p(z,2) = @(xg, 2) = £(2).

¢) Notons o’ : o(F) — F lapplication réciproque de 0. Pour y € o(F),onaq(y) = q(o(c'(y)))
q(c'(y)) = 0, donc o(F) est totalement isotrope. Appliquant la question précédente & £ o o’
on trouve un élément isotrope z’ € E tel qu'on ait p(a’,a(y)) = £(y) pour tout y € F'.

Pour A € K et y € F, posons a(y + Az) = o(y) + Az’. Remarquons que puisque £ n’est pas
nulle, onaz € F et 2’ € o(F), donc 7 est bien définie et injective. Pour tout y € F et A € K,
puisque z, ', y et o(y) sont isotropes, on a ¢(7(y+Ax)) = 2 p(c(y), ') = 2M(y) = q(y+z).

d) L’espace F'@ Kz n’étant pas isotrope, I'application & se prolonge (d’apres la question 3) en
un élément de O(q).

Exercice 9.11. Soient S, T € M, (n,R). Pour A € R, notons E5(S) et E\(T') les espaces propres de S

et T de valeur propre A. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de T'. Supposons que S? = T. Remarquons

que si A est une valeur propre de S alors A > 0 et A\* est une valeur propre de T et E\(S) C E2(T).
k

Donc les valeurs propres de S sont les y/A;. Comme S est diagonalisable, on a @ E \/A—(S ) = R";
j=1
puisque la somme des espaces propres de T est directe, on en déduit que \/A—(S ) = E),(T). En d’autres

k k
termes S est 'unique opérateur tel que S(z) = Z \V/Ajz; sion écrit v = Z x; dans la décomposition
j=1 j=1

k
R" = @ E,,(T). L’application T — T* est donc bijective de M, (n,R) dans M, (n,R).
j=1

Exercice 9.12. Voir décomposition d’'Iwazawa, analyse p. 77

Exercice 9.13.

1. Posons M = (a b). On a
c d

2 32
' VIV =0 ab+cd —ac—bd\ _ , —b—c a—d
MM MM_(ab+cd—ac—bd b2 — =(b—c) a—d b+c)’

de sorte que "M M = M*'M si et seulement sib=coua=det b= —c.

2. Le calcul par blocs de “M M et M*M donne en bloc en haut a gauche 1’égalité ‘AA = A'A+ B'B.
Prenant la trace, puisque Tr(*AA) = Tr(A'A), il vient Tr(B'B) = 0; or, si B = (b;;), on a
0=Tr(B'B) = Z bij, donc B = 0.

,J

t t
Enfin ‘MM = (%A tC(’)C'> et M'M = (AOA CBC'>’ donc A et C' sont normales.
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3. On raisonne par récurrence sur la dimension n de F.
e Sin =1, alors M est diagonale.
e Supposons n > 2 et le résultat connu pour toutes les matrices normales de taille < n. Si M
a une valeur propre réelle A\, on note e; € R" un vecteur colonne propre associé de norme

1; complétons le en une base orthonormée (ey,...,e,). Posons dans ce cas I = Re;. Sinon,
d’apres le lemme 9.31, il existe un sous-espace F' de R" de dimension 2 stable par 'application
X +— MX. Prenons une base orthonormée (eq,...,e,) de R" telle que e, es soit une base de

F. Dans tous les cas F' est stable. Notons d = 1 ou 2 sa dimension.
Comme F est stable, on a M = UM'U~" ou U est la matrice de passage de la base canonique
a la base (e1,...,e,) : c'est une matrice de passage entre bases orthonormées donc U est

0 C
normale, donc B = 0 et A et C' sont normales d’apres la question 2. Si d = 2, comme A n’a pas
de valeurs propres réelles, ¢’est une matrice de similitude directe d’apres la question 1. D’apres
I'hypothese de récurrence, Il existe U; € O,,_4 telle Uy LU, soit de la forme voulue. Notons

que
Ut o . I 0 (A 0
(0 U;l)U MU(O U,) — \0 U;'cty

4. On a démontré que pour tout endomorphisme normal u il existe une base orthonormée de F

D0 ou D = diag()\;) est diagonale et
0 Dy
a; —bl

b; Q;

orthogonale et ou M’ est de la forme <A B) ou A est une matrice d x d. Alors M’ est

a la forme voulue.

dans laquelle la matrice de u est de la forme M = (

D, = diag(S;) est diagonale par blocs 2 x 2, les S; = ( ) étant des matrices de similitudes

directes.

Si u est orthogonale (resp. antisymétrique) il en va de méme pour D et Dy, donc les \; sont égaux
a £1 (resp. nuls) et a? + b7 = 1 (resp. a; = 0).

11.10 Géomeétrie affine en dimension finie

- —

Exercice 10.1. Soit A € E. Pour M € E, on a Af(M) = Af(A) + f(AM), donc f(M) = M <=

_— -  —

Af(A) = (idgz — f)(AM). L’application id z — f étant bijective, Iexistence et unicité en découlent.

Exercice 10.2. Soit f est une telle application, et soient A, B deux points distincts de E. Alors
A" = f(A) et B = f(B) sont distin_ct;s (car f est injective) et les droites (AB) et (A'B’) étant
paralleles, il existe A € K* tel que A'B’ = AAB. Soit alors h ’homothétie translation de rapport A
et telle que h(A) = h(A’). L’application g = h™! o f envoie toute droite en une droite parallele et de
plus on a g(A) = A et g(B) = B. En particulier, si D est une droite passant par A (resp. B), alors
g(D) est la droite parallele a D et passant par A (resp. B), donc g(D) = D. Si M € E '\ (AB), alors
g(M) e g((AM)) = (AM) et g(M) € g((BM)) = (BM), donc g(M) € (AM)N(BM) = {M}. Comme
dim E > 2, il existe C' € E \ (AB). Par ce qui précede g(C) = C, et, appliquant ce qui précede a A, C,
on trouve que g(M) = M pour tout M ¢ (AC). Cela prouve que g fixe tout point de (AB) (distinct
de A), donc que g = idg, soit f = h.

— —

—_— = — - =
Exercice 10.3. Ona FNG #() < IM € E; AM € F et MBe G < ABe€ F + G.

Exercice 10.4. Rappelons que deux droites qui se coupent sont coplanaires. Soient di,ds € D deux
droites distinctes. Notons A leur point d’intersection et P le plan qui contient d; et do. On suppose
qu’au moins une droite d3 € D ne passe pas par A. Elle coupe d; en un point B et dy en un point C'. Ces
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deux points sont distincts de A, donc distincts, donc d3 = (BC') C P. Soit d € D. Par ce qui précede,
si A dalorsd C P.Si A € d, comme d coupe dz en un point M distinct de A, on a d = (AM), donc
dC P.

Exercice 10.5. Le gradient de ¢ : M — ||AM||* est 2AM (i.e. dipp(¥) = 2(AM|7)). Donc M est un
—_—
point critique pour ¢ si et seulement si Z NA;M = 0.

e Supposons que Z Ai # 0, alors le seul point critique est le barycentre G des (A;, \;). Dans ce cas,
on a

i — —
p(M) = > AI(AG+GM))?
=1
= S MIAGI + IGM|) + (D NAGIGM)
i=1

= o)+ (A lem.

Donc G est un maximum si Z A; < 0 et un minimum si Z A > 0.

—
e Si Z)‘i = 0, le gradient de ¢ est constant égal a v = 22)\1»141-14 (ce vecteur ne dépend pas de
A € E) et @ est affine : on a

p(M) = iAi(H/M—A)HM||AM]\2)+2<ZAiﬂ|W>

=1

= o(A)+ <17|f_1—l\i>

Exercice 10.6. L'ensemble T' = {(x,t) € C x R; f(z) < t} est une partie convexe de F x R, donc
TN(Ex]—00,al) et TN(E X]—00, a]) sont convexes, ainsi que leur image par la projection p : (z,t) — x.

Exercice 10.7.

1. C’est essentiellement la Définition puisque le centre de gravité est l'isobarycentre de A, B et C.

1 2/B+C
Notons cependant que 'ona G = A+ ;

droite joignant A au milieu de B et C - et de méme pour les deux autres médianes.

, de sorte que G est bien situé sur la médiane :

2. a) Soit (0,7, ) un repére orthonormé. Les affixes de A, B, C' ont méme module si et seulement

si OA = OB = OC, c’est a dire si et seulement si O est le centre du cercle circonscrit a
ABC.

b) L’existence de z,s,t résultent de ce que les affixes de AA,B ,C" sont de méme modules et
distincts. D’apres la propriété de ’angle au centre, s = 2B et t = 2C modulo 2.

¢) On a z4(sin24) + z5(sin 2B) + z¢(sin 20) = 2 ( sin(2r — s —t) + (sint)e"® + (sin s)e”'t) =0;
donc le barycentre de ((A,sin 2A), (B,sin2B) + (C,sin QC’)) centre O du cercle circonscrit
du triangle ABC'.

3. a) Dans le triangle AA'B, rectangle en A’, on a A'B = |cotan B|AA’. De méme A’ C’

| cotan C|AA’. Lorsque les angles B et C' sont aigus, on en déduit que tan B AB +tan C AC C’ =
0. Cette méme égalité reste vraie lorsque un des angles B ou C est obtus : dans ce cas, A B
et A C' ont méme sens mais tan B et tan C' sont de signes opposés.

b) On a tanAHA+tanB HB+tanC’HC’ = tanAHA—i—(tanB—i—tan C’)HA’ On en déduit que
le vecteur tan . AHA+tan BHB +tan € HC est colinéaire & AA; ; de méme, il est colinéaire

a BB’ et C’C”. Il est donc nul. Notons que, si le triangle ABC' est rectangle disons en A,
alors l'orthocentre est A et tan A = co. Le résultat reste cohérent...

S -49



4. a) La bissectrice intérieure de deux demi droites non opposées dirigées par des vecteurs unitaires
U et U est dirigée par @ + .
— —
— — — — AB AC
b) Ona BOTA+CAIB+ABIC = (BC+CA+AB)[A+CA.AB (E + E) Ce vecteur

. / . N —% ~ \ —% N —% .
est colinéaire a IA - et de méme a IB (et a IC) donc il est nul.
sin A _sin B sin C
c) On a d’ott le résultat.

BC CA AB

Exercice 10.8. Posons dim ¥ = n et dim F: k.

1. Soit (Aj,..., Axs1) un repere affine de F'; complétons le en un repere affine (Ay,..., A1) de
E. En faisant la construction décrite dans la preuve du théoreme 10.21 a partir de ce repere, on
trouve o; = idg pour j < k + 1, et 0; est produit d’au plus j — k — 1 réflexions pour j > k + 1.
On en déduit que f = 0'1;1_1 est produit de n — k réflexions au plus.

Supposons que f = 7,,0...07 ou 7; est la réflexion par rapport a un hyperplan Hjet demontrons

—

quem =>n—k. Alorsf—Tm .07, est 'identité sur Hlﬂ ﬂHm,donc Hlﬂ ﬂH Cc F.
Donc dim F' =k > n — m.

2. Une translation est la composée de deux réflexions : soit v € E et soit 7 la réflexion par rapport
a un hyperplan orthogonal & @. Posons 7/ = Ty o 7. On vérifie sans peine que 7’ est la réflexion
hyperplane par rapport a Ty/2(H). Donc Ty = 7' o 7.

Maintenant, si f est une isométrie, il existe une isométrie g possédant des points fixes et une
translation T telles que f = T o g (on peut utiliser la décomposition canonique (10.22), ou
prendre T' =T~ A7(ay pour un point A € E quelconque. Alors g = T ' o f fixe A). La dimension de

I’espace des points fixes de g est égale a k, donc par la premiere question, g est produit de n — k
réflexions et f est produit de n — k + 2 réflexions.
Supposons que f = 7, 0...07 ol 7; est la réﬂexion par rapport a un hyperplan H;. Remarquons

—
que pour tout j et tout M € E,ona M7;(M) € H . Soit M € E; posons My = M, M1 =7 (M),

et M; = 7;(M;_y), de sorte que M,, = f(M). Onadonch Z 1M, GZH On en
7=1
LS T —_—
déduit que Z M;_1M; € Z H; contient le sous-espace engendré par les M f(M) pour M € E
/ j=1 j=1
Ecrivons f = Ty o g la décomposition canonique de f. On a {Mg(M); M € E} = 1m(f idz),

—_—y
donc {M f(M); M € E} = {W+7; v € 1m(f—1d )}. Le sous-espace engendré est RTGim(f—id z)
qui est de dimension n — k + 1.

On en déduit que m > n — k + 1. De plus ¢ est produit de n — k réflexions, donc det f det g =
(=1)"*; il vient (—1)™ = (—=1)""* donc m — (n — k) est pair. Donc m >n — k + 2.

Exercice 10.9. On a foT; = T @) © f, donc on a I'équivalence :

(i) f(7) = 7;
(ii) fng:T~of'

(iii) Tyo f(A) = Tyg o f(A);
(iv) f(A)+27—f( )+f( ).
En effet, il est clair que (i)=(ii) <= (iii)=(iv) <= (i).

H
Pour v € ker(idz — f) I’application T @) © f possede un point fixe si et seulement s’il existe 2’ € F

—>
el que f(A)+ T+ f(2)= A+ 7 SOlt Af(A) = =0+ (idg — F)(2). Un tel @ et un tel 2 existent
- 5

—

si et seulement si Af(A) € ker(idg — f) + im(idz — f). Si ¥ existe il est unique si et seulement si

—

ker(idz — f) Nim(idz — f) = {0}.



Exercice 10.10. Ecrivons f = Ty o g la décomposition canonique de f et soit A un point fixe de g.
— —_— — —

Pour M € M,ona Mf(M)=Mg(M)+v=(f—idz)(AM)+ . Comme im(f —idz) et ker(f —idz)
- — —
sont orthogonaux, M f(M) est minimal si et seulement si (f —idgz)(AM) = 0 c’est a dire si AM €

—

ker(f —idg), soit si M est un point fixe de g.

Exercice 10.11.

1. Le groupe du cube est contenu dans SO(3); ses éléments, en dehors de l'identité, sont des rota-
tions. Dans le groupe du cube, il y a :

a) L’identité.
b) Les rotations d’angles k7 /2 dont ’axe relie les centres de deux faces opposées avec k impair.

Ils operent par permutation circulaire sur les diagonales; on trouve ainsi 3 X 2 = 6 éléments
(3 = nombre de paires de faces opposées x deux rotations d’angles +m/2).

c¢) Les demi tours dont I’axe relie les centres de deux faces opposées. Il y en a 3. La décomposition
en cycles de leur action sur les diagonales est de la forme (a, b)(c, d).

d) Les demi tours dont l'axe relie les centres de deux arétes diagonalement opposées. Leur
action échange les deux diagonales extrémités de ces arétes et fixe les deux autres diagonales.
Comme il y a 12 arétes dans un cube, il y a 6 tels éléments.

e) Les rotations d’angle 2k7/3 d’axe une diagonale. Leur action fixe cette diagonale et permute
circulairement les autres. Il y 4 x 2 = 8 tels éléments. (4 = nombre de diagonales x deux
rotations d’angles +27/3).

On a bien trouvé les 24 éléments.

2. Le groupe du cube opere sur les trois paires de faces opposées ou, autrement dit, sur les trois
droites reliant les centres de deux faces opposées. On obtient ainsi un morphisme a valeurs dans
G3. Le noyau est formé d’éléments fixant ces trois droites. Comme il s’agit de rotations, outre
I'identité, il y aura les trois demi-tours autour de ces axes.



