11 Solutions des exercices

I. Algeébre générale

11.1 Arithmétique dans Z

Exercice 1.1.

1. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b. Puisque d est un diviseur commun a a et b, §
divise d. Comme d divise a et b, il existe deux entiers relatifs a’ et b’ tels que a = da’ et b = dV'.
Donc 6 = au + bv = d(a'u + b'v) et d divise §. Par suite || = d.

2. On a aZ + bZ = dZ, donc caZ + cbZ = cdZ. On en déduit que cd est le plus grand commun
diviseur de ca et cb.
Par définition du plus petit commun multiple de a et b, on a aZ NbZ = mZ, donc c¢(aZ)Nc(bZ) =
cmZ. Donc cm est bien le plus petit commun multiple de ac et be.

3. Ecrivons a = d'd et b = ¥'d avec a’ et b’ premiers entre eux. Alors le plus petit commun multiple de
a’ et b est a’l’, donc le plus petit commun multiple de a et b est a’d’d. On a bien md = a'db'd = ab.

Exercice 1.2.

1. Comme a divise c, il existe un entier relatif a’ tel que ¢ = ad’ et ainsi b divise aa’ avec a et b
premiers entre eux. On en déduit, d’apres le théoreme de Gauss, que b divise a’. Alors ab divise
aa' = c.

2. On suppose que a est premier a b et a ¢, donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe des entiers
relatifs u, v, v’ et v’ tels que : au +bv =1 et av’ + v’ = 1. Donc : 1 = (au + w)(av' + ') =
a(auu’ + ucv' + u'bv) + (be)(vv'), avee (auu’ + ucv’ + u'bv) € Z et vu' € Z; donc a est premier a
be.

3. a) e Démontrons que a et b" sont premiers entre eux par récurrence sur n :

x Il n’y a rien a démontrer pour n = 1.

% Supposons que a et b" (n € N*) soient premiers entre eux. Alors, comme a et b sont
premiers entre eux, d’apres la question précédente, a et b"b = b""! sont premiers entre
eux.

e On en déduit immédiatement que a" et b" sont premiers entre eux en appliquant ce qui

précede a b" et a a.

b) Comme d est le plus grand commun diviseur de a et b, il existe deux entiers relatifs a’ et b’
tels que a = da’ et b = db’, avec a’ et b’ premiers entre eux. D’apres la question précédente,
on a alors a” = d"a™ et b" = d"b", avec a’™ et V'™ premiers entre eux. Ainsi le plus grand
commun diviseur de a" et b" est d".

4. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b et écrivons a = ed et b = ed avec e et V/
premiers entre eux. Comme ed = albc = db'c, il vient e|b'c et comme e et b’ sont premiers entre
eux, il vient e|c.

Exercice 1.3.

1. Puisque e et N sont premiers entre eux, la classe de e est inversible dans Z/NZ; il existe un
unique d € Z, avec 0 < d < N — 1 dont la classe est I'inverse de celle de e modulo N.

2. On peut écrire ed = k(p — 1) + 1. Si n n’est pas divisible par p, alors n”~! =1 [p] (théoréme de

Fermat), donc n*®*~1 =1 [p] et enfin n°® = n [p]. Cela reste vrai si p divise n : dans ce cas p
divise aussi n°*. De méme n° = n|q|.
3. La réciproque de cette application est 'application qui & a associe le reste dans la division de a?

par pq.



Exercice 1.4.

1.

4.

Notons d le pged de a et b et S, = {(z,y) € Z X Z; ax + by = ¢}. On remarque d’abord que
S.# () <= c € aZ + bZ = dZ. Autrement dit, I’équation admet des solutions si et seulement si
c est multiple de d.

Supposons que ¢ est un multiple de d et soit (xg,yy) une solution particuliere. Alors I’équation
devient a(x — o) + b(y — yo) = 0, soit (z — xg,y — yo) € Sp. Il reste a décrire Sy et une méthode
pour trouver une solution particuliere.

Ecrivons a = a'd et b = b'd. L’équation az + by = 0 est équivalente & @’z + 'y = 0 et maintenant
a’ et b’ sont premiers entre eux. Si (z,y) est solution, b’ divise a'x = —b'y et est premier avec
a’, donc V' divise x. On écrit © = kb'. Notre équation devient a’'kb’ + b'y = 0, soit y = —kd’.
Inversement, pour tout k € Z, on a (kb/,—ka') € Sy, donc Sy = {(kb', —kd'); k € Z}. Enfin
Se = {(xo — kb',yo + kd'); k € Z}.

L’algorithme d’Euclide qui permet de trouver d, a’, b, permet aussi de trouver une solution parti-
culiere (g, yo). En effet, en remontant 1’algorithme d’Euclide, on trouve (u, v) tels que au+bv = d.
Si on écrit ¢ = ¢'d (puisque ¢ est multiple de d), on pourra poser xo = c'u et yo = c'v.

Remarque : On peut partir de nimporte quelle solution particuliere. Une telle solution particuliere
peut étre évidente (par exemple, si ¢ =a +b...).

Discussion. Pour la suite de I'exercice a et b sont supposés premiers entre eux. Supposons ¢ > 0
et décrivons les solutions positives ou nulles. Pour cela, remarquons qu’il existe un unique u €
0,6 — 1] NN tel que ¢ — au € bZ. En effet, u est le représentant dans [0,b — 1] du quotient de
la classe de ¢ par celle de a (qui est inversible) dans Z/bZ. Alors ¢ = au + bv. Les solutions sont
(u+kb,v—ka), k € Z. Comme 0 < u < b, les solutions positives sont (u+kb,v—ka), k € N, ka <
v. Siv <0, il n’y a pas de solutions positives; si v > 0, les solutions positives sont données par

les entiers k € [0, E(v/a)], soit k € [0, E((c — au)/ab)]. Il y a alors exactement E(C _bau) +1
a

solutions.

L’équation ax + by = ab admet les solutions positives (b,0) et (0,a). Par ce qui précede, si
I’équation ax + by = ¢ admet deux solutions positives, alors ¢ — axg = ab donc ¢ > ab. Le plus
petit entier qui s’écrit de deux fagons sous la forme ax + by est donc ab.

De la discussion ci-dessus, il résulte que ¢ € A si et seulement s’il existe u € [0,b — 1] et v € N*
tels que ¢ = au — bv.

a) Onaab—a—b=alb—1)—bdoncab—b—a€ A Sice A jilexisteu<b—1letv>1
tels que ¢ = au — bv, donc ¢ < a(b— 1) — b. Donc le plus grand élément de A est ab—a — b.

b) On a vu que ¢ € A si et seulement s'il s’écrit sous la forme ¢ = ua — vb avec 0 <u < b—1
et v > 1. Remarquons que, puisque ¢ > 0, on a ua > vb. Or ua < ab donc v < a soit
v<a—1etovb>0doncu > 0soit u> 1. Cela prouve que tout élément de A s’écrit
ua —vb; (u,v) EN?, 1<u<b-1;1<v<a—1
Inversement, tout élément positif qui s’écrit comme ga est dans A. Si ¢ = —(ua — bv) avec
I<u<b-—1;1<v<a—1l,alorsonac=(b—u)a—(a—v)c;puisque l <b—u<b—1
et 1 <a—wv<a—1,il vient encore ¢ € A.

c) Par ce qui précede, lorsque (u,v) décrit [1,b — 1] x [1,a — 1], ua — bv décrit AU —A. Si
ua—bv =u'a—b'; alors (u —u')a = b(v — '), et par le théoreme de Gauss, b divise u — u';
or puisque 1 < u, v’ <b—1, il vient |u — /| < b — 2, donc la seule possibilité est u = u’ et
v = v. On a donc une bijection de [1,b — 1] x [1,a — 1] sur AU —A. Il s’ensuit que A a

(a—1)(b—1)

2

Notons que ce nombre est entier, puisque a et b étant premiers entre eux, il ne peuvent étre

tous deux pairs.

a) Lorsque a =7 et b =5, on trouve ab—a —b=35—7—5 = 23.

exactement éléments.

S-2



3—1)(b—-1
b Mya 3=HE=D
les nombres positifs de la forme 5u—3v avec v > 0et u = 1 ouu = 2 soit 5—3 et 10—3, 10—6
et 10 — 9). Le nombre 7 étant la valeur d’un essai transformé, les seuls scores impossibles
sont 1,2, 4.

= 4 scores impossibles avec 3 et 5 qui sont 1,2,4,7 (nos calculs donnent

Exercice 1.5. [un peu rapide]
1. On commence par une remarque : si py, ..., pr sont des nombres premiers distincts et &;, n; des
k k
nombres entiers (pouvant étre nuls), alors r = H p;’ divise y = H pl* si et seulement pour out
» i=1 i=1
tona& <n.

En effet,
k
e siles n; — & sont positifs ou nuls on a y ==z H p;”*gi donc x divise y.
i=1
k
e si x divise y, alors on écrit y = xz ou z = pr D’apres 'unicité de la décomposition en
i=1

nombres premiers, il vient n; = &; + (;.
k

Ecrivons a = pr‘z et b = le’ Les diviseurs communs sont de la forme ¢ = Hpj’ avec
i=1

v < a; ety < B 1l vient d = H pfi avec §; = inf(qy, 5;). De méme, ou en utilisant la formule

dm = ab, on am = pr’ avec ; = sup(ag, f;).

Pour des petits nombres, cette facon de calculer le pged peut étre plus rapide que 'algorithme
d’Euclide. Par contre, pour des nombres relativement grands la décomposition en nombres pre-
miers est < impraticable >, contrairement a ’algorithme d’Euclide.

2. Posons A = {i; a; < f3;}, puis a; = pr”, ay = Hpg”, by = sz et by = sz On a bien

icA igA icA igA

® a=ajay b=0b1by;
e a|b; puisque pour i € A on a «; < f3; et be|as puisque pour i € A on a o; = 5;;
e a5 et by n'ont pas de diviseurs premiers communs, ils sont donc premiers entre eux.

3. Le nombre d' = a;by divise clairement a et b; comme a/d’ divise ag et b/d" divise by, donc a/d’ et
b/d" sont premiers entre eux. Donc d' = d. De I'égalité ab = md il vient asb; = m.

4. D’apres le théoreme chinois, on a des isomorphismes

Z)aZ x TIVL =~ (Z)ay x Z)asZ) x (Z/bZ x /by 7.)
~ (Z)ay x Z/byZ) x (Z)0Z x T as7.)
~ 7.)dZ x T/mZ.

Exercice 1.6.

1. Les premiers nombres de Fibonacci sont :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

11112 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19 20 21
89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181 | 6765 | 10946

3 s |5

D’apres ce tableau, les Fj; sont pairs, les Fy; sont multiples de 3 et les F5; sont multiples de 5...



2.

3.

a) Démontrons que F,|Fg,, par récurrence sur k.
C’est vrai pour k =0 (car [y =0) et k = 1.

: 0o 1\" (F. F :
On sait que <1 1) = ( E, Fu) Il vient, pour tout p,q € N,

(Fp—l Fp ) (Fq—l Fq ) — (Fp+q—1 Fp+q )

Ey  Fpn LV Forg Forgn

En particulier, on a Fy, = F,F,_1 + Fp11Fy. Prenant p = m et ¢ = km, si F}, et F, sont
des multiples de F,,, il en va de méme pour F,,.

b) Pour n € N, notons My(Z/nZ) 'anneau des matrices 2 x 2 a coefficients dans I'anneau Z/nZ
et G, = GL(2,Z/nZ) le groupe formé par les éléments inversibles de cet anneau, i.e. les
matrices 2 X 2 & coefficients dans 'anneau Z/nZ inversibles. Notons aussi A,, le sous-groupe

de G,, formé des matrices diagonales.
k

L’application ¢ : Z — G, qui a k associe la classe dans GL(2,Z/nZ) de la matrice 11

est un homomorphisme de groupes. Pour & € N on a n|F, <= (k) € A,. En d’autres
termes, on a

{keN; n|F} = NNy~ (4A,).

Or, puisque A, est un sous-groupe de G, et ¥ est un homomorphisme de groupes, ¥ '(A,,)
est un sous-groupe de Z; il existe un unique élément a € N tel que ¢~ '(A,) = aZ, donc
NNy ' (A,) = aN. Enfin, puisque G,, est fini, 1) n’est pas injective; son noyau n’est pas
réduit & {0} et est contenu dans 1~ *(A,,), donc a # 0.

Soit p > 7 un nombre premier. Remarquons que X — X — 1 admet une racine dans F, si et
seulement si 5 (le discriminant de ce trindme) est un carré dans F,,. En effet,

e Supposons qu'il existe a € F, tel que a® = 5. Comme 5 # 0, il vient a # 0. De plus p # 2,

1 11—
+aet6: a

sont deux racines distinctes du

donc 2 est inversible dans F,. Alors a@ =

polynéme X? — X — 1 dans F,.
e Supposons que « € F, est racine du polynome X? - X —1;alors a’> = a+1, donc (2a —1)? =
40 —da+1=4(a+1)—4a+1=5.

Notons J la matrice ((1) }) a coefficients dans [F,,.

a) On suppose que 5 est un carré modulo p. Alors le polynome caractéristique X? — X — 1 de
J a deux racines distinctes «, 5, donc J est diagonalisable. Il existe donc P € GL(2,F),) tel

-1 _ [« 0
que PJP _(O 3

que « et 3 sont non nuls car J est inversible - son déterminant est —1). On a donc J*~! =

). Par le petit théoréme de Fermat on a o' = 7~' = 1 (notons

-1 Cﬁpil 0 . Fp,Q Fp,1 ..
P ( 0 ﬁpl) P = I,. La classe modulo p de (Fpl F, est donc I, et p divise

p—1:
b) (i) L’ensemble K est un sous-espace vectoriel - donc un sous-groupe additif de My (IF,).
Comme J? = J + I, pour a,b,c,d € F,, on a

(aly +bJ)(cla+dJ) = acly+ (ad+ be)J + bd(J + 1)
(ac +bd)Iy + (ad + be + bd)J

donc K est stable par le produit : c¢’est un sous-anneau de M(F,). Comme I et J
commutent, 'anneau K est commutatif.



(ii) Pour a # 0, aly est inversible dans K. On suppose que 5 n’est pas un carré modulo p.
Alors le polynéme caractéristique X? — X — 1 de J n’a pas de racines dans F,. Donc bJ
n’a pas de valeurs propres pour b # 0, donc al, + bJ est inversible dans M, (IF,) pour
b # 0. Or d’apres la formule(?)

(z 2)1_#_50(—% _ac>_adibc <<a+d>f2—(2 2))

I'inverse d'une matrice inversible A € M,(F,) est dans 'espace vectoriel engendré par
I et A; donc (al, +bJ)" ! € K.
Cela prouve que K est un corps.

(iii) Posons ¢(x) = aP. On a ¢(Iy) = I5. Soient z,y € K. Comme K est commutatif, on a

p> pour 1 < k <p-—1,

o(zy) = p(z)p(y). La formule du bindme, puisque p divise (k

donne ¢(z +y) = ¢(z) + ¢(y).
(iv) Le polynome X” — X admet dans K les p racines aly avec a € F,,; comme un polynome
de degré k sur un corps commutatif K a au plus k racines, il n’en admet pas d’autre.

(v) D’apres la question précédente, on a J? # J. On a J* = J + I,. Comme ¢ est un
automorphisme de corps, il vient ¢(J?) = ¢(J) + .

(vi) Le polynome X? — X — 1 admet dans K les racines J et —J'. Il ne peut en admettre
d’autres donc J?, qui est racine de ce polynome et distinct de J est égal & —J L.

(vii) On a donc JP™ = —I,, en d’autres termes, la classe de ( Fy Fp“) modulo p est
Fp+1 Fp+2
—1Is.

Exercice 1.7.

1. Puisque 7,41 = 0, il vient r,,_1 = gnry ; or 1, < 1,1 (c’est un reste de division euclidienne), donc
¢n > 1; enfin g, > 2 (car c’est un entier).

2. a) L’égalité rp_1 = qxry + rpe1 se lit

0 1 Tk+1 Tk
E = :
=) (a) ()= ()
On procede par récurrence sur k. Pour k = 1,...,n, notons (BPy) I'égalité
0 1 0 1 0 1 Tk+1) [T
L o) \1 @) "\ & Tk To)

L’identité (F;) donne P;.
Si (Py_1) est vrai, I'identité (Ejy) donne (Py).

b) ECI‘iVOIlS
(() 1 ) (() 1 > (() 1 ) ((Lk Ck>
1 q1 1 q2 AL qr bk dk b

Ak Ck 0 1 Ak+1  Ck+1 .
On a = . Ce qui donne agy1 = ¢, bpy1 = di,
(bk dk) (1 Qk+1> (bk+1 di+1 q FL T T Tt

3. Cette formule évidente est la formule de la comatrice en dimension 2. C’est aussi le théoreme de Cayley-Hamilton
en dimension 2.



c) etpour 1 <k <n—1, apo = G = Qpy1Qrs1+ax = Ay b, de méme by o = b1 Qi1 +0p >
bit1-
Pour k =1, on trouve a; =0, as =1, by =1, by = ¢q.
Sin=1lonaa, 1 =1>2a=0et b1 1 =q, >2=20,.
Sinon, b, 11 = @by, + b1 = 20, +by > 2b, et a,11 = qna, +a,—1 = 2a, avec égalité possible
si a,—1 =0 ce qui impose n =1 (car sinon a,,_1 > a; = 1) et ay = 2.

d) La matrice A est produit de k& matrices de déterminant —1. Son déterminant est (—1)".

e) L’égalité A, <T7;+1> = (Z) donne <T"+1> = At ((Z) La formule de la comatrice donne

At = (—1)" b_"gl _Z”“ , (*) dott le résultat.

3. a) L’égalité se démontre par récurrence sur k ; elle est vraie pour k = 1 car Fy =0, F} = Fy = 1;
si elle est vraie pour k, on a

0 N\ _(Foy F\(01\_[(F Foa+FR)_[(F Fu
11 Fre Fep /) \1 1 Frpr P+ Frga Fipn Figo)
b) Les inégalités by > F} et ar > Fj_; se démontrent par récurrence forte sur k. Elles sont

vraies pour k = 1 et £k = 2. Si elles ont vraies pour k et k+ 1, on a axi0 = qrr1ari1 + ap =
a1+ ak =2 Fy+ Fr1 = Fi1 et bgo = @riaben + 0k 2 beyr + bp 2 Fipr + Fi = Fpo.

4. On construit des suites ay, by, 7y ; il suffit de garder en mémoire uniquement deux termes consécu-
tifs de ces trois suites pour construire le suivant. On s’arréte quand r,,7 = 0; on a alors le pged de
a,b (c’est r,) et une relation de Bézout grace a la question 2.e). La question 3 nous indique que la
convergence est assez rapide : il faut moins de k41 étapes si b < Fy. Or F}, croit géométriquement
en k.

5. Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe n tel que r, =1 et 7,41 = 0. On a donc

()0 )G ) ()-6)
) 0a) -G a)-C0)

6. Si on a une telle égalité, le calcul du déterminant nous donne une relation de Bézout ub — va =
(—1)", donc a et b sont premiers entre eux. Démontrons par récurrence sur n que a < b et que
les quotients successifs de la division de a par b sont les g;.

Cela donne

Sin=1,onaa=1letb=q > 2.
Supposons n > 2 et le cas de longueur n — 1 traité. Ecrivons

() @) 000 0)

D’aprés 'hypothese de récurrence, a’ < b’ et les quotients successifs de la division euclidienne de

0 1 "d :
b par a' sont ¢, qs,...,q,. Or (?; Z) = (1 ‘ ) (g, Z,), soit ¥ = a et b= qua + da’. Donc le
1
quotient de b par a est ¢; et le reste @', et la suite des quotients successifs de la division euclidienne

de b par a est bien ¢, qo, ..., qn.

Exercice 1.8.

-1
(s . . . a c 1 d —c
4. Plus généralement, pour une matrice 2 x 2 inversible on a <b d) = T be (—b a )

S-6



2.

a) Soit d le plus grand commun diviseur de a et b. Alors d* divise p, donc d divise p et d # p

soit d = 1.
b) L’existence et unicité de gy, ..., g, résultent de ’exercice 1.7.
Lo 0 1 0 1 0 1 a B )
¢) (cf. exerc. 1.7) Ecrivons e = , avec a, By € N. Il vient
) (4 ) (1 Q1) (1 CJ2) (1 Qn—1> (7 5) &

u=L,v="r,puis a=qu+a>2uetb=qg,v+vy>2v (puisque g, = 2).

Lo u v\ (u a x . Yo _ .
d) Ecrivons (a b) (v b) = <k p)' Cette matrice est symétrique et donc £ = /¢ et il

est clair que ¢ = p. On a 20 = 2(ua + bv) < p d’apres la question précédente. Enfin le
déterminant de cette matrice est 1 (c’est un produit pair de matrices de déterminant —1),
donc * = —1 [p]. Alors —1 a deux racines dans le corps Z/pZ : £ et p — {. Une seule des
deux est < p/2.

D’apres 'exercice 1.7, I'algorithme d’Euclide fournit un entier m € N*, un m-uplet (q1, ..., qm)

0 1 0 1 0 1 a /¢
d’entiers > 1 avec ¢, = 2 et o, € N tels que = et
¢ p d <1 Q1) <1 C]Q) (1 C_Im) <5 p)

on a # < p/2. Prenant les déterminants, il vient —3¢ = (—1)™ [p], donc [ est, au signe pres
I'inverse de ¢ modulo p, c’est a dire £/, et puisque 5 < p/2, il vient = ¢ et m est pair. Prenant

les transposées, on trouve 0 1 0 1 0 1 — (¢ ¢ et par unicité, on trouve
P ’ 1 dm 1 dm—1 1 q1 g D ’ P ’

q; = dm+1—j-

Posons alors m = 2k et (O 1 )(O 1 )(O 1)2(“ a):A.Ona(& g)ztAA,
1 i1/ \1 Qg I gm v b ¢ p

donc p = a® + b*.

Remarquons de plus que l'on a (? 6111) ((1) 6112) <(1) qlk) (Z) = (ﬁ) Comme la matrice

01 01 01 est inversible, V=" d’apres l'exercice 1.7. Notons aussi
1 ¢ 1 ¢ 1 b Tkl

que Tkio = Tk + Tke1, donc 7“,% 4o > p. En d’autres termes, a et b sont les deux derniers restes
inférieurs a /p dans les divisions euclidiennes successives entre p et /.

Exercice 1.9.

1.

D.

. Ona?2¥ =—1[F)], donc 2% = (2%)

Poura € ZetmeN,onaa=1[a—1],donca™ =1 [a—1]. De méme a = —1 [a+ 1], donc si
m est impair, alors ™ = —1 [a+ 1].

Si k est un diviseur de n, prenant a = 2%, on en déduit que 2% — 1 divise 2" — 1; donc si 2" — 1
est premier, on a 2" — 1 =1 (i.e. k = 1) ou 2" —1 = 2" — 1, donc k = n. Autrement dit n est
premier.

Ecrivons n = 28m avec k € N et m impair. Alors 22" + 1 divise 2" + 1, donc, si 2" + 1 est premier,

alors m = 1.
22*1@

= 1 [Fy]. Enfin F;, =2 [F}]. Le pged de Fj, et Fy divise
2 et, puisque Fy est impair, F}, et [y sont premiers entre eux.

Puisque ¢|M,, on a 2 =1 [g]. Donc l'ordre de 2 dans [, divise p; ce ne peut étre que p. Or
lordre de p divise I'ordre du groupe F}, donc p divise ¢ — 1. Comme ¢ est impair 2p|q — 1.

Si M3 n’était pas premier, son plus petit diviseur non nul ¢ serait < 1/ M3 < 64v/2 < 100 et un
nombre premier de la forme 26k + 1. Comme 27 n’est pas premier, il reste a teste 53 et 79. Or
20 = 11 [53], donc 2'* = 121 = 15 [53] et enfin M3 =2x 15—1=29# 0 [53] et 2° = —15 [53],
donc 2" =225 = —12 [79] et enfin M3 = -2 x 12— 1= —25#0 [79].
a) On a2 = —1[g], donc 2" =1 [g]. L'ordre de 2 dans le groupe F: divise 2! et ne divise
pas 2° : clest 2671



b) L’ordre de 2 dans le groupe F; divise 'ordre de F}, donc 201 divise ¢ — 1.

¢) Comme w! est la classe de 22, on a w* = —1, donc w? + w2 =0, donc (w+w )2 =2. On

a (w+w > = —1, donc ordre de w 4+ w™" divise 272 et ne divise pas 2°*! 242,
On en déduit que 272 divise ¢ — 1.

: C’est

d) Si ¢ est le plus petit nombre premier divisant Fj, alors ¢ ~ 1 [27]. Or 3 divise 129 et
4x 12841 =513 et 5 divise 3 x 12841 = 385. Enfin, 2 x 128+ 1 = 257 = Fj3 est un nombre
de Fermat donc premier a Fj. Le premier nombre a tester est donc 5 x 128 + 1.

e) On a2'= —5* [641], donc F5 = 222 +1 =1 - 5'2% [641].

f) On a 527 = 640 = —1 [641], donc 5*2%® = (52")* =1 [641] et 641 divise Fy.

Exercice 1.10.

Lecasb=4: 1. Ecrivons a®> +1 = kp. C’est une identité de Bézout prouvant que a et p sont
premiers entre eux.

2. Puisque p|a® + 1, on en déduit que 2° + 1 =0, donc z* — 1 = (2 + 1)(2* — 1) = 0.
3. Comme p # 2, on a —1 # 1. Or 2> = —1 donc 2° # 1.

4. L'ordre de = dans le groupe multiplicatif F, divise 4 mais ne divise pas 2 : c’est 4. On en
déduit que 4 divise l'ordre de F,, donc que p=1 [4].

5. Soit n € N, tel que n > 2. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a® 4 1. Alors p est
premier avec a, donc p >n et p=1 [4]. On en déduit que I'ensemble des nombres premiers
congrus a 1 modulo 4 n’est pas majoré : il est infini.

6. Sin >4, alors 4|n!, donc n! —1 = —1 [4]. Berivons n! — 1 = p¢* ... p%* la décomposition de
n! — 1 en nombres premiers. Comme ce produit est congru a 3 modulo 4, un au moins de ses
facteurs n’est pas congru a 1. Il existe donc j tel que p; =3 [4]. Comme p; divise n! — 1, il
ne divise pas n!, donc p; > n. On en déduit que I’ensemble des nombres premiers congrus a
3 modulo 4 n’est pas majoré : il est infini.

Le cas b=6: 1. Ecrivons a® 4+ a + 1 = kp, soit kp — (a + 1)a = 1. C’est une identité de Bézout
prouvant que a et p sont premiers entre eux.

2. Puisque pla®+ a+1, on en déduit que 2* + 2+ 1 =0, donc 2° — 1 = (2* + 2+ 1)(x — 1) = 0.

3. Comme p#3,onaet1*+1+1+#0, donc z # 1.

4. L’ordre de z dans le groupe multiplicatif F, divise 3 mais n’est pas 1 : ¢’est 3. On en déduit
que 3 divise 'ordre de I, donc que p = 1 [3]. En particulier, p # 2, donc p est impair :
doncp=1 1[6].

5. Soit n € N, tel que n > 3. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a? + a + 1. Alors
p est premier avec a, donc p > n et p =1 [6]. On en déduit que '’ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo 6 n’est pas majoré : il est infini.

6. Sin > 3, alors 3|n!, donc n! =1 = -1 [6]. Ecrivons n! — 1 = pit ... ph* la décomposition de
n! — 1 en nombres premiers. Comme ce produit est congru a 5 modulo 6, un au moins de ses
facteurs n’est pas congru a 1. Il existe donc j tel que p; =5 [6]. Comme p; divise n! — 1, il

ne divise pas n!, donc p; > n. On en déduit que I’ensemble des nombres premiers congrus a
5 modulo 6 n’est pas majoré : il est infini.

1
Lecasb=12: 1. Onaa4—a2:6a(a;— ),donca4—a2—|—1zl [6].

2. Onaa?—1=(a*—1)(a*+a*+1)(a* —a® +1). Donc 2*? = 1.

3.0naz+1=(2>+1)(2* —2*+1) =0, donc 2° — 1 = —2 # 0 (puisque p # 2). On a
(22 =2)(2*+1) =2 =2 -2 = —3 £ 0 (puisque p # 3), donc 2* — 1 = 2* —2? + 1+ 22 -2 =
2? —2 # 0. item L’ordre de x dans le groupe multiplicatif [, divise 12 mais ne divise ni 4 ni
6 : c’est 12. On en déduit que 12 divise I'ordre de I}, donc que p =1 [12].
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4.

Soit n € N, tel que n > 2. Posons a = n! et soit p un diviseur premier de a* — a? + 1. Alors
p est premier avec a, donc p > n et p=1 [12]. On en déduit que I'ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo 12 n’est pas majoré : il est infini.

Le cas général 1. On démontre la premiere assertion par récurrence < forte » sur n.

Exercice
1.

a)

n—1
e Sin est premier, ¢, = ZX’“, donc @,,(0) = 1.
k=0

e Dans le cas général, en utilisant 'égalité¢ &,P, H ®; = X" — 1, on trouve
dln; 1<d<n
,,(0)P,(0) H ®,(0) = —1. Or &; = X — 1 donc ®,(0) = —1 et l'on conclut par
dn; 1<d<n
récurrence.
N N
Pour la deuxieme assertion, écrivons ®,, =1+ Z apX*. 11 vient O, (a)=1+a Z agat1,
k=1 k=1

donc a et ®,(a) sont premiers entre eux d’apres le théoreme de Bézout.

Onaa” —1=®d,(a) H ®4(a), done pla”™ — 1, i.e. 2" = 1.
dln; d<n
Remarquons que, puisque a et p sont premiers entre eux et nja, n est inversible dans F,,
donc nX"™ ! et X" —1 sont premiers entre eux dans F,[X]. Si Q? divisait X" — 1, on écrirait
X" —1 = @Q*P donc, en dérivant, nX""! = Q(2Q'P + QP’), et Q serait un diviseur commun
de n X" et X" —1.
Soit d € N un diviseur de n distinct de n. Ecrivons X" — 1 = Hq)k et X4—1= Hfbk,
kln k|d

il vient X" — 1 = (X?—-1)®, H ®y. Cela prouve que le produit (X% — 1)®,, divise

kln; k)d, k<n
X" —1, donc n’a pas de facteur carré dans F,[X]|. En particulier, les polynomes X d_1 et
®,, sont premiers entre eux dans [F,[X]. IIs n’ont donc pas de racine commune. Or, puisque
p|®,(a), = est racine de ®,,, donc 2% # 1.

D’apres ce qui précede, x est d’ordre n dans le groupe F,. L’ordre p — 1 de ce groupe est
donc un multiple de n; autrement dit, p est congru a 1 modulo n.

Soit N > n. Prenant @ = N!, on a démontré (puisque n|a) que tout diviseur premier de
®,,(a) est premier avec a - donc p > N, et congru a 1 modulo n. L’ensemble des nombres
premiers congrus a 1 modulo n n’est donc pas majoré : il est infini.

1.11.

Si o = y?, I'équation z* = x admet deux solutions z = +y dans le corps F,; I'une des deux
-1 -1

est congrue a un unique nombre ¢ € {1, cee pT} L’application qui a ¢ € {1, cee pT}

associe la classe dans F, de ¢? est donc une bijection de {1, ce p%} sur C'; C' a donc

—1
P éléments.

Siz =y ona T = y?~! = 1 d’apres le petit théoreme de Fermat.

Le polynome X 2* _ 1 admet donc 2 racines : tous les éléments de C'. Son degré étant

2
Par (c), —1 est un carré dans F), si et seulement si (—1)112;1 =1 (dans F,). Or (—1)pr1 =1

sip=1 [4] et (—1)%1 = —1sip=3 [4]. Notons que —1 # 1 dans F, puisque on a supposé
p#2

, il ne peut avoir d’autres racines.
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2. a) Puisque p # 2, on peut inverser 2 dans [F,. On a P = (X _ g

3. a)
b)
c)
d)
e)

Exercice

1. a)
b)

2. a)
b)

3. a)

b) e

- Il s’ensuit que

)2_a2—4b

2 4

P a une racine dans F, si et seulement si a® — 4b est un carré dans F,,.

L’équivalence entre (i) et (ii) résulte immédiatement de (a).

e Siz est d’ordre 3 dans I, alors x est racine de X 1=(X-D(X*+X+1etx#1,
donc 2% + 2 + 1 = 0. Inversement, si 2? + x + 1 = 0, alors 2® = 1 et, puisque 3 # 0 dans
F,, x # 1; donc z est d’ordre 3. Cela prouve (ii) <= (iii).

e Si ) admet un élément d’ordre 3, alors 3 divise I'ordre p—1 du groupe F,, donc p =1 [3].
Inversement, si p s’écrit 3k + 1, 'ensemble des x € I, tels que 2* = 1 sont les racines du
polynéme X* — 1. Il y en a au plus k dans le corps commutatif Fp. Siy € ) est tel que
y" £ 1, 0on a (y*)3 = y¥ = 4?71 = 1, d’apres le petit théoreme de Fermat. L'élément y*
est alors d’ordre 3 dans [F).

1 2 —1 —1
Pour z € F), on a <IEPT> =27 =1,doncx' T =+1;six ¢ C, il vient 27 = —1.Si

a,b € Fy\ C, il vient (ab)]%1 —ad"T T = (-1)* =1, donc ab € C.

Si—1 ¢ C et 2¢C, alors leur produit —2 est un carré par (a).

Si —1=a?% il vient X*+1 = (X?—a)(X?>+a);si2=ad? il vient X*+ 1= (X?+aX +
D(X?—aX +1)etsi —2=a? il vient X* +1 = (X?>+aX —1)(X? —aX — 1). Dans tous
les cas X* + 1 n’est pas irréductible. Notons que pour p =2, on a X* +1 = (X +1)%
Ona X*+1=(X?+v2X +1)(X?-V2X +1). Comme X*+ 1 n’a pas de racines dans
R, les polynomes X2 + V2X +1 et X2 — V2X + 1 sont irréductibles.

D’apres (d) les polynomes P € R[X] divisant X 4 41 sont des multiples scalaires de 1, X* +
1, X2 4+v2X +1et X2—V2X +1. Donc X*+ 1 n’a pas de diviseurs dans Q[X] autres que
les scalaires et les multiples scalaires de X* + 1. 1l est irréductible sur Q (et sur Z).

1.12.
On a 17 =1, (ab)? = aPl? et, puisque p| <£) pour 0 < k < p, (a+b)P =a? + bP.

D’apres (a), I'ensemble des racines de ce polynéme forment un sous-corps de L, qui a au
plus p éléments : c¢’est donc le sous-corps F,, de L (appelé sous-corps premier de L).

Puisque w* = —1, on a w? = —w™?, donc (w +w ™ )Tw? + 2ww™ +w? = 2.

Dans L, le polynéme X? = 2 possede les racines = et —z. Il a des racines dans F, si et
seulement si z € I, donc (i) <= (ii).

D’apres 1.b) pour y € L, on a équivalence entre y* =y et y € IF,, soit (ii) <= (iii).
Remarquons que w® = 1 et comme p # 5 est impair, il vient w? € {w,wQ,w?’,w4}. Remar-
quons aussi que, puisque 2z + 1 # 0, z # —1 — x, donc w? + w2 # z. Remarquons aussi
que 2”7 = wP + w P, donc si w? = w ou w? = w1, il vient 2¥ = x; si WP = w? ou WP = w?, il
vient 2¥ = —1 — x # x. Cela prouve que (iii) <= (iv) < (v).

On aw® =1, donc w™ =w! et enfin w+w? +w 24+ w?t = —1, soit w? +w™
Enfin, 22 = w? +2+w = -2+ 1.

On a (2r +1)* = 42® + 42 + 1 = 5. Dans L, le polynome X? = 5 possede les racines 2z + 1
et —22 — 1. Il a des racines dans F), si et seulement si 2o + 1 € [, ce qui a lieu (puisque
p # 2) si et seulement si z € F, donc (1) <= (ii).

D’apres 1.b) pour y € L, on a équivalence entre y* =y et y € IF,, soit (ii) <= (iii).

2= 1—u.

Remarquons que w® = 1 et comme p est impair, il vient w? € {w,w3,w5,w7}. Remarquons
aussi que w® = —w et W’ = w!, donc w?® = —w™!. Remarquons aussi que 2? = w? + w7,
donc si w? = w ou w? = w™', il vient 2? = z; si WP = w? ou W = W’ il vient 2 = —x # w.

Cela prouve que (iii) <= (iv) <= (v).
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Exercice 1.13.

Voir exercice 1.11.

1 - 2 »
Remarquons que pz: € N. Puisque T = 1,on a (x%l> — "l =g,

L. Onab? =2 =1 d’apres le théoreme de Fermat, donc l'ordre de b dans [ divise 2t il est de
la forme 2F avec 0 < k < /.

2. On a a — a" = £1 si et seulement si a est racine du polynome X — 1. Comme X?* — 1 divise
XP~1 1 qui est scindé a racines simples (il posséde p — 1 racines d’apres le théoréme de Fermat),
donc X" — 1 possede 2u racines distinctes. En prenant au hasard un élément de [F;, on a donc

2u
= 217¢ chances d’avoir b = +1.
p—1

3. Si b # +1, alors b est d’ordre 2% avec k > 2, donc ¢ = b*" " est d’ordre 4 : il vérifie () =1et
¢® # 1, donc ¢ = —1. En pratique, si b # %1, on pose b; = b* (modulo p); si leb; = —1, alors
b est une racine de —1; sinon, on continue : on pose by = b7. Au bout d'u plus n — 1 étapes, on
aura trouvé notre racine de —1.

NB C’est en pratique la méthode qu’on utilise pour trouver la racine de —1 dans [, : on essaie
des nombres a au hasard, avec a chaque fois au moins une chance sur deux de succes. Le nombre
d’opérations utilisées est un < petit > poynoéme en logp : c’est beaucoup plus rapide si p est grand
que d’essayer tous les nombres de [F}...

Exercice 1.14.

1. Prendre pour a — 2 un nombre strictement positif qui est multiple de tous les nombres premiers
<n—+1. Alors, pour 0 < j <n—1, 2+ 5 a un diviseur premier qui divise aussi a — 2, donc a + j
n’est pas premier.

k
a) On décompose a comme produit de nombres premiers. Cela donne : a = Hp?j (a; € N).

j=1
On effectue alors la division euclidienne de «; par 2 sous la forme o; = 23; +¢; avec 3; € N

k
et ¢; € {0,1}. On pose b = Hpjj.
=1

]7
Sia <, il vient 1 <b < +y/x; on adonc E(v/z) choix pour b et 2 choix pour chaque ¢;.
Notons que l'inégalité est en général stricte puisque pour b < /z et €; donnés on n’a pas
toujours bpit ... pt < .
b) Pour chaque p E N le nombre des multiples de p dans [1,z] est E(z/p) donc leur proportion
Efx/p)

x p
I'estimation.

est ————= - Or tout élément de [1,z]\ Ay possede un diviseur premier dans |py, x], d’ott

¢) our z = 4" le nombre d’éléments de A,N[1, 2] est < 22*™ d’aprés (a), donc leur proportion

est < 1/2. On en déduit que la la proportion d’éléments N\ Ay dans [1,z] est > 1/2, donc
Z 1/p > 1/2 par (b). La série Z 1/px ne peut converger car son reste Z 1/p; ne

PEP, pp<p<z J >k
tend pas vers 0.

d) Soit B C N* I'ensemble des nombres entiers ne comportant pas le chiffre 9 dans leur
développement décimal I y a 8 9% éléments de B & k + 1 chiffres tous plus grands que

1
10¥. On a donc Z Z oF < +4o00. En particulier Z — = 400, donc P \ B est
n

nEB neP\B
infini.



Exercice 1.15.

1.

2.

“+00

a) Remarquons que v,(n) est le nombre de k > 1 tels que np~* soit entier, soit Z E(np’k) —
k=1
E((n —1)p™*). La formule s’en déduit par récurrence sur n puisque v,(1!) = 0 et v,(n!) =
va = v, ((n — 1)) + v,(n).
b) Pour r € R,ona E(2zx) —2E(z) = 0 si E(2z) est pair et E(2x) — 2E(z) = 1 si E(2z) est
impair, d’ou le résultat d’apres (a).
c) e De (b), on déduit que v, (27;1) est inférieur ou égal au nombre des k tels que E(an_k)
In2
soit non nul, c’est-a-dire v, 2n < E( 1 n)
n Inp
e Sin < p < 2n, alors vy(n!) =0 et v,((2n)!) = 1.
e Sip<n< ?p’ alors on ne peut avoir p = 2 (car n > 3); il vient 2n < p*; on a alors
E(2np™) =2 et, pour k > 2, on a E(2np~") = 0. Donc d’apreés (b), on a v, (27?) =0.
2n 2n
d) On aln(n) = Z U (n) Inp.
p premier
(i) II vient In (2n> > Z v (Qn) Inp > (7(2n) — w(n))Inn
n)~ P\ n = ’
n<p<2n, p premier
(ii) On a d’apres (c),
2n 2n
ln<n> = Z Up(n)lnp+ Z Inp
p<2n/3, p premier n<p<2n, p premier
< 7(2n/3)In2n+ (7(2n) — w(n))In2n
= (2 —1 2 — 1 2 — 1
- 2n—1 - _ - )N 14 LR
On a kz; ( I ) =2 . Or pour tout k, on a ( I ) = (Zn—k;—l) d’ou I'égalité
(20 -1\ yon2
I .
k=0

R 0< k< 1 2n — 1 2n—1—k/(2n—1 S 2n—1
emarquons que pour n—1, on a - - - - .
q que p < ) Ea1 F 1 i > I :

2n—1 . . . 2n —1 2n—2
est croissante; il vient < 2 =
k 0<k<n—1 n—1

n—1 U
(Qn — 1> <2n — 1). Or (271) _ 2<2n — 1)7 dod (Qn) <ol ¢ n(Qn)
— n—1 n n—1 n n

en d’autres termes, la suite <

11.2 Anneaux

Exercice 2.1.

1.

a) Comme G est commutatif, on a (ab)™ = a™b™ pour tout m € Z.
Soit ¢ ordre de ab dans G. On a (ab)fef = gF=*sphako — 1 donc ¢ divise kqk,. Par ailleurs,
on a (ab)’ =1, donc 1 = (ab)* = (a**)*s*a. On en déduit que b** = 1, donc ky|Ck,, et ky|¢
d’apres le théoreme de Gauss. Puis, b* = 1 et comme (ab)’ = 1, il vient aussi a* = 1, ce qui
implique que k,|¢. Enfin k. ky|¢, donc k.ky, = ¢.
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b)

d)

On a zF = 1 pour tout = € G si et seulement si k est multiple de 'ordre de  pour tout ,
i.e. si et seulement si k est multiple du PPCM noté n des ordres des éléments de G. Comme
I'ordre tout élément divise le cardinal de GG, le PPCM des ordres divise le cardinal de G.

n
Il existe y; € G tel que — ne soit pas un multiple de I'ordre de y;. L'ordre ¢ de y; est de
p .
k ’ . .. . no. .
la forme ¢ = piym avec m premier avec p;. Comme ¢ divise n mais pas —, il vient k = m;.
, J
Posons alors z; = y; qui est d’ordre p;-nj.

D’apres la question a) et par récurrence, 'ordre de H:z:j est H p;-nj =n.

2. Soit K un corps commutatif et G un sous-groupe fini a N éléments de K*. Soit n son exposant.

a)

b)

Les éléments de K qui vérifient ™ = 1 sont les racines du polynéome X" — 1. Ce polynome
de degré n a au plus n racines. Tous les éléments de G vérifient 2" = 1, donc N < n.

On a vu que n divise 'ordre N de G. Comme N < n, il vient n = N. Il existe donc un
élément d’ordre N : le groupe G est cyclique.

Exercice 2.2.

1.

a)

a a
Pour tout a € {0,...,d —1} on a g € A,. L’écriture p est irréductible si et seulement a et
d sont premiers entre eux. Dans A,, il y a donc ¢(d) éléments dont I’écriture irréductible

est de la forme %.

En regroupant les éléments de A, selon le dénominateur de leur écriture irréductible, on
obtient 1'égalité » ~ p(d) = n.

dn

En regroupant les éléments de G suivant leur ordre, il vient Z Sq =n.
d|n

e Par définition de I'ordre d’un élément d’un groupe, H a d éléments. Le groupe H est
cyclique d’ordre d; il est isomorphe a (Z/dZ,+); il a p(d) générateurs (éléments d’ordre
d).

e Comme H est un groupe d’ordre d, tout élément de H vérifie z¢ = 1.

e Les éléments de K qui vérifient y? = 1 sont les racines du polynéme X —1. Ce polynome
de degré d a au plus d racines.

e Posons Z = {y € K™, y? = 1}. D’apres ce qui précede, H C Z et Z a au plus d éléments,
donc Z = H.

D’apres ce qui précede, si G a un élément x d’ordre d, alors les élément d’ordre d sont les

générateurs du sous-groupe H engendré par x, et il y en a ¢(d).

On a Z Sg=n= Z ©(d). Or pour tout d on a sq < ¢(n). Les nombres positifs ¢(d) — s4
dln dln

ont une somme nulle : ils sont tous nuls. En particulier s,, = ¢(n) n’est pas nul, donc G

possede un élément d’ordre n : il est cyclique.

Exercice 2.3.

1.

a)

Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique, donc si G x H est cyclique, G et H
sont cycliques (car isomorphes a des sous-groupes de G x H). Il reste a déterminer quand
le produit de deux groupes cycliques est cyclique, autrement dit, pour quels a,b € N* le
groupe Z/aZ x bZ est cyclique. Si a,b sont premiers entre eux, le groupe Z/aZ x bZ est
cyclique d’apres le théoréme chinois (1.35). Inversement, soit m le PPCM de a et b. Pour
tout (x,y) € Z/aZ x bZ, on a m(x,y) = (mx,my) = 0. Donc si Z/aZ x bZ est cyclique, il
existe (x,y) € Z/aZ x bZ d’ordre ab, donc ab = m, ce qui implique que a et b sont premiers
entre eux.
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b) On a ¢(1) = ¢(2) = 1. Si n > 3 alors ou bien n = 2" avec k > 2 et (n) = 2" est pair;
ou bien n admet un diviseur premier p distinct de 2 donc s’écrit n = pFm ot k > 1 et m est
premier avec p. Alors ¢(n) = (p — 1)p"'p(m) est divisible par p — 1, donc est pair.

c) D’apres le théoreme Chinois, (Z/nmZ)* est isomorphe a (Z/nZ)* x (Z/mZ)*. Les ordres
o(n) et (m) de (Z/nZ)* et (Z/mZ)* sont pairs et ne sont donc pas premiers entre eux.
Leur produit n’est donc pas cyclique.

d) Les éléments du groupe (Z/87Z)* vérifient tous x® = 1, puisque 3% — 1, 5> — 1 et 7° — 1 sont
multiples de 8. Donc (Z/87)* n’a pas d’éléments d’ordre 4 : il n’est pas cyclique.

2. a) Cela est vrai pour k = 0. Supposons k = 0 et (1 + p)*" = 1 + p**(1 + pb). On a alors

P
(1 +p)pk+1 = (14+p" (1 +pb))P = Z (?)pj(kJrl)(l—i-pb)j. Or p*+3| (]2)) P2 et pour j > 3,

=0
PP %Y done, modulo p*t3,

(1+p)? = 14+pp"™'(1+pb)
= 1+pk+2

n—2

b) Ona (1+p)?” =1 [pet (1+p)
divise pas p"~?; c’est donc p" L.

# 1 [p"]. Donc l'ordre de 1 + p divise p" ! et ne

c¢) Soit m lordre de x dans (Z/p"Z)*. On a a™ =1 [p"]. En particulier ™ =1 [p], donc m
est un multiple de p — 1. Ecrivons m = (p—1)d (®). Alors 2% est d’ordre p — 1.

d) On a vu que dans (Z/p"Z)* il y a un élément u d’ordre p"~* et un élément v d’ordre p — 1.
Soit £ I'ordre de uv dans (Z/p"Z)*; on a (uv) =1, donc 1 = (uw)* @V = (x»~1)%*P=Y On
en déduit que v*®Y = 1, donc p"1|¢(p — 1), donc p" !¢ (d’apres le théoréme de Gauss,
puisque p" ! et p — 1 sont premiers entre eux). Enfin, v* =1 et comme (uv)g =1, il vient
aussi u’ = 1, ce qui implique que p — 1|¢. Enfin p"~*(p — 1) = @(p™)|¢, d’ott I'on déduit que
uv engendre (Z/p"7Z)*.

Enfin, d’apres le théoreme Chinois, (Z/2p"Z)" est isomorphe a (Z/2Z)* x (Z/p"7Z)*, lui méme
isomorphe & (Z/p"7Z)* (car (Z/27)* est le groupe & un seul élément) donc est cyclique

3. Ce sont 1,2,4 et les nombres de la forme p* ou 2p* avec p premier distinct de 2 et k € N*.

Exercice 2.4.

1. a) On av(z) = Tx € zZ[r]. Soient m,n € Z, notons r,s € {0,...,v(z) — 1} leurs restes ans
la division euclidienne par v(x). Alors (m + n1) — (r + s7) € zZ[7|. Cela prouve que tout
élément de Z[r]/2xZ[T] est la classe d'un r+ s7 avec r, s € {0,...,v(z) — 1}, donc Z[7]/zZ[7]
est fini.

b) Pour tout z € Z[7|,on a z—(r;+xs;) € xyZ|t| <= z—r; € zZ[T] et & —s; € yZ[r]. On
en déduit qu’il existe un et un seul couple (i, j) tel que z — (r; +xs;) € xyZ[r]. L’application
de {1,...,n} x {1,...,m} dans Z[r]/zyZ[r] qui a (i, j) associe la classe de r; + xs; est une

bijection. On en déduit que Z[7]/xyZ|r] a nm éléments, soit v(xy) = v(x)v(y).
¢) Pour k € Z, on a a+br € kZ[1] <= a € kZ et b € kZ. Il y a donc k? classes : celles de
a+br oua,be {0,...,k—1}. Notons que l'application x + T est un automorphisme de
I'anneau Z[7]. On en déduit que v(z) = v(Z). On a alors v(z)? = v(z)v(T) = v(2T) = (v T)?,
donc v(z) = 2T = |z)*.
2. a) Soit z € Z[7]. Il existe q et r tels que z = gz + 1 avec V(r) < V(z). Par minimalité de V' (z),
il vient r € {0,—1,1}. On en déduit que Z[r|/zZ[T] a au plus 3 éléments, soit v(z) < 3.

5. Remarquons que m divise ordre de (Z/p"Z)* qui est égal & @(p"™) = (p — 1)p" 1, donc d est de la forme p* avec
k<n-—1.
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b) On a v(z) = (Rez)? + (Imz)? < V3. On en déduit que |Rez| < V3 et [Imz| < V3. En
particulier, x & Z (puisque = & {0,—1,1}) et Imz # 0. Or x = a + br avec a,b € Z. 1l vient
b| > 1. Comme [Im z| = |b|Im 7, il vient Im 7 < V/3.

Exercice 2.5.

1. Puisque a € G et G est un sous-groupe de (C, +), il vient Za C G, donc Za C GNRa. Soit t € R
tel que tar € G et notons n sa partie entiere. Alors ta—na € G. Or [ta—nal? = [t—n|?|al? < |af*;
il vient ta — na = 0 par minimalité de |a|.

2. Posons _ u. Puisque |a| < |f], il vient |u| > 1. Puisque |8 — a| < |B], on a |u — 1] < |u|, donc
o
Reu < 1/2; de méme |5 + af < |5| donc Reu > —1/2.

. On a donc
mu

3. Posons y = Y Soit n Ventier le plus proche de ny n’ < 1/2, soit |Im (y —
a

nu)| < (Imw)/2.

Soit alors m l'entier le plus proche de Re(y — nu). On a |[Re(y — nu — m)| < 1/2. 11 vient
ly — nu —m|* = [Re(y — nu — m)]> + [Im (y — nu)|* < 1/4(1 + (Imu)?) < |u*/2. On a donc
ly — nu —m| < |ul, soit |x — (ma +npB)| < |B].

mu

r — (ma +np)
¢ o

Par minimalité de |3, il vient z—(ma+ng) € Za. Or |R,

‘ < 1,donc x = ma+np.

Exercice 2.6.
1.Onatae Jet 78 e J!

2.0nat=a+ bE et, comme les parties imaginaires de 7 et é sont positives, b > 0.
o Q@
3. Ona M (g) =7 (g) ; donc 7 est une valeur propre de M. L’autre valeur propre est donc 7 et

les espaces propres respectifs sont C (g) et C (%)

La trace et le déterminant de cette matrice sont donca+d=7+7=1¢et ad —bc =77 = 5.

Comme a et d sont entiers et a +d = 1, ces deux nombres ne peuvent étre strictement positifs
ou strictement négatifs. Leur produit est négatif ou nul. Par ailleurs a et d ne sont pas de méme
parité (leur somme est impaire) donc ad est pair. Comme ad — be = 5 est impair, bc est impair,
bone b et ¢ sont impairs. Enfin, 4bc + (a — d)* = 4(bc — ad) + (a + d)* = =20 + 1 = —19.

c+dx
a) b + (a — d)z — ¢ = 0; 'autre racine du trinome bX? + (a — d)X — c est 7.
a—d
—

4. Divisant par « les égalités Ta = aar + b et 78 = ca + d3, il vient (a + bx) =T (i) Donc

.o . C — .
b) Le produit Zz de ces racines est 3 et la somme x + 7 des racines est

c¢) Ces inégalités proviennent des inégalités |x| > 1 et |Rex| < 1.
5. On a —4bc > 4b% et (a — d)* < b?, donc 19 = —4bc — (a — d)* > 4b* — b* = 3b°.
6. Puisque b est impair et 3b% < 19, il vient b = 1.
7. Donc B = (7 — a)a. On en déduit que le sous-groupe de J de base («, Ta) contient 3 : c’est J.
Par suite J = aZ[7|. Ceci étant vrai pour tout idéal, Z|7] est principal. D’apres 'exercice 2.4, il
n’est pas euclidien.

Exercice 2.7.

1. L’idéal J engendré par 2 et X est 'ensemble des P € Z[X] tels que P(0) est pair. Si P € J qui
divise 2 alors 0P < 02 = 0, donc P est un polynéme constant, et comme P € J et P|2, il vient
P = +£2; donc P ne divise pas X (dans Z[X]). L’idéal J n’est pas engendré par P.
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2. Remarquons que, si la partie imaginaire de 7 est > V2, alors 'élément 2 est irréductible dans
Z|7] : si 2 = uv avec u,v € Z[r|, alors uwuvv = 4 et puisque uu,vv € Z[t] "R, = N, uu < 2, ou
vT < 2. La partie imaginaire de tout élément de Z[r] est un multiple de celle de 7 qui est > V2.
Donc si wu < 2, alors u € Z, donc u = £1. Donc 2 est bien irréductible. Si Z[r] est factoriel, une
écriture 2T = 2b avec x € Z[7| et b € N impose que 2 divise un des facteurs, donc /2 € Z[r].
SiT=1iV2kaveck > 2, ona7rt =2k;siT=1ivV2k+1,aveck > 1,ona (1+7)(1+7) = 2(k+1),

147

2

-
et puisque 5 & Z[T] et ¢ Z[7]. On en déduit que Z[7] n’est pas factoriel. Méme raisonnement

1+4+v15

T =4.
5 vu que 7T

pour 7 =

Exercice 2.8.

1. Si P est un polynéme non nul & coefficients dans K tel que P(x) = 0, alors P € K;[X], donc x
est algébrique sur K7 !

2. Remarquons qu’un sous-anneau A de L contenant K et qui est un K-espace vectoriel de dimension
finie est un corps. En effet, si a € A n’est pas nul, 'application K-linéaire y — ay de A dans A
est injective (vu que A est inteégre : c’est un sous-anneau de l'anneau integre K), donc bijective
puisque A est de dimension finie; il existe donc b € A tel que ab = 1, ce qui prouve que o' € A.

Si x est algébrique sur K, alors ’ensemble { P(x); P € K[X]|} est un sous-corps de K isomorphe
a K[X]/w ou w est le polynome minimal de z. Il est de dimension finie sur z et contient z.

Si A est un sous-anneau de L contenant K et x et qui est un K-espace vectoriel de dimension
finie disons n. Alors (1,z,...,z") sont liés : il existe donc un polynome P de degré < n tel que
P(z) = 0.

3. Si K5 est de dimension finie sur K, alors le K-espace vectoriel K7 qui est un sous-K-espace
vectoriel de K5 est de dimension finie. Tout systeme générateur (ay,...,a,) € K3'du K-espace
vectoriel K5 est un systeme générateur du Ki-espace vectoriel K.

Inversement, soit (aq,...,a,) une base du K espace vectoriel Ky et (by,...,b,) une base du K;-
espace vectoriel Ky. On démontre que (a;b;)1<i<p; 1<j<q €5t une base du K-espace vectoriel Ko,
ce qui démontrera que K5 est un K-espace vectoriel de dimension pq.

n
Soit # € K. Il existe (uy,...,pu,) € Ki tels que x = Z,ujbj et, pour chaque j, il existe
j=1
p g p
(A5 Apj) € KP tels que p; = Z)\Mai. on a alors z = ZZAi,jaibj donc le systeme
i=1 j=1 i=1
(a;b))1<i<p: 1<j<q €St générateur.

q p p n
Soient (\;;) € K tels que ZZ)‘ivja"bj = 0; posons f; = Z)\i,jai; il vient Zujbj =0et
j=1 i=1 i=1 j=1
puisque (b;) est libre (sur K;) il vient p; = 0 pour tout j; enfin puisque (a;) est libre (sur K) il
vient \; ; = 0 pour tout ¢, j. Donc le systeme (a;b;)1<i<p: 1<j<q €st libre.

4. a) Onaa '€ Ky, donc a! est algébrique.

b) Comme 5 est algébrique sur K donc sur K7, il existe un sous corps K, de L contenant 3 et
K de dimension finie sur K7 donc sur K. Alors a + 5 € K5 et aff € Ky, donc a + [ et af
sont algébriques sur K.

5. La premicre assertion est claire. Si z est algébrique sur K', il existe P € K'[X] non nul tel que
n

P(z) = 0; écrivons P = Z apX". On démontre immédiatement par récurrence sur n € N qu'il

k=0
existe un sous corps K; de L contenant aq,...,a, et K de dimension finie sur K. Alors z est

algébrique sur K; donc sur K.



11.3 Polynomes et fractions rationnelles

Exercice 3.1. Si p/q est racine avec p et ¢ premiers entre eux, on écrit 0 = ¢" P(p/q) Z akp q'

Comme p et ¢ divisent cette somme, il vient p|qg"ag et g|p"a,, donc p|ag et g|a, d’apres le theoreme de
Gauss.

Exercice 3.2. Successivement sur Q sur R et sur C, on trouve

P = (X -1)(X?*+5)(X*-3X +1)

— (x-nx -2 +Qﬁ)(x 2 _2\/5)()(2 +5)
- (XX -C +2\/5)(X . _2\/5)()( +iv/5)(X — iV5)
Exercice 3.3. On trouve F' = 2 + 2 + A + L Donc une primitive de t — F(t)
X3 X2 X X-1 (X-—-1)
est t— —t%—%l—t_il—i-?ln t—l‘ + c ou c est une constante.

Exercice 3.4. Les conditions P(0) = 1 et P'(0) = 0 s’écrivent P = 1 + aX? + bX>. On a alors
P(l)=1+a+b=0et P(1)=2a+3b=1, donc a=—4 et b=3.

Le polynome ) — P s’annule en 0 et en 1 ainsi que sa dérivée si et seulement s’il est divisible par
X?(X — 1) Donc les polynomes qui conviennent sont 1 —4X? +3X* + X*(X —1)?B avec B € K[X].

Exercice 3.5.

) O 1 1( ! 1 ) 1 ( 1 1 ) L Une orimit
a) On a =- — = — — . Une primitive
rt—12 -2 3 2 -2 a2+1 6vV2\r — V2 z++2 3(z2+1) P
t7 ——n ‘x_ ‘+1A tan z +
est x retan x + c.
6v2 lz++21 3
rdx 1 I~ (22 + 1) — 222
b) O = — . Or, la dérivée d — tx — =
) na/<x2+1)2 210 + ¢. Or, la dérivée de z 2yt A1)
: o / & T Davctana +
- once = —Arctanz + c.
(x2+1)2 22+1’ (x2+1)2  2(22+1) 2
2 — 1 2 —qy—qf 1 ) 2 3,4 1 .5
c) Posons y =1 —xz. On a yﬁ: Yy y@ _ + ty+y +6?J ty +y
(I=y)ys 1-y (I-y)y 11—y 1 yz

Donc /I—H :m’ ’+ I X n n
x(z —1)8 r—11 1—2z 2(1-2)> 3(1—-2) 4(1—-2)* 5(1—x)°
d d d
d) (Regles de Bioche : on pose u = sin ) / A /M = / ( u

cos® cost 1-— u2)2.
0 1 1 . 1 n 1 1
r = — )
(1—-u?)? 4u—-12 4u+1)?2 4u+1) 4u-1)
D / dx 1l 1+sinx+1< 1 1 >+
onc =—In - — c.
cosz 4 1—sinzx 4\1l—sinx 1+sinzx

Exercice 3.6. On a
vy’ 20 =3eyz = (v+y+ (@ +yt+27) - (ay +yz +2w)
= (z+y+2)((z+y+2)? -3y +yz+ 22)).
On en déduit que 3ryz = 2° +9° +2° — (z+y+2)(r+y+2)* = 3(vy +yz +22)) = 15-3(9-3) = -3.
Donc z,y, z sont les trois racines du polynéme X°® — 3X? + X + 1. Ce polynome possede la racine
< évidente » 1, donc X® —3X2 4+ X +1= (X —1)(X2—2X —1) = (X —1)(X — 1 —V2)(X —1+V?2).
Donc z,y, z sont égaux a permutation pres a 1,1 + V2,1 - V2.
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Exercice 3.7. Notons d le PGCD de a et b.

1.

Remarquons d’abord que, pour tout p,q € N, le polynome X? — 1 divise le polynome X?? — 1.
Notons a = bg + r la division euclidienne de @ par b. On a X* — 1 = X" (X" — 1) + X" — 1.
Puisque X® — 1 divise X"(X* — 1) et r < b, le reste de la division euclidienne de X* — 1 par
X% —1est X" —1.

On peut supposer que a > b > 0. Effectuons 'algorithme d’Euclide : on obtient une suite
décroissante ro =a =1 =b>1ry > ... > r, = d tels que, pour 2 < j < n, r; soit le reste de la
division euclidienne de r;_o par r;_; et r, divise r,_;. On déduit de la question 1, que le reste de
la division euclidienne de X"~2 — 1 par X"7-! — 1 est X7 — 1; de plus X™ — 1 divise X" — 1.
D’apres Palgorithme d’Euclide, le PGCD de X — 1 et X° — 1 est donec X% — 1.

. Donnons-nous une relation de Bézout au —bv = d. On a donc (X —1) — X4(X" —1) = X? 1.

Puisque X® — 1 divise X% — 1 et X® — 1 divise X* — 1 cette égalité est une relation de Bézout.

Les polynomes A et B sont scindés a racines simples sur C. Les racines communes sont les A € C
tels que A\* = \® =1 c’est & dire les éléments de C* dont I'ordre dans le groupe C* divise & la fois

a et b, i.e. qui divise d. On en déduit que le PGCD de A et B vus comme polynomes sur C est
d—1

[Tx —e®) = x4-1.
k=0
Pour finir, démontrons le résultat fort utile suivant :

Théoréeme. Soit L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Soient A, B € K[X|. Notons D
leur PGCD wvus comme polynomes sur K. Alors D est le PGCD de A et B vus comme polynomes
sur L.

Démonstration. On a une relation de Bézout D = AU + BV avec U,V € K[X]| C L[X], et
puisque D est un diviseur commun de A et B (sur K donc sur L) c’est leur PGCD. n

Exercice 3.8.

1.

3.

Notons Aq,...,Ax les racines de P de partie imaginaire strictement positive écrites avec leur

k k

multiplicité. On a P = [J(X = \))(X = X)) = Ad ot A = [ X — ). Les polynomes A et A

j=1 j=1
n’ont pas de racines communes : ils sont premiers entre eux.
Existence : Comme A et A sont premiers entre eux, il existe U,V € C[X] tels que AU + AV = 1.
Alors AU est congru a 1 modulo A, donc (1 — 2AU) est congru a ¢ modulo A, et & —i modulo
A. Ecrivons i(1 —2AU) = PQ + J la division euclidienne de i(1 —2AU) par P. Alors J convient.
Unicité : Si J; et Jy vérifient ces _conditions alors J; — Jo est divisible par A et A donc par leur
PPCM qui est P - puisque A et A sont premiers entre eux. Comme .J; — J5 est de degré < 2k, il
vient Jl — J2 =0.
Le polynome 7_Vériﬁe les meémes conditions : écrivons J —i = AB et J+ 1 = AC il vient
J+i=ABet J—i= AC. Donc J = J (d’apres I'unicité) soit J € R[X].
Enfin J?> = —1 modulo A et modulo A donc J? = —1 [P].

4. 1l s’agit de vérifications plutot longues - mais sans surprises...

5. Soit P € R[X] un polynéme unitaire annulateur de f sans racines réelles : par exemple le polynéme

minimal ou le polynome caractéristique de f. Soit J € R[X] comme ci-dessus. On pose j = J(f).
Puisque P|J? + 1, il vient j* = —idg; enfin fJ(f) = J(f)f, d’ou le résultat.

Exercice 3.9.



) . (AB) A" B
1. Si A et B sont deux polynémes, on a 1B~ A + T Décomposons P en facteurs irréductibles :

k / k /

m; P

P:a”PZ-mZ Ona— = L.
paley P P

i=1

k
2. Théoréme de Lucas. Ecrivons P = a H(X — X\;))™. Si z est une racine de P’ qui n’est pas un des
i=1

_ Pz _ mi e~ mi(z = \)
RPN

=1 =1

A;, on a

(2 — )\
Prenant le complexe conjugué de cette égalité, on trouve Z ull ) = 0, donc z est barycentre

|Z — )\1‘2
mF:l
des \; affectés des coefficients strictement positifs ﬁ
2 A
3. a) Le triplet (1,7,5%) est un repere affine d’oll I'existence et unicité de £. Toute application

.y . a+j28+]
affine est de cette forme... On peut aussi résoudre le systeme et trouver a = M

3 Y
+ 78 + j* +B8+7 4 .
p= 2 Jé_j Tepe=2T2TT § L. Berivant (u + v)® = 3uv(u + v) + u® + v*, on trouve

immédiatement que o, 3 et 7 sont racines de (X — ¢)® — 3ab(X — ¢) — a® — b°.
b) Convenons d’appeler ellipse de Steiner d’'un triangle toute ellipse tangente au milieu des trois
cotés du triangle. Nous devons donc établir 'existence et unicité d’une ellipse de Steiner.

e La transformation ¢ transforme le cercle inscrit C du triangle équilatéral (1,7, %) en une
ellipse de Steiner - d’ot1 son existence.

e Si & est une ellipse de Steiner du triangle 7' = («, 8, 7), il existe une transformation affine
¢ telle que ¢'(€) soit un cercle. C'est le cercle inscrit du triangle £(T'), et une ellipse de
Steiner pour ce triangle. Notons (4, B,C) le triangle ¢'(T) et A, B',C’ les milieux et
points de tangence. On a AC' = BC', AB' = CB' et BA' = C A’ (milieu) et AB' = AC",
BA" = BC" et CA" = CB’ (cercle inscrit). Donc ¢(T) est équilatéral. Alors, ¢' o £ est une
similitude, donc ¢ o £(C) est le cercle inscrit £'(€), donc € = £(C), d’ont 'unicité.

Enfin, écrivons a = |aluv et b = |bluv ou u et v sont des nombres complexes de module 1.

Onal=1T.0R,0oDoR, ou Ry, R, sont des rotations R,(z) = vz, R,(z) = uz, T, est la

translation T'(z) = z +c¢; enfin D(z) = |a|z 4 |b|Z, soit D(z +iy) = (|a+|b])z +i(|a| — |b])y.

Notons que comme «, 3,7 ne sont pas alignés, ¢ est bijective, donc |a| # |b].

On a R,(C) = C ; 'image par D de ce cercle de centre 0 et de rayon 1/2 est lellipse

2 21
d’équation <| T |b|> + (| = Y |b|> 1 ses foyers ont donc comme coordonnées y = 0
a
b b)
SR/ e T Y

Enfin T, o R, est une isométrie donc les foyers de l'ellipse de Steiner ont pour affixes ¢ +
lab| = ¢ £ z olt 2 est une racine carrée de ab = u*|ab|.

2 2
T
Dans une ellipse d’equatlon — + LA (dans un repere orthonormé) de demi grand axe a et demi petit axe

b2
b (avec a > b > 0), les foyers ont pour coordonnées (+v/a? — b2,0). Pour se le rappeler, notons A = (a,0) et
B = (0,b). Si F et F' sont les foyers de coordonnées (+c,0), on a AF + AF' = 2a = BF + BF' = 2\/b? + ¢2.

Exercice 3.10. Fixons un repeére orthonormé (0,4, 7) dans lequel I’équation de H soit xy = ¢. Notons
(p, q) les coordonnées de P dans ce repere. On a ¢ = pq. Celles de P’ sont donc (—p, —¢q). Quitte a
changer i en son opposé, on peut supposer que p > 0. L’équation du cercle C est 2% 4 y* — 2px — 2qy =
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3(p® + ¢*). Le point de coordonnées (z,%) est dans I'intersection H N C si et seulement si zy = pq et
2? +y? — 2pr — 2qy = 3(p* + ¢*). Multipliant par 2*, on trouve (puisque zy = pq)

ot + pPq — 2p2® — 2pgPr — 3(p* + ¢*)x? = 0.

Posons g(z) = 2* — 2pa® — 3(p* + ¢*)z? — 2pg*x + p*¢*. Les points d’intersection de H N C sont les

couples (z, —q), avec x € R* racine de g. On sait déja que —p est un racine de cette équation.
x

1.

On a g(0) = p*’¢* > 0 et g(p) = —p*(p* + ¢*) < 0, enfin lirf g(z) = +00. On en déduit que g a
T—r1=00

une racine dans |0, p[, une racine dans |p, 400 et un nombre pair de racines (avec leur multiplicité)
dans | — 00, 0[. Comme —p est racine, ce polynome du 4e degré est scindé sur R.

Les trois autres racines satisfont 4 + xp + ¢ — p = 2p, donc x4 + rp + r¢c = 3p. Par symétrie

(x,y) — (y,x), on trouve que les ordonnées des points d’intersection vérifient y4 + yp + yc = 3q.

: 1o
[Ou, mieux, y4 +yp +yc — q = be P9, P4 P4 _ P99

: : ta Ip Lo P 94 : : .
centre de gravité du triangle ABC'. Par ailleurs, P étant le centre du cercle circonscrit du triangle

ABC, médianes et médiatrices sont confondues. Donc ABC' est équilatéral.

= 2¢.] Cela prouve que P est le

Exercice 3.11.

1.

a) Le plus simple est d’utiliser la matrice compagnon de P : c¢’est une matrice a coefficients
entiers A € M,(Z) dont le polynéme caractéristique est (—1)"P. Alors le polynome ca-
ractéristique de A* est (—1)" P, (il suffit pour voir cela de trigonaliser A). Il est & coefficients
entiers.

b) On sait que (—1)"7a; est la somme des produits @, ...z;, ot 1 <4y <ip <...<i; <n. I

y a <n> tous de module 1.
J

On peut aussi raisonner par récurrence sur n, écrivant @ = (X —xz,)@Q; ou Q1 = H X —z,.

Si on écrit Q1 = ijXj (avec b, = 1), on a ag = —x,by et, pour j # 1, a; = bj_1 — x,b;.

Donc |ag| < 1 (en fait |ag| = 1) et |a;| < |b;j| + |bj_1|; d’apres 'hypothese de récurrence, il

. n—1 n—1 n
vient |a;| < _ +{ . =1 .
J J—1 J

c) D’apres b), il y a un nombre fini de polynomes de degré n a coefficients entiers dont toutes
les racines (complexes) sont de module 1. L’application £ mapsto P, n’est donc pas injective.

n
d) Ona H X —at = H X —x}'. L’énoncé résulte de la décomposition en facteurs irréductibles.
= k=1
e) Demontrons cette propriété par récurrence sur r. C’est vrai pour r = 0 et 1. Supposons-la
vérifiée pour r. Soit alors k € {1,...,n} et posons j = o(k). On a

1 T m\£" T\m m’ \m m’”
(2n)" = (2)" = @) = (@)™ = 2™ = (a5

f) Notons 7 l'ordre de la permutation o. On a 7"~ = 1.

Remarque. En utilisant le fait que les polynomes cyclotomiques sont irréductibles sur Q, on
en déduit que P est un produit de polynomes cyclotomiques.

2. En effet, il existe Q) € Z[X] unitaire de degré 2n tel que 2" P(z + 1/x) = Q(z) pour tout x € C*.

Ecrivant P = HX bj,ona@ = I_IX2 b; X +1. Puisque on a b; € Ret |b;| < 2, le polynéme

Jj=1 Jj=1
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X2 - b; X + 1 a deux racines complexes conjuguées z; et T; de module 1 (éventuellement toutes
deux égales a 1 ou —1).

D’apres ce qui précede x; est une racine de I'unité z; = ™ avec ¢; € Q,donc b; = z; +7; =
2 cos g;.

Les racines du polynome caractéristique de A sont réelles comprises entre —2 et 2. Elles sont donc
de la forme 2 cos gm avec g € Q d’apres la question précédente.

Exercice 3.12.

1.

3.

Si f est surjective, il existe P € E, et Q) € E,, tels que fa p(P, Q) = 1 donc A et B sont premiers
entre eux. Donc (ii)=(i).

Si A et B sont premiers entre eux et fu p(P, Q) = 0, alors AP = —B(); ce polynome est un
multiple commun de A et B, donc de leur PPCM AB. Comme son degré est < m + n, il est
nul, donc P = (Q = 0; 'application linéaire f est alors injective, donc surjective par égalité des
dimensions. Donc (i)=>(ii).

La matrice de fap de la base By = ((1,0), (X,0),..., (X", 0),(0,1),(0,X),...,(0,X™ 1)) de
E, x E,, dans la base B; = (1,X,...,X™" ') de E,,,, est la matrice carrée de colonnes
Co,...,Cn1,Doq,..., Dy 4. Léquivalence (ii) <= (iii) en résulte.

. Le polynome A a des racines multiples si et seulement si A et A’ ne sont pas premiers entre eux,

donc si et seulement si Resy 47 = 0.

c b 0
a) Dans ce cas Resap = |b 2a b| = —a(b’ — 4ac).
a 0 2a
g 0 p 00
pq0pO0
b) OnaResap=1[0 p 3 0 p|=4p®+ 274
100 30
0100 3
c) Démontrons par récurrence sur le degré n de A que Resa x_, = A(b).
Pour n =1, on a Res(ag + a1 X, X — b) = ZO _1b = ag + a1 b.
1

Ecrivons A = Zaka =ag+ XA, ou Ay = Zakafl.
k=1

k=0
On a

Qo —b 0 ... 0 0

aq 1 —b ... 0 0

Q9 0 1 ... 0 0

Res(A, X —b) =| . ] ) o
Ap—1 0 0 ... 1 —=b

an O 0 ... 0 1

Développant par la premiere ligne, il vient Res(A, X — b) = ag + bRes(A;, X — b). D’apres
I'hypothese de récurrence il vient Res(A, X — b) = ag + bA;(b) = A(D).
NB On peut aussi développer par rapport a la derniere ligne, ou la premiere colonne...

On peut aussi effectuer un changement de base :
Considérons la base By = (1, X —b, X (X —b), X*(X —b),..., X" 1(X —b)). Décomposons A

m—1
dans cette base en écrivant A = A(b) + Z ;. X*(X —b). La matrice de passage de B; a B,
k=0



est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc Resy p est égal au déterminant
de la matrice de f allant de la base By dans la base B :

Ab) 0 0 ... 0

Qp 10 ... 0
Matg,5,(f) = | @™ 01 ...0
(079 00 ... 1

donc Resa (x—p = A(b).

4. a) Echanger A et B revient a permuter les colonnes de la matrice par la permutation o définie
par o(i) =m+isil<i<neto(i)=i—nsin+1<i<m+n. Lasignature de cette
permutation est (—1)™".

b) Remplacer B par bB revient a multiplier les m dernieéres colonnes par b.

c) A Daide de (b), on peut supposer que Bj est unitaire. Notons n; et ny les degrés respectifs
de By et By et posons B = BBy et n = nq + no.
Considérons les applications linéaires

¢ : E, X Eyy X By — E, X B, définie par (P, P»,Q) = (P, + B1 P, P)
g:En X E,, X Eyy = By X By, définie par g(Py, P2, Q) = (P1, APy + B2Q)
h:En X Eniny, = Emin, définie par h(Py, R) = AP, + Bi R,

de sorte que fapow =hog.
On consideére les matrices de ces applications dans le§ bases By de E,, x E,, et et By de E,,1p,
ainsi que les bases analogues B de E,,, X Ey,4p, et Bde E,, X E,, X E,, :

B= ((1,0), (X,0),...,(X™70),(0,1),(0, X),..., (0, X" "2"1))

B =((1,0,0),(X,0,0),...,(X™0,0),(0,1,0),...,(0, X", 0),(0,0,1),...,(0,0, X"71))

Dans ces bases :
e la matrice Mat(p) de ¢ est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et son
déterminant vaut 1 (car le polynome B; est supposé unitaire) ;

e la matrice Mat(g) de g est diagonale par blocs Mat(g) = (181 Mat((} )), son
A,Bs

déterminant vaut R4 p, ;

0 T
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et son déterminant vaut 1 (car B; est
supposé unitaire).

Les formules (d), (e) et (f) en résultent facilement.

e celle de h est triangulaire par blocs de la forme Mat(h) = (Mat(fA’&) Q) ou 7' est

Exercice 3.13.

1. Tout diviseur commun de Py et Py divise P,y = Qp11Pr — Piy1, donc il divise P, 5 et par
récurrence, il divise P et P’. Or P et P’ sont supposés premiers entre eux.

2. Sur tout intervalle ne rencontrant pas A, les polynomes P gardent un signe constant. Le dernier
reste non nul est le pged de P et P'. 1l est constant (et non nul).

3. Puisque Py et Py, sont premiers entre eux, ils n’ont pas de racines communes, donc Py1(x) # 0.
Comme Py_1(z) = Qgs1(2) Py — Prr1(x) = —Prya(2), Pr_1(x) et Pryq(2z) sont non nuls et (de
signes) opposés. L’ensemble A est fini. Il existe donc un intervalle ouvert J contenant x tel que
JNA={zx}.



a) Sur J et P, et Py1 gardent des signes contraires; donc pour y € J \ {z}, quel que soit le
signe de Py(y), le nombre de changements de signe dans la suite Py_1(y), Px(y), Pri1(y) est
égal a 1.

b) Notons N, = {k; 1 < k <m; P(z) = 0} et écrivons N, = {ky,...,k.}, avec 7 > 1 et
0<k <...<k.<m.Par(a),sir>2etl<j<r, alors kj;1 > k; +2; de plus, pour
y € J\{z}, n(y) est le nombre de changements de signes dans la suite formee de P;(y) pour
j & N,. 1l est constant sur J.

4. Comme ci-dessus, posons N, = {k, 1 <k <m; Pi(z) =0}. Par 3.a), 1 ¢ N, et le nombre ng de
changements de signes dans la suite formée de Pj(y) pour 1 < j < m, j ¢ N, est constant sur J.
De plus, si P'(z) > 0, alors P est croissante sur .J, donc pour y € J, on a P(y) > 0siy > x et
P(y) < 0siy <. Il sensuit que ny(zr) = ng et ny(x) = ng + 1.

5. Notons z1 < ... <z, les points de ANja,bl. On a n(a) = ny(x1), na(x;) = ny(rj+1) et ng(x,) =

n(b). Donc n(a an — ng(x). Notons B C A l'ensemble des racines de P. On a

ng(z) —ng(z) =0six ¢ B et ng(z) —na(z) =1 pour x € B. Le théoréme de Sturm en résulte.

Exercice 3.14.

4 3
1. EcrivonsP:HX—zi:X4—aX3+bX2—cX+det HX—ui:X3—aX2+5X—fyof1
i=1 1=1
a=2z+20+234+24, 0= 2120+ 2125+ 2124+ 2223+ 2024+ 2324, € = 212223+ 212024 + 212324 + 202324
et d = 21292324 ; @ = Uy + ug + uz, [ = ujus + uyuz + usuz et v = ujusus.

On trouve

a = b

2 2 2
B = 2i(2223 + 2024 + z324) + 25(2123 + 2124 + 2324) + 25 (2122 + 2124 + 2024) +

2
4—24(2122'+'2123'+'2223)
= ac—4d
2.2 2 2.2 2 2.2 2 3 3

Y = 217523 + 21252) + 212325 + z223z4 + zl 2023%4 + 21252324 + zlz2z3z4 + 2129232}

= (¢ —bd) + (a* — 2b)d

2. Une fois trouvé les u;, on peut trouver (z; + 22)(z3 + 24) = ug + us, et puisque on connait aussi
21 4 29 4+ 23 + 24 = a on trouve 21 + 23 et 23 + z4. De méme on trouve z; + z; pour ¢ # j. Donc
on trouve enfin 22y = (21 + 22) + (21 + 23) + (21 + 21) — a.

Exercice 3.15.

1. D’apres le (petit) théoreme de Fermat, tout élément de IF, est racine du polynome X” — X. Donc
H (X —z) divise X? — X. Ces polynomes sont donc égaux car ils sont unitaires et ont méme
z€eF,
degré.

2. On adonc XP™!' —1= H (X — ), et prenant la valeur en 0, il vient —1 = (—=1)?"*(p — 1)! [p).

z€lF}

Exercice 3.16.
1. Notons 7 : Z[X] — F,[X] la réduction modulo p. C’est un morphisme d’anneaux. Si p divise tous
les ¢, on a m(AB) = 0, et comme F,[X] est integre il vient 7(A) = 0 ou w(B) = 0.
2. Si ¢(A) = ¢(B) = 1, aucun nombre premier ne divise tous les a; ou tous les b;. Donc par 1.,

aucun nombre premier ne divise tous les ¢;, donc ¢(AB) = 1. Dans le cas général, on peut écrire
A =c(A)A, et B = ¢(B)B; avec Ay, By € Z[X] de contenu 1. On a alors AB = ¢(A)c(B)A1 By
et donc ¢(AB) = ¢(A)c(B)c(A1By) = ¢(A)ce(B).
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3. Soit P € Z[X] non scalaire. Si P est irréductible sur Z, on a ¢(P) = 1 (puisque P est divisible par
¢(P)). Supposons donc que ¢(P) = 1 et que P n’est pas irréductible sur Q et donnons-nous une
décomposition P = AB avec A, B € Q[X] non scalaires. 1l existe a,b € N* tels que aA € Z[X]
et bB € Z[X] (prendre les PPCM des dénominateurs des coefficients de A et B respectivement).
Ecrivons aA = c¢(aA)A; et bB = ¢(bB)B;. On a alors c¢(ad)c(bB) = ¢(abAB) = ¢(abP) = ab,
donc abA;B; = c(aA)c(bB)A1 By, = aAbB = abP, ce qui donne P = A; By, donc P n’est pas
irréductible sur Z.

Exercice 3.17. Supposons que P = AB avec A, B € Z[X]. Comme P est unitaire, on peut supposer
(quitte a les remplacer par leur opposé) que A et B sont unitaires. Notons n,a, b les degrés respectifs
de P, A et B. Notons 7 : Z[X] — F,[X] la réduction modulo p. C’est un morphisme d’anneaux. On a
p(P) = X" = w(A)7(B). Or le seul polynéome unitaire de degré a divisant X" est X¢, donc 7(A4) = X*
et de méme 7(B) = X°. En d’autres termes tous les coefficients sauf le coefficient dominant de A et B
sont divisibles par p. Si A et B était non constants, p divise A(0) et B(0), donc p? divise P(0), ce qui
est contraire a 'hypothese.

NB Cette démonstration marche aussi si au lieu de supposer que P est unitaire, on suppose juste que
le contenu de P est 1 (cf. exerc. 3.16).

Application. Posons P = ®,(X +1). Ona (X —1)®, = X? — 1, donc XP = (X + 1) — 1. Il vient
X7(P)=X?+1—-1= XP donc n(P) = X?~!. Par ailleurs P(0) = ®,(1) = p. On peut appliquer le
critere d’'Eisenstein : P est irréductible sur Q, donc ®, est irréductible sur Q.

Exercice 3.18.

1. Les racines multiples sont les racines du pged de P et P'.

2. Comme X? — X = H X —a, le pged de P et XP — X est le produit des X — a pour a racine de
aclF,

P.
3. a) On pose A = pgcd(P,XpTH —X)et B= pgcd(P,X% +1).

p—
2

1
b) Pour z € F;, onaz 2 € {—1,1}. On a donc I"équivalence entre les assertions suivantes

(i) @ sépare a et b;

p—1 p—1

(i) (a—C)Tjé (b—c)z;
i (3)7 =

(iv)

n’est pas un carré.

- Z est une bijection de F, \ {a,b} sur F, \ {0,1}. Donc on a bien (un

peu plus d’) une chance sur deux de séparer a et b en prenant ¢ au hasard.

L’application ¢ +—

¢) En prenant ¢ au hasard puis en regardant le pged de P et Q. = (X — c)p%1 —1 on a beaucoup
de chances de se retrouver avec deux facteurs de degré plus petit. Puis on recommence avec
un nouveau c...

Exercice 3.19. Solution tres rapide...

1. a) est clair une fois que I'on remarque que m et n étant premiers entre eux, si mn a des facteurs
carrés, alors m ou n aussi.

b) On démontre que, pour tout n € N*, les matrices U = (u; ;) € M, (C) et V = (v; ;) € M,(C)

définie par u;; = 1 si j|i et O sinon et v, ; = p(i/j) si i # j sont inverse I'une de l'autre.

En effet, UV = (w;;), ol w;; = g Ui kVk,;. Donc w; ; = 0 si j ne divise pas i, w;; = 1 et,
k
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pour ¢ € N, ¢ > 2, on a wj,; = Z,u(d). Or on démontre (en décomposant ¢ en produit de
dlq
nombres premiers) que, pour tout ¢ > 2, on a Z wu(d
dlq
La premiere égalité résulte de ce qu’il y a exactement p" polynomes unitaires de degré n; la
derniere est un regroupement des polynomes irréductibles par leur degré. Ecrivant (R )ken
les polynomes irréductibles unitaires, on a

m m 400 .

[t [[Sem_ ¥ s ¥ omst_y o
1—t6Rk

k=0 k=0 jxr=0 (§0y--rJm ) ENmHL (J0ye-rdm ) ENmHL AEQm

ou l'on a noté @), '’ensemble des polynomes n’ayant d’autres diviseurs irréductibles que
m

Rg, ..., R,, et qui donc s’écrivent de maniere unique sous la forme H R}*, d’ou I'égalité du
k=1
milieu, en prenant la limite quand m — oo.

Cela dit, il faut bien justifier ces formules qui convergent absolument pour [¢t| < 1/p.

/ N - 1
On a (fg) f g , d’ou (apres justification du passage a la limite), P Z Rt
fo T g T—pt L=
+o0o +oo
Multipliant par ¢, on trouve Z Ptk = Z Z nN,t*". Donc, prenant le terme d’ordre ¢ dans
= n=1 k=1

cette série entiere p‘tt = Z niN,.
n|l
résulte immédiatement de 1.b) et 2.b).

On adonc nN =p"+ > p dp >pt— Y, pizpt - Y - (2

d|n;d#n d|n; d#n 1<d<n/2
On a p™? > n/2, dou N, > 0.

Il existe donc au moins un polynéme irréductible P de degré n dans F,[X]. Alors F,[X]/(P)
est un corps a p" éléments.



