










Philippe Loubaton
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Rapport sur le mémoire intitulé,

”Fluctations de fonctionnelles spectrales de grandes matrices aléatoires et

applications aux communications numériques”,
présenté par Malika Kharouf en vue de l’obtention du doctorat de l’Université

Hassan II Ain Chock et de Telecom Paris Tech.

Le présent manuscript a pour but d’étudier quelques probl̀emes liés aux fluctuations de certaines quantités
dépendant de grandes matrices aléatoires apparaissant dans le domaine des communicatons numériques. Le
document est composé de 4 chapitres, le premier étant à caractère introductif.

Le travail proprement dit débute au chapitre 2 dans lequel M. Kharouf s’intéresse au rapport signal à in-
terférences plus bruit en sortie d’un récepteur MMSE apparaissant dans le contexte d’un modèle de transmis-
sion suffisemment général pour couvrir la plupart des contextes applicatifs du domaine des communications
numériques (systèmes multi-antennes, systèmes MC-CDMA). M. Kharouf considère plus précisemment une
matrice de canal dont les éléments sont des variables aléatoires indépendantes centrées de variances différentes,
le champ de variance associé étant non nécessairement séparable. Techniquement, le SINR est défini comme la
valeur prise par une forme quadratique associée à l’inverse de la résolvente de la matrice de Gram du canal sur
un vecteur indépendant du canal, et dont les entrées sont indépendantes de variances différentes. Le comporte-
ment au premier ordre du SINR est connnu puisqu’il a été montré qu’il converge vers une quantité déterministe
que l’on est en mesure d’évaluer. M. Kharouf s’intéresse aux fluctuations du SINR autour de cette limite. A
noter que la littérature n’a abordé ce problème que dans le cas où toutes les variables aléatoires mises en jeu
sont indépendantes et identiquement distribuées. L’approche utiliséee par M. Kharouf, déjà mise en oeuvre
dans d’autres contextes mettant en jeu des matrices aléatoires mais pas dans celui de l’étude du SINR, consiste
à écrire le SINR comme la somme d’incréments de martingales, et de vérifier les conditions du théorème de
la limite centrale correspondant. Si la condition de Liapunov se vérifie relativement aisément, la convergence
en probabilité de la somme des variances conditionnelles des incréments de martingale, et l’identification
de la limite correspondante, nécessite un travail important nécessitant une excellente expertise des matrices
aléatoires mises en jeu ici. Le résultat final montre que le SINR converge a la vitesse 1

√

N
(N étant l’une des

dimensions de la matrice du canal) et la variance asymptotique est la somme de 2 termes positifs dont l’un
s’annule si le canal est construit à partir de variables aléatoires de module constant. La forme du résultat dans
le cas d’un champ de variance séparable est ensuite mise en évidence. On retrouve alors dans l’expression de la
variance asymptotique des termes apparaissant dans d’autres contextes. Le chapitre se termine par quelques
simulations numériques montrant la pertinence des résultats obtenus en termes applicatifs. Les résultats de
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ce chapitre ont fait l’objet d’un article qui est paru dans la revue “IEEE Transactions on Information Theory”.

Le chapitre 3 s’intéresse toujours au SINR en sortie d’un récepteur MMSE dans le cas d’un canal de trans-
mission dont les éléments sont des variables aléatoires indépendantes de variances différentes. M. Kharouf
considère cependant le cas où le champ de variance associé est séparable, et où les variables aléatoires sont
gaussiennes complexes circulaires. L’évaluation de la loi limite du SINR permet d’approximer le taux d’erreur
moyen associé à ce récepteur. Plutôt que d’utiliser une approximation gaussienne, elle étudie une approxi-
mation par une loi Gamma déjà proposée dans la littérature, mais dans un contexte différent, et qui permet
d’évaluer le taux d’erreur de façon très élégante grâce à la fonction génératrice des moments de la loi du SINR.
En pratique, il s’agit ici d’évaluer analytiquement les 3 premiers moments du SINR. Les 2 premiers ont été
évalués dans le chapitre précédent, de sorte qu’il convient ici de calculer le troisième moment. M. Kharouf
utilise ici pleinement le caractère gaussien des éléments du canal en utilisant une formule d’intégration par
parties ainsi que l’inégalité de Nash-Poincaré, outils dont l’utilité dans le contexte gaussien avait été mis en
évidence récemment par Pastur. Le résultat le plus étonnant du chapitre réside dans le fait que le troisième mo-
ment décroit à la vitesse 1

N2 alors que l’on aurait pu s’attendre à un rythme 1

N3/2
. Des simulations numériques

montrent l’intérêt des résultats dans le cadre de l’évaluation des probabilités d’erreur. Ces résultats ont été
publiés dans la revue “IEEE Transactions on Information Theory”.

Le dernier chapitre s’intéresse à la loi limite de l’information mutuelle d’un canal multi-antenne corrélé de Rice.
Il s’agit donc de démontrer un théorème de la limite centrale pour une fonctionnelle particulière des valeurs
propres de la matrice de Gram d’une matrice aléatoire non centrée, dont les éléments sont indépendants,
avec un champ de variance séparable. Il s’agit intrinsèquement d’un problème connu pour être plus difficile
que l’étude du SINR. M. Kharouf montre d’abord que l’information mutuelle peut être mise sous la forme
d’une somme d’incréments de martingale, et se propose d’utiliser de nouveau le théorème de la limite centrale
correspondant. Si la condition de Liapunov se vérifie aisément, le reste des développements sont d’une grande
complexité et nécessitent une très grande lucidité. M. Kharouf montre tout d’abord que les éléments indi-
viduels de la résolvente de la matrice de Gram du canal convergent vers ceux de son équivalent déterministe.
Il s’agit d’un résultat nouveau qui repose en grande partie sur l’astucieux lemme 15. M. Kharouf établit la
convergence en probabilité de la somme des variances conditionnelles des incréments de martingale grâce à
des calculs assez proches de ceux ayant permis d’établir le lemme 15. Elle procède enfin à l’identification de la
variance de l’information mutuelle, qui malgré son expression remarquablement nécessite un véritable travail
d’orfèvre, et donne lieu à une série d’évaluations franchement peu évidentes.

En conclusion, le travail de M. Kharouf présente des résultats d’actualité, de haut niveau, dont les chapitres 2
et 3 ont été publiés dans une excellente revue. Le point culminant de la thèse est le chapitre 4 qui a nécessité la
mise en oeuvre de preuves difficiles. M. Kharouf a démontré une mâıtrise remarquable de diverses techniques
du domaine des grandes matrices aléatoires, ainsi qu’une excellente compréhension de leurs applications aux
communications numériques. J’autorise donc Malika Kharouf à soutenir son travail en vue de l’obtention du
doctorat de l’Université Hassan II Ain Chock et de Telecom Paris Tech.
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