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Les notes du cours sont autorisées, tandis que les appareils €Electro-
niques sont interdits. Pour tout (i,j) € {1,...,45}? tel que i < j,
[’énoncé de la question numéro i, méme non justifié, peut étre utilisé
dans la réponse a la question numéro j.

Dans cette épreuve, on fixe un corps k, une cloture algébrique 2 de
k et un entier n € N tel que n > 1. Soient k[A4,...,A,] anneau des
polynoémes & n indéterminées Ay, ..., A, et a coeflicients dans k, et K :=
k(Ay, ..., A,) le corps des fractions de 'anneau k[A4, ..., A,]. Soit KT
I’anneau des polynémes & une indéterminée 7'. On considére le polynome
unitaire P € K[T| défini par

P(T)=T"— AT ' 4+ 4 (—1)"A,.

Soit L un corps de scindement (ou de décomposition) du polynéme P.
Par le morphisme de corps canonique K — L, on considére K comme un
sous-corps de L. Similairement, on considére k comme un sous-corps de

Q.

Premiére partie

Le but de cette partie est de montrer que ’extension K C L est galoi-
sienne dont le groupe de Galois est isomorphe au groupe symétrique &,,
(c’est-a-dire le groupe des bijections de {1,...,n} dans lui-méme).

Soient k[Xi,...,X,] lanneau des polynomes a n indéterminées
Xi,..., X, et & coefficients dans k, et L' := k(Xy,...,X,) le corps des
fractions de 'anneau k[X1, ..., X,]. On considére le polynome @ € L'[T]
défini par

QT) = [[(T - Xi) = (T = X)) - (T — X).
i=1
On écrit @ sous la forme

QT)=T"— S, T" ' + -+ (=1)"S,,
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ou pour tout i € {1,...,n},

S, = > X X € kX, ..., X,

(G1,edi) €{ 15 m}
21<...<7i

Soit K’ := k(Si,...,S,), qui est un sous-corps de L' = k(X1, ..., X,).

1.

Montrer que L' est le corps de scindement (ou de décomposition) du
polynéme @ € K'[T].

. En déduire que 'extension K’ C L’ est galoisienne.

. On désigne par Syx, . x,} le groupe des bijections de {X;,...,X,}

dans lui-méme. Montrer que, pour tout ¢ € Gal(L'/K"), la restriction
de p a {Xy,..., X, } est une bijection de { X1, ..., X, } dans lui-méme.
En outre, I'application de Gal(L'/K") dans &x;, .. x,} qui envoie ¢ €
Gal(L'/K') sur ¢|¢x,,.. x,} est un isomorphisme de groupes.

. On rappelle que €2 désigne une cloture algébrique de k fixée au dé-

but de I’épreuve. Montrer que, pour tout (A,...,A,) € Q" il existe
(1,...,2,) € Q" tel que

()\1, .. ,)\n) = (Sl<.§(f1, c. ,xn), - .,Sn(ﬂfl, . ,Q?n))

Indication : on peut considérer les racines d’un polynéme unitaire de
degré n dans Q[T bien choisi.

. Soit R un élément non nul de k[A, ..., A,]. Montrer qu’il existe au

moins un (Aq,...,\,) € Q" tel que R(Aq,...,\,) # 0. Indication : On
peut Taisonner par récurrence sur n.

. En déduire que le morphisme d’anneaux

K[AL, ..., Ay — kX, ..., X,

qui envoie tout polyndéme R € k[Ay,..., A,] sur R(Sy,...,S,) €
k[X1,...,X,], est injectif.

. Montrer que le morphisme d’anneaux dans la question précédente in-

duit un isomorphisme de corps de K dans K’.

. Montrer que le polynéome P est séparable. En déduire que I'extension

K — L est galoisienne dont le groupe de Galois est isomorphe a &,,.
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Deuxiéme partie
Dans cette partie, on suppose que n > 2. Pour tout o € G,,, soit

sgn(o) := H (=1)7@D=o® ¢ {1, —1}.

(i,5)€{1L,...,n}?
i<j

9. Soit &, I'ensemble des parties de cardinal 2 de {1,...,n}. Montrer
que, pour tout o € G,,, on a
[[ 90

sgn(o) = T

{i,§}€Pn
10. En déduire que sgn : S,, — {1, —1} est un morphisme de groupes, o
on consideére la loi multiplicative sur {1, —1}.

11. On désigne par §,, € L' I'élément défini par

= JI xi-X).

(i,4)€{L,...n}?
1<j

Montrer que §2 appartient a K.

12. Montrer qu’il existe un unique élément A,, de k(Ay, ..., A,) tel que
A (Si, ..., Sn) = 02

Déterminer As.

13. Pour tout o € &, soit ¢, l'unique élément de Gal(L'/K’) tel que
©0s(Xi) = Xo@) quel que soit @ € {1,...,n}. Montrer que, pour tout
o€ G,,ona

0o (0,) = sgn(o)d,.

Pour tout A = (Aq,...,\,) € k", soit F) le polynéme
T — NI e (—1)" A

On choisit en outre un élément (ag(N), ..., a,(A)) € Q" tel que
e
i=1

Soit Ly le corps k(ag(N), ..., a,(N)).
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14. Soit A = (Ay,..., \,) € k™. Montrer que F) n’a que de racines simples
dans 2 si et seulement si

An(A, - An) #0.

15. Soit A = (Ay,..., A\n) € k™ tel que A, (A,...,A\,) # 0. Montrer que
I’extension k C L) est galoisienne.

Soit A = (A1,..., An) € k™ tel que les racines a;g(\), ..., a,(\) soient
distinctes. Pour tout élément ¢ € Gal(Ly/k), soit 7, 'unique élément de
G, tel que

Vie {17"'7n}7 (b(aZ()\)) :a7¢(i)(>\)'
Soit
0N = ] (@) = (V) € L.

(i,5)€{1,...,n}?
i<j

16. Montrer que la correspondance ¢ +— 74 définit un morphisme de

groupes de Gal(L,/k) dans &,,.

17. Montrer que, pour tout ¢ € Gal(Ly/k), la valeur de sgn(7r,) ne dépend
pas du choix de l'ordre des a;(A),. .., a,(N).

18. Montrer que, pour tout ¢ € Gal(L,/k), on a
P(6,(A)) = sgn(75)dn(A).

19. On suppose que la caractéristique de k est différent de 2. Montrer que
An(Mi, ..., \,) appartient & 'image de application k — k, x — 22 si
et seulement si sgn(7,) = 1 pour tout ¢ € Gal(L,/k).

Troisiéme partie

Le but de cette partie est d’étudier la résolubilité des groupes &,,.
Pour tout entier n € N tel que n > 2, soit 2, le noyau du morphisme
de groupes sgn : &, — {1,—1}. Pour tout (i,5) € {1,...,n}? tel que
i # j, on désigne par (i j) la transposition dans &,, qui échange i et j.
On peut utiliser sans justification les faits que le groupe &,, est engendré
par les transpositions et que les transpositions sont toutes conjuguées (en
d’autres termes, pour tous éléments i, j, k, [ de {1,...,n} tels que i # j
et k#1, il existe 0 € &, tel que (k1) =0(i j)o ).

20. Soit (z,7) € {1,...,n}?* tel que i # j. Montrer que sgn((i j)) = —1.
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21.
22.

Déterminer le cardinal de 2(3. Montrer que 23 est un groupe cyclique.
On suppose que n = 4. Soit GG le sous-ensemble
{14, (12)(3 4), (13)2 4), (1 (2 3)}
de G&,.
(a) Montrer que G est un sous-groupe distingué de 2U,.
(b) Montrer que G est isomorphe & (Z/27Z)*.
(c) Montrer que le groupe quotient 2(4/G est cyclique.

Dans le reste de cette partie, on suppose que n > 5. Soient V' un groupe

abélien et g : A, — V un morphisme de groupes. Soit 6 : A, — 2,
I'application qui envoie o € 2, sur (1 2)o(1 2).

23

24.

25.

26.

27.
28.

29.

Montrer que 6 est un automorphisme de groupes.
Montrer que, pour tout (o,7) € A2, on a

g(ror™") = g(0).
Montrer que le groupe 2, est engendré par les éléments de la forme
(i j)(k 1), ot i, 7, k, 1 sont des éléments de {1,...,n} tels que i # j et
k#1.
Montrer que, pour tout (4,5, k,1) € {1,...,n}* tel que i # j et k # [,
il existe (a,b) € {1,...,n}?* tel que a # b et que

(i g)(k 1) = (a b)(i j)(k [)(ab).
En déduire que go 6 = g.
Soit g : &,, — V D'application définie par
~ o), oceU,
glo) = {52021 2), o €&, \ U
Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

Montrer que, pour tout (i,7) € {1,...,n}* tel que i # j, g((i 7)) est
I’élément neutre de V. En déduire que g est le morphisme trivial.

Quatriéme partie

Dans cette partie, on étudie la résolubilité par radicaux des équations

polynomiales. On suppose que le corps k continent toutes les racines de
I'unité dans 2. En d’autres termes, pour tout ¢ € €2, s’il existe un entier
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d > 1 tel que ¢¢ =1 (sous cette condition ¢ est appelé une racine d™
de lunité), alors ¢ € k. On fixe un vecteur A = (A,...,\,) € k" tel
que A, (A1, ..., A\y) # 0. On peut utiliser sans justification le fait suivant
(démontré dans le cours) : pour tout entier d > 1 qui n’est pas divisible
par la caractéristique de k, I’ensemble

pa(k) ={Ce€k: ¢*=1}
est un sous-groupe cyclique d’ordre d du groupe multiplicaitve £*. On
suppose que 'extension k C L) admet des corps intermédiaires Fy, ..., F;
qui vérifient les conditions suivantes :
(a) k=FyCF,C...CF,=L,,
(b) pour tout ¢ € {1,...,r}, il existe y; € F;\{0} et m; € N non divisible
par la caractéristique de k, tels que y;"" € F;_1 et F; = F;_1(y;).
30. Montrer que, pour tout i € {1,...,r}, Uextension F;_; C F; est ga-
loisienne et le groupe de Galois Gal(F;/F;_1) est cyclique. Indica-

tion : pour montrer le deuxieme énoncé on peut étudier [’application de
Gal(F;/Fi—1) dans F; \ {0} qui envoie o € Gal(F;/F;—1) sur o(y;)/v;.

31. Montrer que le groupe de Galois Gal(Ly/k) admet des sous-groupes
Gal(L,\/k) =HyD>DH D...ODH, = {Id}

tels que, pour tout 7 € {1,...,r}, H; soit un sous-groupe distingué de
H;_1 et le groupe quotient H; 1/H; soit cyclique.

32. En déduire que Gal(L,/k) ne peut pas étre S,, dés que n > 5.

Soit d > 2 un entier qui n’est pas divisible par la caractéristique de k.
Soit &’ un sous-corps de €2 contenant k, qui est une extension galoisienne
de k. On suppose que le groupe de Galois Gal(k’/k) est cyclique d’ordre
d. Soit o un générateur du groupe de Galois Gal(k'/k).

33. On considére k' comme un espace vectoriel de dimension finie sur k
et o comme un endomorphisme k-linéaire de k’.

(a) Montrer que 'endomorphisme o est diagonalisable.

(b) Montrer que les valeurs propres de ¢ forment un sous-groupe de
pa(k)

(c) Montrer que toute racine d®° de I'unité est une valeur propre de
.
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(d) Montrer que tout sous-espace vectoriel propre de o est de dimen-

sion 1 sur k.
34. Soit ¢ un générateur du groupe cyclique pg(k). Soit @ un élément non

nul de £’ tel que o(y) = Cy.

(a) Montrer que l'orbite de y sous l'action du groupe de Galois
Gal(k'/k) a exactement d éléments.

(b) En déduire que le polynome minimal de y sur k est de degré d et
que k' = k(y).

(c) Montrer que y? € k. Indication : On peut considérer le produit des
éléments dans 'orbite de y sous l’action du groupe de Galois.

On suppose que n n’est pas divisible par la caractéristique de k. Soit
a = (ai,...,a,) un élément de k" tel que A, (aq,...,a,) # 0. On suppose
que le groupe de Galois Gal(L,/k) admet des sous-groupes Gy, . .., G, qui
vérifient les conditions suivantes :
(a) Gal(L,/k) = Go D Gy D ... DG, = {Id},
(b) pour tout ¢ € {1,...,r}, G; est un sous-groupe distingué de G;_1, et
le groupe quotient G;_1/G; est cyclique, dont I'ordre est noté comme
d;.

35. En utilisant le théoréme fondamental de la théorie de Galois, montrer
qu’il existe des éléments z1, ..., z, dans Q tels que L, = k(z1, ..., 2,)
et que 2% € k(z1,...,2_1) pour tout i € {1,...,r}, ol par convention
k(z1,...,2i-1) =k lorsque i = 1.

Cinquiéme partie

Le but de cette partie est de trouver des formules explicites pour ré-
soudre les polynomes «génériques» de degré < 3 par la théorie de Galois.
On suppose dans cette partie que la caractéristique du corps k ne divisible
pas 6.

36. Montrer qu’il existe R, € L\ K tel que R? = A,,. Indication : on peut
utiliser Uextension K' C L.

37. On suppose que n = 2. Montrer que L = K(R,).

38. Exprimer les solutions de 1’équation
T? — A\ T + A,
en fonction de A;, Ay et R,.
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Dans le reste de la partie, on suppose que n = 3. Soit ¢ un générateur
du groupe ps(k).

39. Montrer que l'extension K (R3) C L est galoisienne et que son groupe
de Galois est isomorphe a Z/3Z.

On désigne par o un générateur de Gal(L/K(R3)). On considére o
comme un endomorphisme K (Rj3)-linéaire de L, vu comme un espace
vectoriel de dimension 3 sur K (R3).

40. Montrer que I'ensemble de valeurs propres de o est {1,¢, (?}.

On désigne par Vy, Vi et V5 les sous-espaces propres de L associés
aux valeurs propres 1, ¢ et (? respectivement. Soit x une racine du
polynome

T3 — AT + AT — As.

On écrit z sous la forme u +v 4+ w, ouu € Vo, v € Vi et w € V5.
41. Montrer que 1 et = sont linéairement indépendant sur K (R3).
42. Montrer que u = A; /3.
43. Montrer que {v3, w3 vw} C K(R3).
44. En déduire que
AT A 4A3 A A,

1 L 3 3:A——
VW 9 3 v+ w 3 27—1— 3

Indication : On peut écrire x® — Ax? + Asx — As comme une combi-
naison linéaire de 1 et x a coefficients dans K(R3).

45. Expliciter les racines du polynome 7% — A, T2 + A;T — As sous forme
de combinaison des additions, multiplications et radicaux des A, A,
et As, et des éléments de k.

Fin de [’épreuve
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